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Noethérianité de certaines algèbres
de fonctions analytiques et applications

par Abdelhafed Elkhadiri et Mouttaki Hlal (Kinitra)

Abstract. Let M ⊂ Rn be a real-analytic submanifold and H(M) the algebra of real
analytic functions on M . If K ⊂ M is a compact subset we consider SK = {f ∈ H(M) |
f(x) 6= 0 for all x ∈ K}; SK is a multiplicative subset of H(M). Let S−1K H(M) be the
localization of H(M) with respect to SK . In this paper we prove, first, that S−1K H(M) is
a regular ring (hence noetherian) and use this result in two situations:

1) For each open subset Ω ⊂ Rn, we denote by O(Ω) the subalgebra of H(Ω) defined
as follows: f ∈ O(Ω) if and only if for all x ∈ Ω, the germ of f at x, fx, is algebraic on
H(Rn). We prove that if Ω is a bounded subanalytic subset, then O(Ω) is a regular ring
(hence noetherian).

2) Let M ⊂ Rn be a Nash submanifold and N (M) the ring of Nash functions on M ;
we have an injection N (M) → H(M). In [2] it was proved that every prime ideal ℘ of
N (M) generates a prime ideal of analytic functions ℘H(M) if M or V (℘) is compact. We
use our Theorem 1 to give another proof in the situation where V (℘) is compact. Finally
we show that this result holds in some particular situation where M and V (℘) are not
assumed to be compact.

Introduction. Soit M ⊂ Rm une sous-variété réelle analytique; on
désigne par H(M) l’algèbre des fonctions analytiques sur M . Soit K ⊂ M
un compact et considérons SK = {f ∈ H(M) | f(x) 6= 0 pour tout x ∈ K};
SK est une partie multiplicativement stable. Dans cet article on montre que
le localisé de H(M) par rapport à SK , S−1

K H(M), est un anneau régulier
(donc noethérien) et on applique ce résultat aux deux situations :

1) Pour chaque ouvert Ω ⊂ Rn, on désigne par O(Ω) la sous-algèbre
de H(Ω) formée des f ∈ H(Ω) telles que, pour chaque x ∈ Ω, le germe de
f en x, fx, est algébrique sur H(Rn). On montre que si Ω est un ouvert
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borné sous-analytique, alors O(Ω) est un anneau régulier (donc noethérien).
Remarquons que O(Ω) contient l’anneau des fonctions de Nash sur Ω.

2) Soit M ⊂ Rn une sous-variété de Nash ; on désigne parN (M) l’anneau
des fonctions de Nash sur M . On a une injection N (M) → H(M). La
question suivante a été considérée dans [2] :

L’extension d’un idéal premier , ℘, de N (M) à H(M) est-il premier dans
H(M) ?

Une réponse positive dans le cas où M est compacte est donnée dans
[2]. Si M est non compacte mais V (℘) (lieu des zéros d’un système de
générateurs de ℘) est compact, la réponse est aussi positive [2]. Nous don-
nons une preuve directe de ce dernier cas en utilisant le théorème 1.

On désigne par Reg V (℘) ⊂ V (℘) les points au voisinage desquels V (℘)
est une sous-variété analytique et on pose Sing V (℘) = V (℘) − Reg V (℘).
Si maintenant ni M ni V (℘) n’est supposé compact, la méthode que nous
avons utilisée nous permet de traiter le cas particulier suivant :

Sing V (℘) est compact et pour chaque x ∈ Reg V (℘), ℘Hx engendre
l’idéal des germes de fonctions analytiques qui s’annulent sur le germe de
V (℘) en x.

Ces conditions sont automatiqument vérifiées dans le cas M = R2.

1. Localisation de H(M). Soit M ⊂ Rn une sous-variété réelle an-
alytique. On désigne par H(M) l’anneau des fonctions analytiques sur M .
Pour chaque f ∈ H(M) et chaque x ∈M , fx désigne le germe de f en x. Soit
K ⊂ M ; on pose SK = {f ∈ H(M) | f(x) 6= 0 pour tout x ∈ K}. SK est
une partie multiplicativement stable de H(M) ; on note S−1

K H(M) le localisé
de H(M) par rapport à SK . On a un morphisme, iS : H(M)→ S−1

K H(M),
plat. Pour chaque x ∈ M , Mx désigne l’idéal maximal des f ∈ H(M) qui
s’annulent en x et Hx l’anneau des germes de fonctions analytiques en x.

Théorème 1. Si K est un compact , alors S−1
K H(M) est un anneau

noethérien.

P r e u v e. Si I est un idéal de S−1
K H(M), soit I un idéal de H(M) tel que

iS(I) engendre I. On considère le faisceau d’idéaux I défini comme suit :

Ix = IHx ∀x ∈M.

I est un faisceau cohérent d’idéaux sur M . Puisque K est compact, il existe
un nombre fini d’éléments de I, f1, . . . , fq, tels que, pour chaque x ∈ K,
Ix = (f1,x, . . . , fq,x)Hx.

Soit g ∈ I et considérons le faisceau cohérent d’idéaux J défini par

Jx = (f1,x, . . . , fq,x)Hx : gx ∀x ∈M.
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Pour chaque x ∈ K on a Jx = Hx; d’après le théorème A de Cartan, pour
chaque x ∈ K il existe un voisinage U de x et ϕU ∈ Γ (M,J ) tels que
ϕU (y) 6= 0 pour tout y ∈ U . On recouvre K par un nombre fini d’ouverts
U1, . . . , Us et on pose ϕ =

∑s
i=1(ϕUi)2. Visiblement, ϕ(x) 6= 0 pour tout

x ∈ K et ϕ ∈ Γ (M,J ). Soit M le faisceau cohérent d’idéaux défini par

Mx = (ϕxgx, f1,x, . . . , fq,x)Hx ∀x ∈M.

Il est clair que pour chaque x ∈ M , Mx est engendré par les germes en
x de f1, . . . , fq. Le théorème B de Cartan entrâıne alors que Γ (M,M) est
engendré sur Γ (M,H) = H(M) par f1, . . . , fq. Comme ϕg ∈ Γ (M,M),
on conclut alors que ϕg =

∑q
j=1 λjfj , λj ∈ H(M), j = 1, . . . , q. Puisque

ϕ ∈ SK on en déduit que I est engendré par (f1, . . . , fq).

Corollaire 1. Pour chaque x ∈M , le localisé de H(M) par rapport à
l’idéal Mx, H(M)Mx

, est un anneau noethérien.

P r e u v e. On suppose que M est connexe et que dimM = m. Soit
x ∈M ; il existe u = (u1, . . . , um) éléments deH(M) qui forment un système
de coordonnées analytiques en x. On a les injections suivantes :

R[u1, . . . , um]Mx
→ H(M)Mx

→ Hx.
On voit alors que le complété de H(M)Mx

pour la topologie Mx-adique est
l’anneau des séries formelles R[[u1, . . . , um]]. On en déduit que H(M)Mx

est
un anneau régulier de dimension m.

Proposition 1. K étant toujours compact , l’ensemble des idéaux max-
imaux de S−1

K H(M) s’identifie à K.

P r e u v e. Soit m̃ un idéal maximal de S−1
K H(M); il existe alors un idéal

maximal, m, de H(M) tel que m ∩ SK = ∅ et l’idéal engendré par iS(m)
est m̃. Supposons que pour chaque x ∈ K il existe f ∈ m tel que f(x) 6= 0.
On recouvre alors K par un nombre fini d’ouverts U1, . . . , Us pour lesquels
il existe fi ∈ m, i = 1, . . . , s, avec fi(y) 6= 0 pour tout y ∈ Ui. On pose
ϕ =

∑s
i=1 f

2
i ; on a ϕ ∈ m∩SK , ce qui est absurde ; donc il existe x ∈ K tel

que m = Mx.

Proposition 2. S−1
K H(M) est un anneau régulier.

P r e u v e. Ceci découle de la proposition 1, du fait que (S−1
K H(M))Mx

=
H(M)Mx

pour chaque x ∈ K, et du corollaire 1.

2. Algèbres de Nash analytiques. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert; on désigne
par O(Ω) la sous-algèbre de H(Ω) formée des f ∈ H(Ω) telles que pour
chaque x ∈ Ω le germe de f en x est algébrique sur H(Rn), i.e. vérifie une
équation

∑p
i=1 aif

i
x = 0, où les ai ∈ H(Rn) sont non tous nuls. Les éléments

de O(Ω) seront appelés par la suite les fonctions de Nash analytiques.
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Visiblement si f ∈ O(Ω) et f(x) 6= 0 pour tout x ∈ Ω, alors 1/f ∈ O(Ω).
On désigne par Ox l’anneau des germes des fonctions de Nash analytiques
en x ∈ Ω. Il est clair que l’on a une inclusion H(Rn)Mx

→ Ox. On a,
visiblement, la proposition suivante :

Proposition 3. Ox est la fermeture algébrique de H(Rn)Mx
dans son

complété R[[X1, . . . , Xn]] ; c’est donc le hensélisé de H(Rn)Mx
; en particulier

Ox est un anneau régulier (donc noethérien) de dimension n fidèlement plat
sur H(Rn)Mx

.

Corollaire 2. Si Ω est connexe, l’anneau O(Ω) est intégralement clos.

P r e u v e. Comme Ω est connexe, les anneaux Ox et H(Ω) sont cano-
niquement plongés dans Hx et on a O(Ω) = Ox ∩ H(Ω). D’où le résultat
car H(Ω) est intégralement clos et de même pour Ox d’après la proposition
précédente.

3. Algèbres Ω-noethériennes. Une sous-algèbre A(Ω) ⊂ H(Ω) est
dite Ω-noethérienne [3] si :

(i) R[X1, . . . , Xn] ⊂ A(Ω) et A(Ω) est stable par dérivation.
(ii)Ω muni de la topologie induite par celle de SMA(Ω) (spectre maximal

de A(Ω)) est un espace noethérien (tout point x ∈ Ω est identifié à l’idéal
maximal, mx, des fonctions de A(Ω) qui s’annulent en x).

Pour chaque idéal I ⊂ A(Ω) on pose V (I) = {x ∈ Ω | f(x) = 0 pour
tout f ∈ I} et on désigne par Reg V (I) l’ensemble des points au voisinage
desquels V (I) est une sous-variété ; Reg V (I) est dense dans V (I) (pour la
topologie euclidienne). Si I est engendré par un seul élément, f , on écrit
V (f).

Proposition 4. Soit A(Ω) ⊂ H(Ω) une sous-algèbre stable par dériva-
tion et contenant l’anneau des polynômes. On suppose que pour chaque f ∈
A(Ω), Reg V (f) n’a qu’un nombre fini de composantes connexes. Alors A(Ω)
est une algèbre Ω-noethérienne.

P r e u v e. Soit F ⊂ Ω un fermé pour la topologie induite par celle de
SMA(Ω); F =V (I) où I est un idéal deA(Ω). Montrons d’abord qu’il existe
un nombre fini d’éléments de I, g1, . . . , gk, tels que F = V (g1, . . . , gk).

Soit g ∈ I, g 6= 0. On a V (I) ⊂ V (g). Reg V (g) n’a qu’un nombre fini de
composantes connexes: Γ1, . . . , Γs1 ; on pose µ1 = max{dimΓj | Γj 6⊂ V (I)}.
Soient Γi1 , . . . , Γip les composantes connexes de Reg V (g) telles que

µ1 = dimΓij , j = 1, . . . , p, et Γij 6⊂ V (I).

Il existe alors hij ∈ I, hij 6= 0 sur Γij , j = 1, . . . , p. On pose h =
∑p
j=1 h

2
ij

∈ I ; on a V (I) ⊂ V (g, h) ⊂ V (g). Visiblement si r = max{dimΛj | Λj est
une composante connexe de Reg V (g, h) avec Λj 6⊂ V (I)}, alors r < µ1. En
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faisant la même chose pour V (ψ) où ψ = g2 + h2, on voit que V (I) = V (ϕ)
avec ϕ ∈ I.

Soit maintenant une suite de fermés, (Fi), strictement décroissante; on
a Fi = V (fi), fi ∈ A(Ω). Associons à chaque V (fi) le n + 1-uplet νi =
(νi,n, νi,n−1, . . . , νi,0) ∈ Nn+1 tel que νi,j est le nombre des composantes
connexes de Reg V (fi) de dimension j. On considère sur Nn+1 l’ordre lexi-
cographique. Alors si V (fi+1)  V (fi) on a νi+1 < νi, et donc la suite (Fi)
est stationnaire.

Remarque. La condition de la proposition 4 n’est pas nécessaire; l’al-
gèbre A(Ω) = R[x, sinx, cosx] est R-noethérienne (même noethérienne),
cependant Reg V (sinx) = V (sinx) a un nombre infini de composantes con-
nexes.

Lemme 1. Soit Ω un ouvert borné sous-analytique. Alors l’algèbre O(Ω)
est Ω-noethérienne et de plus SMO(Ω) s’identifie à Ω.

P r e u v e. On peut supposer queΩ est connexe. Il suffit, d’après la propo-
sition 4, de montrer que pour tout f ∈ O(Ω), V (f) est un sous-analytique
de Rn; en effet Reg V (f) sera encore sous-analytique de Rn et puisqu’il est
borné, il n’aura qu’un nombre fini de composantes connexes.

On va montrer que le graphe, G, de f est sous-analytique dans Rn+1.
Le problème est local en tout a ∈ ∂Ω ; on peut alors supposer que f est
racine d’un polynôme P sans facteurs multiples à coefficients analytiques au
voisinage de Ω. Soit ∆ le discriminant de P , ∆ 6= 0; on pose Y = {x ∈ Ω |
∆(x) 6= 0}. Visiblement G∩Y ×R est une réunion de composantes connexes
de V (P ) ∩ Y ×R, est donc sous-analytique; or G = G ∩ Y × R ∩Ω ×R car
f est continue, donc G est sous-analytique.

Soit m un idéal maximal de O(Ω) ; supposons que pour tout x ∈ Ω,
m 6⊂ mx = {f ∈ O(Ω) | f(x) = 0}. Soit x ∈ Ω ; il existe f1 ∈ m avec
f1(x) 6= 0; V (f1) est non vide, sinon f1 serait inversible dans O(Ω). Soit
x1 ∈ V (f1) ; comme m 6⊂ mx1

, il existe f2 ∈ m tel que f2(x1) 6= 0. On a
V (f1, f2) ⊂ V (f1) et V (f1, f2) est non vide, sinon ϕ = f2

1 + f2
2 ∈ m serait

inversible dans O(Ω). En continuant, on construit une suite strictement
decroissante de fermés qui est infinie, ce qui est absurde. Donc il existe
x ∈ Ω tel que m ⊂ mx.

Dans la preuve de notre résultat, nous aurons besoin de la proposition
suivante qui est une conséquence directe de [3, 6.2.1].

Proposition 5. Soit I ⊂ A(Ω) un idéal d’une algèbre Ω-noethérienne ;
il existe un idéal I ′ ⊂ I de type fini tel que pour tout x ∈ Ω, I ′Hx = IHx.

Proposition 6. Soient Ω un ouvert de Rn et a ∈ Ω; alors le localisé
de O(Ω) par rapport à ma, O(Ω)ma

, est un anneau local régulier (donc
noethérien) de dimension n fidèlement plat sur H(Rn)Ma

.
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P r e u v e. Soit Ω′ la composante connexe de Ω qui contient a ; on a
O(Ω)ma

= O(Ω′)ma
. On peut alors supposer que Ω est connexe. Nous

avons alors vu que O(Ω) est intégralement clos ; O(Ω)ma
est donc aussi

intégralement clos. On a les inclusions suivantes :

H(Rn)Ma
→ O(Ω)ma

→ hH(Rn)Ma

où hH(Rn)Ma
est le hensélisé de H(Rn)Ma

. Le résultat découle alors de [1,
8.7.11].

Remarquons alors que, Ω étant connexe, O(Ω)ma
→ Ha est fidèlement

plate.

Théorème 2. Soit Ω un ouvert sous-analytique borné; alors O(Ω) est
un anneau noethérien.

P r e u v e. Puisque Ω n’a qu’un nombre fini de composantes connexes,
on peut supposer que Ω est connexe. Soit I ⊂ O(Ω) un idéal ; l’algèbre
O(Ω) étant Ω-noethérienne, il existe un idéal I ′ ⊂ I de type fini tel que
pour tout x ∈ Ω, I ′Hx = IHx (proposition 5). L’injection O(Ω)mx

→ Hx
est fidèlement plate, donc I ′O(Ω)mx

= IO(Ω)mx
pour tout x ∈ Ω. Comme

SMO(Ω) est identifié à Ω, on en déduit, par globalisation, que I = I ′.

Corollaire 3. Ω étant un ouvert sous-analytique borné, l’algèbre O(Ω)
est un anneau régulier de dimension n.

4. Problème de séparation. Soit M ⊂ Rn une sous-variété de Nash ;
N (M) désigne l’anneau des fonctions de Nash sur M . Le problème suivant
a été considéré dans [2] :

Si ℘ est un idéal premier de N (M), engendre-t-il un idéal premier dans
H(M) ?

Une réponse positive a été donnée dans le cas où M est compact [2]. Si
M est non compact mais V (℘) est compact, la réponse est aussi positive
[2]. Nous donnons ici une preuve directe de ce dernier cas en utilisant le
théorème 1. Nous étendons le résultat au cas où V (℘) n’est pas compact mais
Sing V (℘) est compact et ℘Hx engendre les germes des fonctions analytiques
qui s’annulent sur le germe de V (℘) en tout x ∈ Reg V (℘). Soit K ⊂M un
compact ; d’après le théorème 1, S−1

K H(M) est un anneau noethérien.

Lemme 2. L’inclusion ϕ : N (M) → S−1
K H(M) est un homomorphisme

régulier.

P r e u v e. D’après la preuve de [4, 34.C] il suffit de montrer que pour
tout x ∈ K, l’homomorphisme ϕx : N (M)mx

→ H(M)Mx
est régulier. Soit

(u1, . . . , um) un système de coordonnées régulier de Nash de M en x ; on a

N (M)mx

ϕx→ H(M)Mx

ψx→ R[[u1, . . . , um]].
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N (M)mx
est un anneau excellent, donc ψx◦ϕx est régulier. H(M)Mx

est un
anneau local noethérien, donc ψx est fidèlement plate, d’où ϕx est régulier
[4, 33.B].

Théorème 3. Soit ℘ ⊂ N (M) un idéal premier. Alors l’extension de ℘
à S−1

K H(M) est encore un idéal premier.

P r e u v e. On peut supposer que M est connexe. On a l’égalité ℘ =
(h1, . . . , hq)N (M) ; soient f, g ∈ S−1

K H(M) tels que

(∗) fg =
q∑
j=1

αjhj , αj ∈ S−1
K H(M), j = 1, . . . , q.

On pose

P (x, Y1, Y2, . . . , Yq+2) = Y1Y2 −
q∑
j=1

Yj+2hj ∈ N (M)[Y1, Y2, . . . , Yq+2].

ϕ : N (M)→ S−1
K H(M) étant un morphisme régulier, d’après [5], S−1

K H(M)
est une limite inductive filtrante de N (M)-algèbres de type fini lisses. Cela
veut dire que tout homomorphisme de N (M)-algèbres, B → S−1

K H(M), où
B est de type fini sur N (M), se factorise à travers une N (M)-algèbre, D,
de type fini sur N (M) tel que l’homomorphisme N (M)→ D soit régulier.

Dans notre situation, on a un N (M)-homomorphisme donné par l’équa-
tion (∗) :

B =
N (M)[Y1, Y2, . . . , Yq+2]
PN (M)[Y1, Y2, . . . , Yq+2]

ϕ̃→ S−1
K H(M)

qui à Y1 associe f , à Y2 associe g et à Yj+2 associe αj , j = 1, . . . , q. D’après
le théorème de Popescu–Spivakovsky [5], il existe alors uneN (M)-algèbre de

type fini D = N (M)[z1, . . . , zm]/I telle que l’homomorphisme N (M)
φ→ D

soit régulier et on a un diagramme commutatif

N (M) D

B S−1
K H(M)

φ //

��
β

��
ϕ̃ //

α

r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
99

N (M)
φ→ D étant un morphisme régulier, puisque N (M) est un anneau

régulier alors D est un anneau régulier, d’où I est radical et donc I =
℘1 ∩ . . . ∩ ℘s, ℘j un idéal premier de N (M)[z1, . . . , zm], j = 1, . . . , s. Tout
idéal maximal, m, de N (M)[z1, . . . , zm] contenant I, contient un et un seul
℘j et

N (M)[z1, . . . , zm]m/I = N (M)[z1, . . . , zm]m/℘j .
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D est alors isomorphe au produit des N (M)[z1, . . . , zm]/℘j , j = 1, . . . , s.
Comme S−1

K H(M) est intègre, β se factorise via un N (M)[z1, . . . , zm]/℘j .
On peut alors supposer que I est un idéal premier. Par le même argument
que dans [2] on peut supposer que I est réel. On pose Z = V (I) ; Z est
une sous-variété de Nash de M × Rm et D peut être identifié comme un
sous-anneau de l’anneau des fonctions de Nash sur Z, N (Z).

Pour chaque i = 1, . . . , q + 2, on pose α(Yi) = Hi ∈ D ; on a

(∗∗) H1H2 =
q∑
j=1

Hj+2hj sur Z.

On pose β(zi) = σi ∈ S−1
K H(M), i = 1, . . . ,m, et

σ(x) = (x, σ1(x), . . . , σm(x)), x dans un voisinage de K.

Il existe alors un voisinage W de K, W ⊂ M , tel que σ : W → Z soit
analytique et une section de la projection canonique π : W × Rm → W . Il
existe alors une application polynomiale P : Rn → Rn×Rm qui approche σ
au voisinage de K. Posons P (x) = (P0(x), P1(x), . . . , Pm(x)), P0(x) ∈ Rn.

Soit T un voisinage tubulaire de Z dans W × Rm et % : T → Z une
rétraction de Nash compatible avec la projection canonique, i.e. π ◦ % = π
tel que P (W ) ⊂ T . On pose

% ◦ P (x) = Q(x) = (Q0(x), Q1(x), . . . , Qm(x)) ∈ Z.

Comme Q0 est proche de l’identité, quitte à rétrécir W , Q0 est un difféomor-
phisme de W sur W . Soit Q−1

0 son inverse; on pose

τ(x) = (x,Q1 ◦Q−1
0 (x), . . . , Qm ◦Q−1

0 (x)).

Alors τ est une section de Nash de π : Z → W , proche de σ. On pose
Gi = Hi ◦ τ , i = 1, . . . , q + 2. Alors Gi est proche de Hi ◦ σ pour tout
i = 1, . . . , q + 2 ; de plus on a f = H1 ◦ σ, g = H2 ◦ σ et Hj+2 ◦ σ = αj ,
j = 1, . . . , q.

On déduit de (∗∗) que f ou g est limite de fonctions appartenant à
℘H(W ) ; comme ce dernier est fermé dans H(W ), on a, par exemple, f ∈
℘H(W ).

Soit J le faisceau cohérent d’idéaux défini par Jx = (h1, . . . , hq)Hx : fx
pour tout x ∈M . Pour chaque x ∈ K, Jx = Hx ; d’après le théorème A de
Cartan, pour chaque xi ∈ K il existe un voisinage Ui de xi et ϕi ∈ Γ (M,J )
tels que ϕi(y) 6= 0 pour tout y ∈ Ui. On recouvre K par un nombre fini
d’ouverts Ui, i = 1, . . . , l, et on pose ϕ =

∑l
µ=1 ϕ

2
µ. Alors ϕ ∈ Γ (M,J )

et ϕ(x) 6= 0 pour tout x ∈ K ; d’après la preuve du théorème 1, ϕf ∈
(h1, . . . , hq)H(M), donc f ∈ ℘S−1

K H(M).
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Corollaire 4. Soit ℘ ⊂ N (M) un idéal premier tel que K = V (℘)
soit compact. Alors l’extension de ℘ à H(M) est encore un idéal premier.

P r e u v e. On a ℘ = (h1, . . . , hq)N (M); soient f, g ∈ H(M) tels que
fg ∈ ℘H(M); d’après le théorème 3 on a, par exemple, f ∈ ℘S−1

K H(M).
Soit I le faisceau cohérent d’idéaux défini par

Ix = (h1, . . . , hq, f)Hx, ∀x ∈M.

Pour chaque x ∈ M , h1, . . . , hq engendrent Ix sur Hx ; en effet, si x ∈
K, ceci est d’après le fait que f ∈ ℘S−1

K H(M) ; si x 6∈ K = V (℘), on a
(h1, . . . , hq)Hx = Hx. D’après le théorème B de Cartan on a Γ (M, I) =∑q
i=1 hiH(M); comme f ∈ Γ (M, I), on en déduit que f ∈ ℘H(M).

5. Cas particulier. Soit I ⊂ N (M) un idéal. Rappelons que Reg V (I)
désigne les points de V (I) au voisinage desquels V (I) est une sous-variété ;
Reg V (I) est dense dans V (I) (pour la topologie euclidienne). On pose
Sing V (I) = V (I)− Reg V (I).

Soit ℘ ⊂ N (M) un idéal premier et considérons l’hypothèse suivante :

(H) Pour tout x ∈ Reg V (℘), ℘Hx engendre l’idéal des germes des fonc-
tions analytiques qui s’annulent sur le germe de V (℘) en x.

Théorème 4. Soit ℘ ⊂ N (M) un idéal premier. Si (H) est vérifiée et
Sing V (℘) est compact , alors ℘H(M) est un idéal premier.

P r e u v e. Posons K = Sing V (℘) et soient f, g ∈ H(M) telles que fg ∈
℘H(M). D’après le théorème 3, on a, par exemple, f ∈ ℘S−1

K H(M), i.e. il
existe ϕ ∈ H(M) avec ϕ(x) 6= 0 pour tout x ∈ K et ϕf ∈ ℘H(M). Soient
Γ1, . . . , Γs les composantes connexes de Reg V (℘). Puisque V (℘) est connexe
et Reg V (℘) est dense dans V (℘), on a Γ j ∩K 6= ∅ pour tout j = 1, . . . , s.

S’il existe a ∈ Γj tel que f(a) 6= 0, on aura ϕ(x) = 0 pour tout x ∈ Γj
et comme Γ j ∩K 6= ∅, il existe b ∈ K tel que ϕ(b) = 0, ce qui est absurde ;
donc Γj ⊂ V (f) pour tout j.

L’hypothèse (H) entrâıne alors que fx ∈ ℘Hx pour tout x ∈ Reg V (℘),
comme ϕf ∈ ℘H(M) et ϕ(x) 6= 0 pour tout x ∈ K, on en déduit que
fx ∈ ℘Hx pour tout x ∈M . Puisque ℘ est de type fini, d’après le théorème
B de Cartan, on a f ∈ ℘H(M).

Si M = R2 et ℘ ⊂ N (M) est un idéal premier, Sing V (℘) est un ensemble
fini et V (℘) est connexe. Pour chaque x ∈ Reg V (℘), ht(℘Hx) = 1 et comme
la dimension du germe de V (℘) en x est 1, on a alors que ℘Hx est réel, d’où
le corollaire :

Corollaire 5. Si ℘ ⊂ N (R2) est un idéal premier , alors ℘H(R2) est
encore premier.
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