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Abstract. The main purpose of this paper is to exhibit the cutoff phenomenon,
studied by Aldous and Diaconis [AD]. Let Q** denote a transition kernel after k steps
and 7w be a stationary measure. We have to find a critical value k, for which the total
variation norm between Q*F and 7 stays very close to 1 for k < ky, and falls rapidly to
a value close to 0 for k > k, with a fall-off phase much shorter than k,. According to
the work of Diaconis and Shahshahani [DS], one can naturally conjecture, for a conjugacy
class with n — ¢ fixed points, with ¢ < n, that the associated random walk presents a
cutoff, with critical value equal to %nln n. Using Fourier analysis, we prove that, in this

context, the critical value cannot be less than inlnn. We also prove that the conjecture
is true for conjugacy classes with at least n — 6 fixed points and for a conjugacy class of
cycle length 7.

1. Introduction. On considére une famille de groupes {G,},cn, sur
chacun desquels on définit une chaine de Markov, de noyau de transition
@, et de mesure stationnaire m,. Nous nous intéressons dans cet article
au comportement de la distance en variation totale entre Q:* et 7,. Nous
souhaitons mettre en évidence le phénomene de cutoff, étudié en particulier
par Aldous et Diaconis [AD], qui traduit le fait que la norme en variation
totale reste proche de sa valeur maximale 1 pendant un moment, puis, en un
laps de temps tres court, se rapproche de 0 avant de décroitre a une vitesse
exponentielle. Plus formellement, définissons a,, et b,, deux suites tendant
vers infini avec b, /a, tendant vers 0 et k, = [a, + cb,] ol [z] désigne
la partie entiere de . Nous dirons que la famille de chaines (G, Qn, )
admet un (an,by,)-cutoff si pour tout réel ¢, il existe f,g > 0 telles que
lime—, 400 g(c) =0 et lim., o f(c) = 1, vérifiant

(1) fe) 1@ = mallrv < gle).

Diaconis [D1] présente beaucoup d’exemples de marches aléatoires sur
les groupes avec ou sans cutoff. Parmi les exemples ou ce phénomeéne se
produit, le plus simple est celui de la marche aléatoire canonique sur (Zs)™.
Un deuxieme exemple fondamental est celui de la marche aléatoire évoluant
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sur S,, de noyau de transition la mesure uniforme sur la classe de conju-
gaison des transpositions. Dans ce cas, le cutoff a été mis en évidence par
Diaconis et Shahshahani [DS] avec a,, = inlnn et b, = in. Voir aussi
[SC2], paragraphe 2.4.2. Nous nous proposons d’étudier ce phénomene pour
d’autres marches aléatoires sur .S,,, de noyau de transition @, ¢, la mesure
uniforme sur une classe de conjugaison C. Notons § = d;q la mesure de Dirac
en l'identité.

Les classes de conjugaison du groupe symétrique sont caractérisées par
le type de la décomposition en produit de cycles disjoints des permutations
qu’elles contiennent (cf. [JK]). Il est facile de voir (cf. [R2]) que les classes
ne contenant que des permutations paires forment des systémes symétriques
de générateurs du groupe alterné A,,. Dans ce cas, la marche aléatoire de
noyau de transition @, ¢ et de mesure initiale 6 est une chaine de Mar-
kov irréductible sur A,,, ergodique et de mesure stationnaire 7,, la mesure
uniforme de A,. La loi de cette chaine a 'instant k£ est donnée par :;kc

Les classes de conjugaison ne contenant que des permutations impaires
sont, elles, des systemes symétriques de générateurs du groupe S, (cf. [R2]).
Dans ce cas, la marche aléatoire de noyau de transition @, ¢ et de mesure
initiale 6 ne converge pas car elle possede deux classes de périodicité. Cepen-
dant, celle de mesure initiale v, ¢ = %(5 + Qn.c) et de méme noyau de tran-
sition converge vers 7,, la mesure uniforme sur S,. La loi a 'instant k est
donnée par Qg nc = :;kc_l * Y. C-

Au vu de Darticle [DS], une conjecture naturelle est que si C est paire,
la famille (A, 9, Qn.c,Tn) (respectivement (Sy,,Vn.c, @n.c, ) lorsque C est
impaire) admet un (a, ¢, by ¢)-cutoff avec

1 1
anec = —mnlhn et b,c= 50
el el
ou ||C|| est le cardinal du complémentaire dans {1,...,n} du nombre de

points fixes des permutations de C. Les deux énoncés suivants précisent le
genre de résultats que nous souhaiterions obtenir.

CONJECTURE 1.1. Pour toute >0, il existe un entier n. et une constante
positive B. tels que si C est une classe de conjugaison paire, st n > ng,

ICI< (1 —¢e)n et sik, = ﬁ(lnn +¢) avec ¢ > 0, alors

”Q;kg — Tn|lrv < Bee™“.

CONJECTURE 1.2. Pour tout € > 0, il existe un entier m. et une con-
stante positive D, tels que si C est une classe de conjugaison paire, si
n>me, |IC|I< (1 —¢e)n et sik, = TlT_Hl(ln(n —1)—¢) avec 0 <c<lIn(n—1)
alors

HQ;;’fg —Tnlltv > 1= D.e ¢ —h(n), ot lim h(n)=0.

n—oo
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Ces conjectures s’adaptent aisément pour la famille (S,,yn.c, Qn.c, ™)
dans le cas impair.

Nous verrons au paragraphe 2 comment obtenir des bornes supérieures et
inférieures de la norme en variation totale grace a ’analyse de Fourier et aux
représentations irréductibles du groupe symétrique. L’objet du paragraphe
3 est de démontrer le théoreme 1.3 qui prouve la conjecture 1.2.

THEOREME 1.3. Si C est paire, si n est tel que

n—1
el < In(n—-1)+1
et st
n—1
kn = ic (In(n—1)—c¢) avec 0<c<lIn(n-—1)
alors

. _ B 11 In(n—-1)+1
1Qsks —Fnllry > 1 —11e7¢ — R (1)(1n(71 m—e

Dans le dernier paragraphe nous prouverons deux lemmes qui, sous un
certain nombre d’hypothéses techniques devant étre vérifiées dans chaque
cas étudié, permettent de démontrer des résultats dans l’esprit de la con-
jecture 1.1 pour des cas particuliers. Nous donnerons quelques exemples. La
conjecture 1.1 reste ouverte.

2. Analyse de Fourier, normes et partitions

2.1. Analyse de Fourier. Soit p une représentation irréductible d’un
groupe G, et (Q une mesure de probabilité sur ce groupe. On définit une
transformation analogue a la transformée de Fourier par la relation

0@ =) Qz)e(w).
zeG
Si @1 et Q2 sont deux fonctions sur G, leur produit de convolution est
défini par
Ve eG, QixQa(z) =) Qi(y 'z)Q2(y) et 0(Q1*Q2) = 0(Q1)o(Q2).
yeG

La formule de Plancherel,

ZMW:ﬁZ%MMM@W

zeG 0eG

ot G est ensemble des représentations irréductibles de G et * désigne
la matrice adjointe, associée au lemme de Schur, permet d’exprimer la
norme 1% de @ en fonction des caracteres des représentations irréductibles du
groupe G. Dans [D2], Diaconis montre & 'aide du lemme de Schur que
lorsque @ vaut Q¢, la mesure uniforme sur la classe de conjugaison C de G,
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alors o(Qc¢) = pol,, ol I, est la matrice identité d’ordre d, et , une con-
stante dépendant de la représentation. Il suffit ensuite de calculer la trace
de o(Qc) pour trouver p, = xoc/d, Ol Xpc est la valeur du caractere de
la représentation p sur la classe de conjugaison C. Ceci, combiné avec la
formule de Plancherel, donne

9 o 1 d2 Xo,C 2
) >0 = g 2 ()

zeG

Roichman [R1] donne une borne de x,¢/d, dans un cadre tout & fait
général, qu’il utilise ensuite pour estimer la vitesse de convergence des
marches aléatoires sur A,,, engendrées par les classes de conjugaison. Nous
souhaitons ici obtenir des résultats plus fins sur x,c/d,, nécessaires a la
mise en évidence du phénomene de cutoff.

2.2. Partitions et représentations irréductibles de S,. La théorie des
représentations linéaires de S, a fait l'objet de nombreux ouvrages. Sagan
[Sag] explique comment construire les représentations irréductibles de S,
& partir des partitions de n (i.e. des m-uplets A = (A1,...,\p) avec \; >
Xit1 > 1et > ;... A\ = n) et plus précisément, a partir des diagrammes
de Young associés a chaque partition \ et construits de sorte que la premiere
ligne contienne \; cases, la seconde A, etc. Le diagramme obtenu a partir du
diagramme d’une partition A en échangeant les lignes et les colonnes est le
diagramme de *)\, la transposée de \. Deux représentations irréductibles cor-
respondant & deux partitions transposées I'une de l'autre sont dites con-
Juguées.

EXEMPLE 2.1. Voici les diagrammes d’une partition et de sa transposée.

A= (4,2,1) tA=(3,2,1,1)

Ces diagrammes permettent un calcul simple des dimensions.

LEMME 2.2. La dimension de la représentation irréductible issue de A,
une partition de n, est égale au nombre de fagons de placer les chiffres
1,...,n dans le diagramme de Young de X\, de sorte que les nombres de
chaque colonne et de chaque ligne soient inscrits dans [’ordre croissant.

Une conséquence directe est le corollaire suivant, démontré dans [DS].
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COROLLAIRE 2.3. La dimension d, de la représentation irréductible issue
de la partition Ay = (M1, .., Am) vérifie

dy < CM/(n— )

Le lemme suivant (cf. [Jam]) donne les liens existants entre deux repré-
sentations irréductibles issues de deux partitions transposées.

LEMME 2.4. Si o et o sont deuzr représentations conjuguées l'une de
Uautre, alors dy = dy et, pour tout T dans Sy,

Xeo(T) = sign(7)x, (7).

Si Xet ) sont deux partitions de n, nous dirons que A est inférieure a
N, et nous noterons A < X, si nous pouvons obtenir le diagramme de X\ &
partir de celui de A en remontant simplement certains des cubes situés en
bout de lignes. Dans I'exemple 2.1, en considérant les cases marquées d’une
croix, on remarque que (3,2,1,1) < (4,2,1).

On montre dans [R2] que les seules représentations irréductibles de di-
mension 1 sont la représentation triviale (notée g1), constante et égale a 1,
issue de la partition (n) et la représentation signature (notée gs), issue de la
partition (1,1,...,1) et qui & tout élément de S,, associe sa signature. On
montre également que la représentation irréductible associée a la partition
(n—1,1) (notée gg) est de dimension n — 1 et son caractére sur la classe de
conjugaison C vaut x,,,c =n — ||C||—1.

2.3. Bornes pour la norme en variation totale. Notons F un ensemble
contenant le support de la mesure foc, |E| son cardinal, I la fonction
indicatrice de I'ensemble E et || - ||, la norme de 'espace [P(E). La norme en
variation totale est définie par

1
Qne —=1e|| =
H ’ |E] TV

1 . 1
“llo**, — —1
2HQ"’C ks

1
D’apres 1’inégalité de Cauuchnychwaer7 nous avons

R )

HQ 1, “TE, 2

et avec la relation (2) nous obtenons
2 2k
1 1 X 1
=15 Zd( £ )
4G do |E]

Si C est une classe paire, ceci appliqué a G = S, et E = A,, donne

— 1 Xo.C 2k 1 Xo.C 2k
*k 2 2 0, 2 o,
@ 1t Tl < 5( () -2) <5 T ()

0€Sn QES;

*k _L
o ot gl
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avec §,’L =3, \ {01, 02} ol1 o est la représentation triviale et g5 la représenta-
tion signature dont nous avons déja parlée.

Pour la marche aléatoire évoluant sur S,, (lorsque C est impaire), il est
facile de montrer que

5i n
o(Qunc) = £(0(Que) ™ (14+0(Que)) ot Qe = Q;ﬁgl*(w).

2

On obtient ensuite, du fait que les quotients x, ¢/d, sont tous inférieurs a 1,

1 Xoc )Y Xoc
5 n — n z < — d2 g 1 Al
( ) Hcgk”c T HTV — 16 E%; Q( dg ) ( * dg )
0€S,
2(k—1
< l d2 XQ7C ( )
=1 £ %\ g, '
€SS

REMARQUE 2.5. Au vu de la conjecture 1.1 et des majorations (4) et (5),
il suffira d’étudier des sommes du type

2r
Xo,C N n
d? (—) on r=——(~nn+c).
Z Ndy )7 Il
€S
Les résultats de minoration découleront du lemme suivant.

LEMME 2.6. Considérons la marche aléatoire de noyau symétrique K,
évoluant sur un groupe G. Fizons x dans G, notons K¥ la mesure de prob-
abilité K*(x,-) et U la mesure uniforme sur G. Soit ¢ une fonction propre
de K associée a la valeur propre p # 1. Supposons de plus ¢(x) # 0. Alors

4Vary(¢) _op 4Vargr(e) .
155 = Ullrv 21— s p ™2 = — a2k
()] ()]
Preuve. L’idée de ce lemme a été utilisée dans [DS] et est exposée dans
[D2]. Elle repose sur la définition suivante de la norme en variation totale,

équivalente a celle que nous avons donnée :

k _ k _
15z = Ullrv = max(K; (4) — U(4)).

On obtient la minoration en calculant K*(B) — U(B) pour I’ensemble
B défini par B = {y | o(y) < %EK;; (qb)} Nous renvoyons au lemme 2.2 de
[SC1] pour les détails. m

Nous allons appliquer ce lemme & G = A,, z = id, K(id,y) = Qn.c(y)
avec C paire et U = T,,. Les valeurs propres de @),, ¢, vu comme un opérateur
agissant sur [2(S,,), sont les x,.c/d,, avec o représentation irréductible de
Sy, et les fonctions propres associées sont les caracteres x,. En remarquant
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que x,(id) = d, et en notant u = p,c = Xo,c/d,, la minoration obtenue est

4 Varz, (X@)M—zk _ 4 Varg.r, (xe) —2k

HQ;;I,CC - ﬁnHTV Z 1- d2 d2
4 [

1.

La théorie des représentations irréductibles assure que Varz (x,)
D’autre part,

VarQ*k Xg Z Xg (o) — (EQ;”CC (Xg))Q-
geSy

Les caracteres irréductibles x, étant les fonctions propres de @, on
a EQZ’fc (Xo) = Mg,cdg- Pour l'autre terme, il suffit d’interpréter xz comme

le caractere de la représentation ¢ ® g, de dimension d2 (cf. [Ser]), qui se
décompose en somme directe de représentations irréductibles,
oR 0= @ 0; ou J est un ensemble fini.
jedJ
Nous avons alors Xf) =y jeg Xej ol les x,, sont des fonctions propres de
Qn,c associées aux valeurs propres i c = X,;,¢/do. 1l est alors clair que

E: XQ( E:l%fd&
ocESy, jeJ
De plus, nous avons de = ZjeJ dy,, donc
k
(EQ:"’C‘B Oce))* = MQC Mgczdg] et VarQ*’“ Xe) Zdag Hj,c*ﬂz,c)-
= jeJ
Finalement, la minoration obtenue est
= 2k fj.c
0 i g3 )
¢ jeJ Ho,c

On obtient de facon similaire une minoration pour les marches aléatoires
évoluant sur S, (lorsque C est impaire) :

Vi k,.C
(7) 1Qkmc — TnllTy =1 - dQV,wc dQZgJ<J 1),

0 jeJ

1/ xec )" Xo.C 1/ Xec\" Xo;.C
0, Xo,C 28 9,
=-| = 1+ ke =—|—5"— 14+ ===.
wee= () () s (25) (30
3. Preuve du théoréme 1.3. Les détails de la preuve sont donnés

dans [R2]. Nous allons appliquer la formule (6) avec la fonction propre x,,
ol go est la représentation irréductible issue de la partition (n — 1,1), de



118 S. ROUSSEL

dimension n — 1, associée a la valeur propre

Xooc n—1—]C
e X et

dg, n—1
Sachant que 0o ® 0o = 00 P 01 P 03P 04 oU g3 est la représentation irréductible
issue de la partition (n — 2,2) et g4 celle issue de (n —2,1,1), en utilisant
do, =n —1 et dyp, = Xp,,c =1 nous obtenons

8 4
Q*kn —2kn kn
(8) H n,C 7 nHTV >1 (n 1)2:“0,6 —n 1“0,6

4 u En
)"
> .
(n— 1 23 <<M0,c
On montre facilement, connaissant fioc et en utilsant la valeur de k,
donnée dans le théoreme 1.3, que

€] In(n — 1))

—2k 2 _92¢
n < -1 c
e < -1t e (L

et donc

8 —ok

_ 1)2 'LLO,C

o " < 8e % exp (

[C]ln(n — 1)
n—1-c] )

Sous la condition ||C|| < le terme dans ’exponentielle est majoré

ln(n 1)+1
par 1, donc

3 —2k,, 1 _—2c¢
WMQC S 8e'e .

Les mémes calculs conduisent a

4
n—1

ua?‘ < 4el/2ec

et la minoration (8) devient alors

(9) HQZ’%‘ —Tp|lrv > 1 — 8ele™2¢ —4el/2eC

() )

On ne connait pas explicitement les valeurs de psc et de pac, mais
Roichman [R1] en donne une majoration que nous allons utiliser pour ter-
miner la preuve.

LEMME 3.1. Sid,, est la dimension de la représentation issue de la
partition A,
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Xos,C < d@(n—2—ucu,2> + IC]|

— )
dQS dQs 2d@3
Xes,C d@(n—z—ucu,l,m

d94 d94
Il suffit d’utiliser le lemme 2.2 pour calculer les dimensions :

g - mn=3) d _ (m=lClPr=3—1cl)
03 — 2 ’ O(n—2—|C|,2) — 92 ’
g =D -2 _(n=1-]Clhn=2—Cl)
04 — 2 ’ Q(n—2—|C|,1,1) ~— 92 :
Ainsi,
pa,c [l
—— <1- <1.
xe (n—lc] =1)(n-2)

Comme la suite (|

we = TnllTv)aen est décroissante, on peut supposer
que k,, est impair, ainsi la fonction qui & x associe z*» est croissante sur R,
donc (pa,c/p§ o) < 1, et le terme correspondant dans la minoration (9)
peut étre négligé.

Pour la représentation g3, le lemme 3.1 permet d’écrire

Cllin+1)+4—4n
:u270 < 1+||CH H H( ) -
Ho,c n(n—=3)(n—|Cf - 1)
Sous la condition ||C|| < ﬁ, on arrive & montrer que
p2c g €] (n(rn—1)+1)(n —3—4In(n — 1))
e ~ n—1 n(n —3)(In(n — 1))?

Supposant k, impair, on montre, en le remplagant par sa valeur, que

k
p2c\ " 11 (In(n—1)+1)(n—3—4In(n — 1))
(ué,c) "= 10 n(n—3)In(n— 1) ’

puis que

11 In(n—1)+1

*kn = >1_81—20_41/2—c_ . )
1Qn¢ = Tallry 21 —8e'e TS - D —1))y2

En supposant par exemple ¢ > 2, on obtient la minoration du théoreme
1.3. Le méme genre de considérations conduit au théoreme suivant pour les
marches aléatoires sur S,, (lorsque C est impaire).

THEOREME 3.2. Si C est impaire, si n est tel que

n—1
1€l < T o+
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et st
—1
kn = nHCH (In(n—1)—¢) avec 0<c<ln(n-—1)—2
alors il existe une fonction f telle que
e . 2
Qk, nc —mnlltv 21 =Te™“ = f(n), ou f(n)~ o
oo Inn

4. Etude de la conjecture 1.1. D’apres la remarque 2.5, démontrer
cette conjecture revient a rechercher une constante B > 0 telle que

2k5n,
Z d2 Xo,C < Be~2¢
e\ d, = ’

A EP

ot P est l’ensemble des partitions de n privé des partitions (1,1,...,1) et
(n), et ou ky,, vaut (n/||C||)(Inn + ¢). La démarche est celle que Diaconis et
Shahshahani [DS] ont développée en étudiant les transpositions. Les détails
des calculs se trouvent dans [R2].

L’idée consiste & majorer X, c/d, lorsque A\, = (A1,...,\y) appartient
a différentes zones définies & ’aide d’une suite croissante finie de nombres
bi,...,b, et d’encadrements de A;.

ZONE 1: “1< A <bnetm<bn”ou“l<m<bnet\ <bn’.
ZONE ¢, 2<i<p—1: “bi_in <A <bnet m < bn” ou
“bi—im <m < bnet \y <bn”.
ZONEp: “(1-bn< A <n—1"ou
“I=bn<m<n—1"0oul—>b="by_;.
Notons P! I'ensemble des partitions vérifiant les conditions de la zone i;
nous devons alors borner

2kn P 2kn
E d2 XQ,C _ E E d2 XQ,C
e\ d N e\ d '
A EP ¢ i=1 \,ePi ¢
De facon générale, nous pourrons toujours montrer, pour les marches
aléatoires que nous étudierons, qu’il existe des constantes positives [3; et des

suites u(n) et v(n) (qui apparaitront naturellement au cours de la majora-
tion) telles que :

(He) Pourl<i<p—1let),€e P

‘M <Bi <1

e

(He) Pour A\, € PP,

Xo,C
d

[

n—M\ n—A\"
< 1= Clhucn) =22 v (B2
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LEMME 4.1. Supposons que (Hoo) est vérifiée et que les (b;)1<i<p—1 (qui
définissent les zones 1 a p — 1) ainsi que les (B;)1<i<p—1 de (Hoo) vérifient
les conditions :

2
)1+ W In(B1) <0,

2
(2) lfbiflerln(ﬂi)<0p0ur2§i§p71.

Supposons de plus que n est tel que (n/||C||) In(maxi<;<p—1 B;) < —1. Alors
pour tout 1 < v < p—1, il existe des constantes B; > 0 telles que

kn
Z d? <—XQ’C)2 < Bje %
e dg - :

Ao EP?

LEMME 4.2. Supposons que (1—b)n < A\ <n—1 et que (He) est vérifiée
avec des suites u(n) et v(n) telles que :

(1) il existe ng tel que pour tout n > ng, u(n) décroit et tend vers 1
lorsque n tend vers oo,

2vb 1
(2) lim v(n)=v<oo et 7 — 1< —=,
= e =
n—)\l 7’L—)\1 ||CH
- ABNEAT I hd Y
® —lelutn ™A 4 o) (22) < -1

Alors il existe une constante B, > 0 telle que

2k,
Z d2 Xo,C <B 6—20
o dg — =P :

Ao EPP

Il est clair que si les hypotheses de ces deux lemmes sont vérifiées pour
une classe C, la majoration de la conjecture 1.1 est alors vraie pour cette
classe C avec une constante B, dépendant de C.

Preuve du lemme 4.1

ZONE 1. D’apres (Heo), il vient

Xeco )
3 dz(;;—*) < (B 3 B < (B,
A EP? e A EP?

la derniere inégalité étant obtenue en utilisant la majoration brutale

> <Y =S

1 ~
AQGP 0ES,

En utilisant le raffinement de la formule de Stirling présentée dans [Fel],
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nous obtenons

2 Xg Fon 1 1
Z d, d < V2mexp | 2k, In(B1) —n + n+§ lnn—i-? ,
AoEP? "
puis, remplagant k,, par sa valeur,

Z d2 Xo.C 2k,
4 dg

AgEP?

< V2mexp (”C| (51)) exp ((1 + ﬁ In(B1) + El(n))nlnn)

1 1
Inn * 2n * 12n2lnn
est une fonction tendant vers 0 lorsque n tend vers oo.
La fonction n +— exp((1+ (2/||C||) In(81) +e1(n))nlnn) est bornée d’apres
I'hypothese (1) du lemme 4.1 et si n est tel que (n/||C|]) In(maxi<i<p—1 5:)
< —1 alors il existe une constante B; > 0 telle que

Z dQ(XQa ) SBle_QC-

ApEP!

ou

e1(n) = —

ZONE 1 (i entier variant de 2 & p — 1). Les hypotheses pour ces zones
sont que b;_1n < A\ < b;n avec b;_1 et b; des réels positifs et qu’il existe un
réel positif 5; tel que |x,.c/do] < B; < 1. Ayoub montre dans le chapitre 3

de [Ay] que le nombre de partitions de n vérifie p(n) < e™V2"/3 et d’apres le
corollaire 2.3, nous avons

d, < CNM/(n— M) < 2"/ [n —bi_1n]l.
Ainsi,

2kn,

Z d2<X90> ,S [n —bi—1n]lexp(m/2n/3 + nlnd + 2k, In(53;)).

A EP?

Les mémes calculs que pour la zone 1 conduisent & la majoration

Z d2 XoC 2k,
4 dQ

A EP
< Varesp (gm0 ) o ((1 s + 60 0 i

ol €;(n) tend vers 0 lorsque n tend vers oo et on conclut de la méme maniére
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qu’il existe des constantes B; > 0 telles que

Xeo )"
S @ (d_) < Bie ™.
Ao €P? e

Preuve du lemme 4.2. 1l s’agit d’étudier ZAQedef)(XQ,C/dQ)%n dans la
derniére zone. On raisonne & A; fixé. Sij=n—-Aet (1-bn<i; <n-1
nous avons d’apres (He)

<1- fefu(n)’ +v<n>(%)2 < oxp - lelun)? +v<n>(§)2).

La majoration des dimensions donnée par le corollaire 2.3 est dﬁ <n% /4!
et le nombre de partitions & A; fixé est p(n — A1). Ainsi,

bn X 2k,
E: }: 2 0,C
j=1 Ao EPP,

Al :n—j

Xo,C
d

[

bn

<> % exp (Qj Inn + 2k, (—||C|u(n)% + v(n)i—i)).

j=1

Remplagant k, par sa valeur, les hypotheses (1) et (3) du lemme 4.2
permettent d’obtenir

2c Z d? <XQ,C>2kn < S p(‘]) e <—2’U(n) Inn -2>
€ < —~ exp —)
‘\ dy ! Iy n

A EPP j=1
Lim
n/Inn n/lnn bn
< D Lt Y Lt D> lim
j=1 j=y/njInn j=n/Inn
A 5 C

ou nous allons étudier chacune des sommes A, B et C.

SOMME A. On a (Inn)j?/n < 1 et en utilisant la majoration d’Ayoub
pour p(j), nous obtenons

n/Inn

n/Inn -
S fa<e <2v<n>)vi em V2P
in < exp —_—

= ! Il = J!

ou le terme de droite est borné puisque la somme est la somme partielle
d’une série convergente et d’aprés hypothese (2) du lemme 4.2, v(n) admet
une limite finie.
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SOMMES B ET C. D’apres la formule de Stirling et la majoration d’Ayoub
nous avons p(j)/j! < e’ nj+f0)  avec f une fonction telle qu'il existe une
constante J vérifiant f(j)/j < J. Dans ces conditions,

20(n) lnn , 20(n) j  Inj J)

In(ljn) <—jlnj+—>-—3°+ f(§ Sjlnn(

ICl n Inn Inn

On montre ensuite que pour la somme B (respectivement C), L(j,n)
est uniformément majorée par une fonction de n dont la limite en oo est
—1/2 (respectivement 2vb/||C|| — 1/2 < —1/2). Nous sommes alors siirs qu’a
partir d’un certain rang, il existe I € R% (respectivement I’ € R%) tel que
L(j,n) < —1 (respectivement L(j,n) < —l') et

n n/lnn bn bn

/Inn
Yo < ) et (resp. Yo e Y e 1nn)_
j=+/n/Inn j=+/n/Inn j=n/lnn j=n/lnn

Comme » 77 e7IIn™ est une série géométrique convergente, les sommes
B et C sont bornées et il existe alors une constante 5, > 0 telle que

2k,
Z d2 Xo,C <B 6—20
o dg — =P :

Ao EPP

5. Exemples. Nous allons montrer lexistence du phénomene de cut-
off pour quelques marches aléatoires.

THEOREME 5.1. Les marches aléatoires de noyau de transition Qn,c (0u
C est une classe de congjugaison telle que ||C|| < 6 ou la classe des cycles de
longueur 7) et de mesure initiale 6 ou ync selon la parité de C, admettent
un (n(lnn)/|C|l,n/|ICI)-cutoff. En d’autres termes, il existe deux fonctions
positives, [ et g telles que lim., g(c) = 0 et limey_oo f(c) = 1, pour
lesquelles nous avons, selon la parité de C,

F©) <1Qks —Fullrv < g(e) ou f(e) < |Qryne — mallTv < glc).

Le théoreme 1.3 donne la minoration souhaitée de la norme en varia-
tion totale. Pour obtenir la borne supérieure, il suffit de montrer que les
hypotheses des lemmes 4.1 et 4.2 sont vérifiées. Nous noterons x,x la valeur
du caractere x sur la classe de conjugaison des cycles de longueur =, Xz y,A
sa valeur sur la classe des produits de deux cycles a support disjoint, 'un
de longueur z, 'autre de longueur y et ainsi de suite. Notons également
r2(A) = Xaa/dr, To,y(X) = Xz,y,0/dx etc. Pour borner r¢(A) = xa,¢/dx, nous
disposons de formules littérales, calculées pour les petites valeurs de ||C|| par
Ingram [Ing].
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LEMME 5.2. Soit A = (\1,...,A\y) une partition de n. On définit pour
tous | € N*,

Mo\ = Z{(Aj — ' =i+ D) =46 - D
Moip1n = i{@\j — D' =i+ DN -2+ )+ 56— 1) - D)

Avec ces notations, nous avons alors

oy = Co (M Sy,

n! 2
n —4)!
T4()\) = ( ol ) (M47)\ — 2(277, — S)Mg,,\),
n —4)!
ro.2(A) = ( o ) (MQQ)\ —2M3 A (A) +4n(n — 1)),
(n—=5)! (M5 49—15n 5 )
rs(A) = " 5 + 5 M37,\—§ 22,/\—1—671(71—1)(571—19) ,
n—>5)/1 3
Tgﬁg()\) = ( n' ) <§M21AM37)\ - 6M47)\ — §(n2 - 13TL+ 16)M27)\),
(n—6)!
7‘6()\) = ol (M67)\ — (671 — 37)M47)\ — SMQ,,\M&)\
+6(3n? — 190 + 20) M ),
n —6)!
7“4,2()\) = ( ol ) (MQ,AM47)\ — 4M57)\ — 2(27’L — 11)M221/\()\)
8 32
+ g(ﬁn —17)Ms  — gn(n —1)(2n — 7)),
n—6)1
r3.3(\) = ( - ) Z(Mz)i/\ — 18Ms5 ) + 54 M3 5 — 6(n” — 13n + 29) M3
+9n(n — 1)(n? — 13n + 34)),
n —6)!
r2.92(\) = ( - ) (M3 — 6Ma M3 5 + 40My x + 12(n® — 9n + 10)Ma ),
. (TL* 7)' M71,\ M57)\ 145 7 2
e T (A B &

7 M.
+ 5 M3\ (Tn — 36) + 1—32’*(147712 — 16730 + 3383)

7
- ﬂn(n —1)(149n* — 609n + 1502)).
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Preuve. On trouve dans [Ing] toutes les formules énoncées ci-dessus
sauf celle pour la classe des cycles de longueur 6 et ceux de longueur 7. Ces
deux formules sont calculées par la méthode présentée par Ingram pour les
cycles de longueur p quelconque. Des erreurs numériques pour les formules
de r32(X) et de r3,3(\) données dans [Ing] sont corrigées ici. m

PROPOSITION 5.3. Pour toute partition \ et tout entier I, My ¢y =
—Moy x et Mopyqen = Moy, a.

Preuve. Nous allons utiliser une autre paramétrisation des partitions.
Si A= (A1,...,A\m) est une partition de n, si s est le nombre de cases sur
la diagonale du diagramme de Young de A alors pour tous j variant de 1 a
s, on définit b; = \; —j et a; = N} — j ol A} est la longueur de la colonne
j. Les définitions de My » et de May4q,n correspondant a cette nouvelle
paramétrisation se trouvent dans [Ing] et sont

My \ = Z{bé-(bj + 1) —al(a; + 1),

j=1

Mojp1x = Z{bﬁ-(bj + 1)N2b; + 1) + a(a; + 1)"(2a; + 1)}

j=1

. t .
Comme, si A = (b1,...,bs | a1,...,as), "X = (a1,...,as | b1,...,bs), il
est clair que Moy en = —Moy \ et que Moy q 6y = Mojy1,,. =

Comparaison des M;. Nous allons ici déterminer, dans chaque zone, la
partition qui donne la plus grande valeur des M;.

LEMME 5.4. Dans chaque zone, si 1 <1 < 3, Moy » est mazimal (respec-
tivement minimal) en la partition dont les cubes du diagramme de Young sont
le plus haut (respectivement le plus bas) possible.

Preuve. Considérons deux partitions de n, A < X, et comparons Mo »
et M, 5. 1l suffit de considérer deux partitions qui se déduisent I'une de
Pautre par le déplacement d’un cube. Soit donc A = (A1,...,\y,) et A=
Moo A+ 10002 — 1,000, A) ot p < g. Il est clair que A < X et pour
1 <1 <3, on vérifie dans [R2] que

l
Moy~ My 5= 3 05((0 — 0% = (A —p+ )P,

j=1

ol aj € Rt et oy = 2I. Sous la condition p < ¢, nous avons \, > A\, et
Mo\ < M, 1 puisque AM—qg—Qp—p+)=X—Xp+p—¢—1<0.m
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EXEMPLE 5.5. Sin/3 < A <n/2et m < n/2 alors Moy, < Ma,x
< My (n/2,n/2), OU Ay est la partition de longueur n/2 telle que

A= ((n+1)/3,2,...,2,1,...,1).

Ceci n’est plus vrai pour les My;41,5. Nous avons par exemple pour Ms ,

M3 _M3,§: 6(Ap +Ag—q—p+1)Ag—Ap—gq+p—1).
Si on interprete le membre de droite comme un polynéme de degré 2 en A,
dont les racines sont x1 = p+qg—Ag —1let 20 = Ay +p—¢q— 1, alors le
signe de M3 ) — MBX en fonction des valeurs de A, Ay et ¢ est donné par le
tableau suivant. '

Tableau 1
Ag < ¢ Ag 24
Ap T2 X1 H )
Signe de M(\) — M5V | — |+ |- | - [ +] -

REMARQUE 5.6. Sous la condition p < ¢, z2 < Ay < ), c’est-a-dire que

si on remonte un cube d’'une ligne ¢ telle que ¢ < A, alors Ms(\) < Mz(A).
Sig > Ay, il existe des cas de figure ot M3(A\) > Mz(A).

LEMME 5.7. Soit Majy1x = >_00, dji();) avec
dit(N) =N — D' —F+DHEN =25+ 1) + 510G - DY2j - 1).
Pour tous j et | tel que 1 <1 <3, x — d;i(x) est une fonction croissante
et positive. En particulier, si a € Rt et si \y > a alors Moj11 x> di,(a).
Pour la majoration, I’étude des Ma;41 » se ramene a celles des M3 . En
effet, pour 1 <1 <4,

-1

Mapiy— M, 5= (M3, — MB,K) Z aij(Ag — )7 (N —p+ 1),
=
OSZJriSlfl

olt a;; € R*. La proposition suivante donne les partitions pour lesquelles
M3y est maximal.
PROPOSITION 5.8. Soit A = (A1,...,Am).

— 81 A >n/2, alors Amax = (A1, 1,...,1).
— SiA < (n=b)/l,m < (n=0)/l,1 > 2 et n congru ¢ b modulo I,
on a:
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esil=2h, (n—b)/l>h*+h+betc=(n—>b)/l—h?>—h—b alors

—b —b
Amax = [ 2 T h h bk )
l l —_—
— h24b c

esil=2h+1,(n—0b)/1>(h+1)2+betd=n/l—(h+1)?>—b alors

) —b
A= (=2 P i h+ 1k, k).
I R L G
—_————
~ h(h+1)+b

Preuve. 1°* CAS: Soit A= (A1,...,A\m) avec A\ >n/2 et m > 3.

L HA

A1

m

mlL .

REMARQUE 5.9. Les cubes des lignes 3 & m (respectivement 2 & \3) ne
sont pas représentés. Ils sont contenus dans le rectangle L.

Si m < )Ag, alors on remonte tous les cubes du diagramme de A sur la
ligne 2. On crée ainsi une suite croissante de partitions

A< A < <M= (A, n = A).

On passe de A’ & A*t! en remontant un cube de la ligne ¢ & la ligne p avec
p=2,3<qg<m, A\ > Xdaetl <A, < Ao, done

T =p+qg—Ag—1=1+qg- 2 <qg<m <A <A,
To=X+p—q—1=14+X-qg< g < X< Ay

Nous avons alors, d’apres le tableau 1, M3 yi < M3 yi+1 et finalement M3 5 <
M3 (31 ,n—x1)- De plus, M3 (x; n—x;) < M3 (a,,1,...,1) car

M3 (a1, — M3, (x n-ny) = 12(n = A1) (n — A — 1) > 0.

Sim > Ag, comme Ms:y = M3 » (cf. corollaire 5.3), on considere la parti-
tion Y\ et on remonte tous les cubes sur la premiere ligne. On vérifie comme
précédemment que Msz:y < M3, (n—x;1,...,1), Ce qui revient, en retransposant,

28me 0AS : Pour la démonstration, nous supposerons que [ = 2h, [ divise
n et n/l > h?® + h. Les autres cas se traitent de la méme maniere.

Soit donc A telle que A; < n/let m < n/l. Cecisuppose quel < y/n. Nous
devons montrer que M3y < M3z Ol Amax est définie dans la proposition

max
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5.8. Nous raisonnons par récurrence sur le nombre r de lignes contenant n/l
cubes.

INITIALISATION : » ={. On a

1
M3 xpe = Mz, (2, 2) = 32 (I?(1* = 4)* + 48n(n — I7)).
>0
HYPOTHESE DE RECURRENCE : Supposons que si A\j =...=\, = n/l,
r<let i1 <n/lalors Mz < Mg_’Amax.
ETAPE r —1: Nous avons \; = ... = A.—1 =n/l et A\, <n/l.

L’idée consiste a essayer de remonter assez de cubes sur la ligne r pour
que I’hypothese de récurrence s’applique. Soit N la partition obtenue & partir
de A en remontant sur la ligne r, tant qu’elle contient moins de n/l cubes,
les cubes des lignes ¢ telles que ¢ < ;. D’apres la remarque 5.6, nous avons
My < ng/)?.

Si A\, = n/l, alors I'hypothese de récurrence permet de conclure que
Ms\ < M, < Ms,,,.. Dans le cas contraire, il faut essayer de remon-
ter d’ autres cubes Nous avons

n/l cee e
- T | i~ U
N= = 3 G N =
| L
Ar
Do : Ar
S : n/l cee
m ] —_——
r—1

avec A, < n/l, m < n/l et pour tous ¢ > r + 1, Xq < ¢ (donc, d’apres le
tableau 1, zo < x7).

Si on remonte dans le diagramme de A un cube d’une ligne ¢ sur la ligne
p=r,alorsr+1<qg<m, 1< ; <A, et

e <w1=p+q—1-X<p+qg<r+m.

Ainsi, si )\ —r>m,ona )\ > x1 > z2 €t en repetant ce procédé, on crée
une suite croissante de partitions ()\Z) || telles que A = n/l et M, 5 < M,

L’hypothese de récurrence entraine alors que M3 y < M 5 < Mg A

Si au contraire )\ —r < m, on s’intéresse au d1agramme de *X et on vérifie
que | lon peut remonter les cubes sur la ligne 7" ot ' = inf{u | 1 <u < A
et th, < n/l}. Nous obtenons alors M3 \ < M, 5 < M, 5 ol
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n/l m
~—

!

Si A —r > m/, alors on montre comme précédemment que MSX <

Mj ... Sinon, on remonte les cubes sur la ligne 7’ + 1 de '\ et ainsi de
suite. Finalement, soit on réussit & mettre n/l cubes sur la ligne r et c’est
terminé, soit on doit comparer Ms; x et M, 5= avec

max

n/l n/l
. . . r—1 . . \h

- -

9 R

—— ———
s h
On obtient alors M3\ < M3 5 < M, 57 et le lemme 5.10 permet de conclure
que Mz < M, < Ms ) "

max *

max *

LEMME 5.10. My 57 < Ms,»

Preuve. Sir—1=h,ona A = Apax. Sir—1 < h alors obligatoirement
s > h > 7 et on conclut en appliquant hypothese de récurrence a ‘A", Si
r > h + 2, on montre que nécessairement s = — r + 1 et il suffit de calculer
M3 3 — M pour montrer que c’est positif. m

max 37

Bornes des re(X). 1l s’agit de découper 'ensemble des partitions en
différentes zones selon les valeurs de A1, de borner r¢(A) dans chacune de
ces zones, puis de s’assurer que les bornes obtenues vérifient les hypotheses
des lemmes 4.1 et 4.2.

Cas de la derniére zone. On raisonne & \; fixé, par exemple A\; > 3n/4.
D’apres le corollaire 5.3, |r¢(A)| = |re(tA)|. Ceci permet de ne s’occuper
que des partitions A = (A1, ..., A telles que Ay > m. Dans ces conditions,
d’apres les lemmes 5.4, 5.7 et la proposition 5.8, nous avons
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..... 1) < Moy x < Moy (x n—x1)>
0 <dii(M) < Mop1x < Myjp1,(x1,...1)-
Ces relations jointes a celles du lemme 5.2 conduisent a

5 el )i
0<re(n) < 1— U =2 4y 3 Ry(n) =2
1=3

n n? nt

ou U(n),V(n) et R;(n) sont des fractions rationnelles de n. On cherche
ensuite des suites uc(n) et ve(n) telles que

(n — )\1)2

n—)\l
+ v (n)

0<re(A) <1—|Clluc(n)

et qui vérifient les conditions du lemme 4.2. En particulier, on choisit b, le
réel qui définit la derniere zone (celle ot (1 —b)n < Ay < n —1), de sorte que
20b/||C|| = 1 < —1/2. Les détails sont donnés dans [R2].

Le tableau suivant résume les résultats obtenus pour les marches aléa-
toires engendrées par les classes de conjugaison C telles que ||C|| < 6 et celle
des cycles de longueur 7.

uc(n) ve(n) Yoy
r3(A) n 3n? 1
n =10 n—2 (n—1)(n—2) 4
ra(N) n(2n?® — Tn +7) 2n2(3n — 2) 1
n> 14 2(n —1)(n —2)(n — 3) (n—1)(n—2)(n —3) 6
72,2(N) n® —3n% +2n+6 8n(n + 2) 1
n > 10 (n—1)(n—2)(n—23) (n—2)(n—23) 8
r5(N) 2n(5n — 4) n? —3n+1) 1
n > 10 (n—3)(n—4) (n—2)(n—4) 8
r3,2(X) n n?(11n — 31) 1
n > 20 n—3 (n—2)(n—3)(n—4) 9
r6(\) n3 —5n? —n 42 5n(3n% — 15n + 25) 1
n > 20 (n—1)(n—3)(n—4) (n—3)(n—4)(n - 5) 10
r4,2(\) n(3n — 10) An(4n® — 1Tn + 21) 1
n=>6 3(n —2)(n —5) (n—3)(n—4)(n—>5) 11
73.3(\) n® —8n? +16n — 6 3n(n —1)(5n — 16) 1
n > 21 (n—2)(n—4)(n—5) (n—2)(n—4)(n—5) 10
72,2,2(A\) (n—2)(n? —4n +1) 18n(n? — 3n +11) 1
n>12 (n—1)(n—4)(n - 5) (n—3)(n—4)(n —5) 12
r7(\) n(n—1) 3n2(7n — 25) 1
n > 22 (n—2)(n—3) (n—=1)(n—5)(n—6) 12
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Cas des autres zones. On étudie r¢(\) pour des partitions telles que A
appartient a un certain intervalle dépendant de n. On obtient ainsi un en-
cadrement de r¢(A\) par des fonctions de n qu’il suffit ensuite de minorer
ou de majorer. Si la borne obtenue ne remplit pas les conditions du lemme
4.1 alors, soit on choisit n assez grand pour trouver une borne qui convi-
enne, soit on rétrécit 'intervalle ou varie \;. Pour que toutes les marches
aléatoires étudiées dans cet article aient le maximum de zones communes,
nous avons décidé de choisir n assez grand pour que les bornes soient sat-
isfaisantes. Voici les différentes zones d’étude et les moyens d’obtenir les
bornes de r¢(A). Pour plus de détails, voir [R2].

Les bornes de r¢(\) sont obtenues grace au lemme 5.2, & partir des
encadrements suivants des M; y.

ZONE 1 : 3 < A\ <n/3etm <nf3ould <m<n/3et A <
n/3. Cette zone contient les partitions et leurs transposées. Elle contient
aussi des partitions Ao vérifiant *\g = Ao donc telles que My, = 0 (cf. corol-
laire 5.3). Les lemmes 5.4, 5.7 et la proposition 5.8 permettent ensuite
d’écrire

— Mo (n/3,n/3,n/3) < Moy x < Moy (n/3,m/3,n/3)5
0 < M3\ < M3y (3.0/3.m/3)>
0 <d1(3) < Maopyix < Moji1,(n/3,n/3,2,2,1,...,1)
—M3 (n/3,n/3.n/3)Ma,(n/3,n/3,n/3) < Mo xMy A
< Ms (n/3,m/3,m/3) M4, (n/3,n/3,n/3)5
—Ma (n/3,m/3,m/3)M3,(n/3,m/3,2,2,1,....1) < Ma xMs3 5
< Ma (n/3n/3,m/3)Ms,(n/3,n/3,2,2,1,...,1)-

ZONE 2 : n/3< A <n/2etm<n/2oun/3<m<n/2et A\ <n/2.
Nous pouvons nous restreindre aux partitions telles que Ay > m puisque
le passage aux transposées ne change pas la borne en valeur absolue (cf.
corollaire 5.3). Nous avons alors, d’apres les lemmes 5.4, 5.7 et la proposition
5.8, et puisque si A\g = (n/2,2,1,...,1), My », =0,

Moy xy, < Moy < Moy (n/2,n/2),
0 < M3\ < M3 (9.n/9);
(10) 0<dii((n+1)/3) < Mary1.x < May1,(n/2,2,1,...,1)
Mo xpy M3, (n/2,2,1,..,1) < Mo xMsz x < My (nj2,n/2)M3,(n/2,2,1,...,1)5
M, (nj2,ny2)Maxy, < MaxMax < Mz (n2n/2)Ma,(n/2,n/2)5

ol Ajps est définie dans I’exemple 5.5.
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Nous traiterons simultanément le cas des zones restantes.

AUTRES ZONES : bi—1n < A\ <bnoub_in<m<bn avec b_1 =
Si—1/ti—1. On peut continuer & supposer A\; > m et d’apres les lemmes 5.4,
5.7 et la proposition 5.8, nous avons, si As, = ((si—1n+1)/t;—1,1,...,1),

0 < My a,, < Moy x < Moy (bin,(1—bi)n)s

i 1
a1y o< du(u

) < Moir1a < Mot (bim1,..01)5
i—1

si—in—+1
dy; (%)Mz,xsi < Mo aMs x < Mo (bin,(1-b:)n) M3, (bin,1,...,1)
1—1

Mo x,, Max,, < Mo xMax < Ma (v,n,(1—b:)n) Ma,(bn,(1—b:)n) -

REMARQUE 5.11. Pour tous [ et n dans N,

Moy (nt1)/2,1,....1) = 0.

Cas particuliers. I1’étude de la marche aléatoire engendrée par les
(2,2,2)-cycles est légerement différente. Soit A}, la partition de longueur
4n/9 telle que Ny, = ((n+1)/3,2,...,2,1,...,1). Alors :

e Sin/3 <\ <4n/9, nous utiliserons les inégalités M2l7)\/1\4 < My <
Moy, (4n/9,an/9,n/9) €t la relation (10) pour M3 .

e Si 4n/9 < A1 < 5n/9 nous utiliserons Moy ((4n+1)/9,2,1,..,1) < Mo n <
Moy, (5n/9,4n/9) €t la relation (11) pour M3 .

Le tableau en page suivante présente les zones étudiées (en bas), les
bornes obtenues pour les marches aléatoires engendrées par les classes de
conjugaison C telles que ||C|| < 6 et celle des cycles de longueur 7 et les
valeurs de n pour lesquelles les bornes sont valables. Le signe * signale que
la borne est optimale au sens ou elle est égale a la borne supérieure sur n
du maximum de r¢(A) pour A appartenant & la zone considérée.

Certaines valeurs, trop larges par rapport aux cases du tableau, sont
définies ci-dessous :

265721 5329 68921
%~ 500000 “** 7 100000 *** T 125000’
226981 1623931
#2277 373248° " 2985984

Remerciements. Ce travail s’inscrit dans le cadre d’une these de doc-
torat dirigée par Laurent Saloff-Coste que je tiens a remercier vivement pour
tous les précieux conseils et judicieuses remarques qu’il a formulés lors de la
rédaction de cet article.
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* * *
r3(A) L L
n>10| 9 4 16
* *
r4(A)
0.0677 0.204 0.256 2 %
n>14 128 648
* * * * * *
r2,2(N)
1 1 25 25 169 625
n > 10 9 4 81 64 324 1024
*
75()
0.072 | 0.157 0.21 0.246 | 0437 | 2101 8n
n>12 4096 | 9
*
r3,2(N)
0.0467 0.186 0.268 0.275 0.432 %
n > 17 2187
*
76(}) 10n
0.0348 0.133 0.195 0.227 0.417 0.467 Ag _—
n>20 pat
r4,2(N)
0.0305 0.134 0.204 0.261 0.446 0.486 0.6
n > 20
*
r3,3(\)
0.028 0.114 0.193 0.23 0.412 0.465 A3z
n > 20
* *
r2,2.2(N)
0.0426 | 0.093 | 0.188 | 0.233 | 0.298 | 0.449 | 0.502 | Aso2 | Baoo
n > 28
*
r7(A)
0.0131 0.0795 0.138 0.205 0.408 0.454 0.499 A7
n > 25
Bornes n dn n 5n 2n 3n 5n ™ In 11n
der |3 3 9 2 9 3 4 6 8 10 12
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