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Complexité des boréliens a coupes dénombrables
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Résumé. Nous donnons, pour chaque niveau de complexité I', une caractérisation
du type “test d’Hurewicz” des boréliens d’un produit de deux espaces polonais ayant
toutes leurs coupes dénombrables ne pouvant pas étre rendus I" par changement des deux
topologies polonaises.

1. Introduction. Cet article fait suite & une étude entamée dans [Lel]|-
[Le3]. Il a pour objet de répondre & une conjecture faite dans ce dernier,
et peut pour 'essentiel étre lu indépendamment de ces articles. Cependant,
la lecture préalable de ces articles peut éclairer plusieurs points techniques
présents dans les arguments développés ici. Ces travaux se situent dans le
cadre de la théorie descriptive des ensembles. Je renvoie le lecteur a [Ku]
pour les notions de base de théorie descriptive classique et & [Mo] pour
les notions de théorie descriptive effective. Pour déterminer la complexité
exacte d’un borélien, on est amené a montrer qu’il n’est pas d’une classe de
Baire donnée. Le théoreme d’Hurewicz, rappelé ci-dessous, donne un critere
pour la classe des G5 (cf. [SR]) :

THEOREME. Soient X un espace polonais et A un borélien de X. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le borélien A n’est pas I19.

(b) Il existe une injection continue u : 2 — X telle que

u N (A)={a€2¥|InVYm>n alm)=0}.

Cet exemple des suites nulles a partir d’un certain rang peut étre rem-
placé par n’importe quel ensemble infini dénombrable sans point isolé de 2¢.
Il est appelé “test d’Hurewicz” pour la classe des Gs. Ce théoreme a été

généralisé aux autres classes de Baire par A. Louveau et J. Saint Raymond
(cf. [Lo-SR]).
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On s’intéresse ici a une hiérarchie analogue a celle de Baire, sauf qu’au
lieu de partir des ouverts-fermés d’un espace polonais de dimension 0, on
part des produits de deux boréliens, chacun d’entre eux étant inclus dans un
espace polonais. L’analogie devient plus claire quand on sait qu’étant donnés
un espace polonais X et un borélien A de X, on peut trouver une topologie
polonaise plus fine que la topologie initiale sur X (topologie ayant donc les
mémes boréliens), de dimension 0, et qui rende A ouvert-fermé. Pour notre
probleme, le fait de travailler dans les espaces de dimension 0 n’est donc pas
une restriction réelle. La définition qui suit apparait alors naturelle.

DEFINITION. Soient X et Y des espaces polonais, et A un borélien de
X xY. SiI est une classe de Baire, on dira que A est potentiellement
dans I' (ce qu’on notera A € pot(I")) s'il existe des topologies polonaises de
dimension 0, o (sur X) et 7 (sur Y), plus fines que les topologies initiales,
telles que A, considéré comme partie de (X, o) x (Y, 7), soit dans I".

La motivation pour I’étude de ces classes de Wadge potentielles trouve
son origine dans ’étude des relations d’équivalence boréliennes, et plus
précisément dans 1’étude du pré-ordre suivant sur la collection des relations
d’équivalence boréliennes définies sur un espace polonais :

E <F < 3f borélienne E = (f x f)" (F).

A Taide de la notion de classe de Wadge potentielle, A. Louveau montre
dans [Lo3] que la collection des relations d’équivalence Zg n’est pas co-finale,
et il en déduit qu’il n’existe pas de relation maximum pour <.

On cherche a établir des résultats analogues au théoreme d’Hurewicz
pour les classes de Baire potentielles. Le résultat principal de cet article
établit I’analogue du théoreme d’Hurewicz pour la classe des ensembles po-
tentiellement G5. Dans [Le3], il y a la

CONJECTURE. Il existe un borélien B de 2% x 2% tel que pour tous
espaces polonais X etY, et pour tout borélien A de X XY a coupes verticales
dénombrables, on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n’est pas pot(I19).
(b) 1l existe des fonctions continues u : 2 — X et v :2¥ —'Y telles
que BN (uxv)"1(A) = B.

L’essentiel de cet article va consister & analyser les boréliens non pot(II3)
ayant leurs coupes horizontales et verticales dénombrables pour arriver pro-
gressivement a montrer le

THEOREME 7. Il existe un borélien B de w® x w* tel que pour tous
espaces polonais X et'Y, et pour tout borélien A de X XY dont les coupes
horizontales et verticales sont dénombrables, on a l’équivalence entre les
conditions sutvantes :
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(a) Le borélien A n’est pas pot(I19).
(b) Il eviste u : w* — X et v :w* — Y, homéomorphismes sur leurs
images, tels que BN (u x v)~1(A) = B.

Ce borélien B sera une “version uniforme” du test d’Hurewicz, c¢’est-a-
dire un ensemble dont toutes les coupes verticales sont infinies dénombrables
sans point isolé. Plus précisément, B sera réunion dénombrable de graphes
d’homéomorphismes de domaine ouvert-fermé. On verra aussi qu’essentiel-
lement, dans tout borélien ayant ses coupes horizontales et verticales dénom-
brables et n’étant pas pot(IT9), on peut trouver, & un changement de topolo-
gie pres, une telle réunion se réduisant & A au sens du théoréme 7. On
cherchera entre autres a réduire de telles réunions entre elles.

L’hypothese de dénombrabilité des coupes dans le théoréeme 7 peut sem-
bler moins naturelle que par exemple I’hypotheése “A est pot(X9)”. Mais
cette derniere n’est pas suffisante. En effet, les boréliens & coupes verticales
(ou horizontales) dénombrables sont pot(X9) (voir [Lo2]). Nous montrons
que le théoreme 7 devient faux si on suppose seulement A & coupes verticales
dénombrables, en utilisant I'injectivité de u et v.

Pour terminer cette introduction, nous placons le théoréeme 7 dans un
contexte plus général. Il vient en effet compléter 1’étude des boréliens a
coupes verticales dénombrables commencée dans [Le3]. Je renvoie le lecteur
a cet article pour les rappels concernant la hiérarchie de Wadge, qui affine
celle de Baire. On peut montrer que les seules classes de Wadge non stables
par passage au complémentaire contenues dans AJ = XY N IIJ sont les
différences transfinies d’ouverts. On peut définir sans probleme la notion
d’ensemble potentiellement dans I, ou I est une classe de Wadge, en utili-
sant la méme définition que précédemment. L’analogue du théoréme 7 pour
les différences transfinies d’ouverts est montré dans [Le3] (voir théoremes 3.5
et 3.6), a ceci pres que ’hypotheése est moins forte (“A est potentiellement
AY” au lieu de “A a ses coupes horizontales et verticales dénombrables”),
et que la conclusion est moins forte (on n’a pas U'injectivité des fonctions de
réduction). Comme conséquence de ces résultats, on obtient le résultat de
synthese suivant :

COROLLAIRE 9. Soit I' une classe de Wadge non stable par passage au
complémentaire. Alors il existe un borélien Br de w* x w“ et un fermé
Fr contenant B, tels que pour tous espaces polonais X et'Y, et pour tout
borélien A de X XY ayant ses coupes horizontales et verticales dénombrables,
on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le borélien A n’est pas pot(I).
(b) Il existe des fonctions continues u : w* — X et v:w* — Y telles
que Fr N (u x v)~*(A) = Br.
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Il est a noter que Br et Fpr vont étre donnés de maniere explicite, et
que Br a ses coupes horizontales et verticales dénombrables si I" C TI9,
ce qui est le cas significatif. Donc en particulier Br & pot(I") si I C TIJ.
D’autre part, si I" est auto-duale (c’est-a-dire si I est stable par passage au
complémentaire), ne pas étre dans I signifie ne pas étre dans 'une des deux
classes non auto-duales succédant & I" dans ’ordre de Wadge (I'inclusion des
classes). L’étude des classes de Wadge auto-duales peut donc étre ramenée
a celle des classes de Wadge non auto-duales.

QUESTION. Un probleme ouvert est de savoir si on peut supprimer I'hy-
potheése “A a ses coupes horizontales et verticales dénombrables” dans le
corollaire 9.

2. Analyse des boréliens a coupes dénombrables n’étant pas
pot(I13). La définition qui suit donne un sens précis a 1’expression “version
uniforme du test d’Hurewicz” évoquée dans 'introduction.

DEFINITION. On dira que (Z, T, (Gm.p) (m,p)ew?) €st une situation générale
si

(a) Z et T sont des espaces polonais parfaits de dimension 0 non vides.

(b) gm,p est un homéomorphisme de domaine Dy = (respectivement
d’image) ouvert-fermé de Z (respectivement de T').

(c) Pour m € w, (Dy,, )pew est une suite de domaines deux a deux
disjoints dont la réunion est dense dans Z. On note g,, la fonction obtenue
par recollement des g, ,, pour p entier.

(d) 1l existe un Gs dense G(g) de (),,c, Dy, tel que I'ensemble
glz] == {gm(z) | m € w} soit sans point isolé, pour tout = de G(g).

L’idée va étre de chercher le borélien B du théoréme 7 sous la forme
Unmew Gr(gm[G(9)), ot (Z, T, (gm.p) (m,p)cw?) est une situation générale. Et
aussi de montrer que dans chaque borélien A dont toutes les coupes sont
dénombrables et n’étant pas pot(IT9), on peut trouver, & un changement de
topologie pres, une telle réunion se réduisant & A au sens du théoreme 7.
On va donc étre amené a réduire une situation générale a une autre. C’est
I'objet du théoreme 1 qui suit. Il se trouve que pour assurer 'existence
d’une telle réduction, il nous faut des conditions supplémentaires, aussi bien
au départ qu’a 'arrivée. D’oll les deux définitions qui suivent. Toutes les
conditions supplémentaires de ces définitions seront utilisées dans la preuve
du théoreme 1 qui suit, a l'exception de la condition (b) d’une situation
d’arrivée, dont l'intérét apparaitra plus tard.

DEFINITION. On dira que (Z,T, (gm,p)(m,p)ew?) €st une situation d’ar-
rivée si :

(@) (Z,T,(gm.p)(m,p)cw?) est une situation générale.
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(b) Le diametre du domaine et de I'image de g¢,,, , vaut au plus 9~ A(m.p)
ol A :w? — w est injective.
(c) Pour tout entier non nul k et pour toute suite u dans (w
I'implication
AU eAY, 0AUCZVrelU QJ(B)gu(l) = -gg(lzk_g)gu(%—l)(x) =)
= (Fi<2k—-1 u(i)=u(i+1)).

Q)Qk’ on a

DEFINITION. On dira que (F, (fn.p)(n,p)ew?) est une situation de départ
si:

(a) (F, F,(fn,p)(n,p)cw?) est une situation générale.

(b) F =1T],;c, Ai € w®, ot chaque A; C w est fini.

(c) Pour z dans Dy, , on a x <jex fn(z), et pour n, p entiers, il existe un
entier g(n, p) tel que si ¢ > q(n,p) et x est dans Dy, , fnp(2)(q) = z(q).

(d) Pour (x,y) dans (N,,c,, Dy, X F)NU,c., Gr(fn), il existe (yx) tendant
vers y telle que (z,yx) appartienne a (J,, .., Gr(fn) pour tout entier k, et
(e) On définit des relations sur |J,¢,(I;<, 4i), n étant entier, par
sRyt < |s|=|t] et s <jex t et (Ng x Ny) NGr(fy,) # 0,

sRt & dIncw sR, t
Si s R t, on pose (s, t) :=min {n € w | s R,, t}. On demande :
() s R 5 = (s, 5) = 0] et [s~5 R4~ = 654, 175) = ¥(s, )],
On définit ensuite la relation symétrique engendrée par R :

s¥t & sRtoutfRs.

On dira que u € [, (I1;, Ai)]=“ \ {0} est une T-chaine si pour tout
Jj<l|ul =1, u(j) T u(j+1). On définit la relation d’équivalence engendrée
par R :

s €t < Ju T-chaine u(0) =set u(|ul —1)=t.
On demande :

(ii) Si s € ¢, il existe une unique T-chaine u, sans répétition de termes,
telle que u(0) = s et u(ju| — 1) =t.

THEOREME 1.  Soient (F,(fnp)mnpiew2) une situation de départ et
(Z,T,(gm,p)(m,p)cw?) une situation d’arrivée. Alors il existe des injections
continues u : F' — G(g) et v: F — T telles que :

(a) Pour tout (x,y) dans |, ¢, Gr(fn), v(y) est dans glu(zx)].

(b) Pour tout (x,y) dans ((,c,, Ds, X F) U, co, Gr(fn) \U,co, Gr(fn),
v(y) est dans glu(z)] \ glu(z)].
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Démonstration. Le schéma de la preuve est semblable a celui de la
preuve du théoreme 2.12 de [Le3|; la condition (iv) ci-dessous apporte des
complications. On va construire :

e Une suite (US)SGU,,EW II,., A, d’ouverts-fermés non vides de Z.
e Une suite (Vs)seupew [I,., A; d’ouverts-fermés non vides de 7.
e Une injection @ : (¢, (IT;-, A)? — W2,

On pose, si s R ¢,
n(s,t) :=min{n € wU{-1} | Vn <i <|s| s(i) =t(i)},
w(s,t) = d(s[(n(s,t) + 1), t[(n(s,t) + 1)).
La premiere coordonnée de w(s,t) sera notée wy(s,t). Soit (O4) une suite

d’ouverts de Z telle que G(g) := ﬂqew Og4. On demande a ces objets de
vérifier les conditions suivantes :

(i) Us~i X Vi © (Us NNy<)5 Og) X Vs.

(it) 6(Us),8(Vs) < 2711,

(iii) s Rt = Vi = gus,nlUs] et wo(s,t) > (s, t).

(iv) (Is| = [t], s <iex t et r < |s| vérifie Vg <7 s R 1)
= ((Us x Vi) NU,<, Gr(gq) = 0).

(V) USAZ' N USA]‘ = V:gf\i ﬂVYSAj = @ si 7&]

Admettons ceci réalisé. On définit les injections continues u et v par les

formules
= ﬂ Ua]'na {’U(Oé)} = ﬂ Va[n-

new new

Siy = fau(x), pour tout entier m on a que x[m R y[m, et il existe un
entier mg tel que si m > mg, n(z[m,y[m) = n(x[mg, y[mo), puisque x(q)
et y(q) coincident & partir d’un certain rang (on utilise la condition (c)
d’une situation de départ). Posons wgy := w(z[mg,y[mp). Par (iii) on a

Vyim = Guwo [Uwfm] si m > mg. Dot

gwo< 6 Gwo |: ﬂ Um[m:| = ﬂ gwo z(m - ﬂ = )}
m>mg m>mg m>mg
et (u(x), v(y)) € Cr(guy)

Si maintenant (x,y) € (N,cw, P X F) N Upew Gr(fn) \ Unew Gr(fn),
soit (yx) telle que (z,yx) € U, e, Gr(fn) et yr tende vers y (on utilise
la condition (d) d’une situation de départ). Par ce qui précede, on a
que (u(z),v(yk)) € Upew Gr(gm), dottv(yx) € glu(z)] et v(y) € glu(z)], par
continuité de v. Pour tout entier r, il existe un entier p(r) > r tel que pour
g <7, z[p(r) R, y[p(r) et 2[p(r) <iex y[p(r) puisque z # y; par (iv) on
a donc (Upfp X Vyfp(ry) N U Grlgg) = 0 ot (u(z),0(9)) & Uye, Gr(y).
donc v(y) & glu(x)].
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Montrons donc que la construction est possible. On pose Uy := Dy, ,,
Vi = go,0[Up], et ®(0,0) := (0,0) (on peut supposer que Dy, # 0). Ad-
mettons avoir construit Uy, Vs et @(s,t) pour |s|, [t| < p vérifiant (i1)—(v), et
soient s € Hj<p Ajetiec A, On note, sis & t, Q(fs*,tN) I'unique ¥-chaine
sans répétition de termes ¢ telle que ¢(0) = 3 et ¢(|c| — 1) = ¢, qui existe par
la condition (e)(ii) d’une situation de départ.

La relation ¥ définit sur (s i) une structure d’arbre, de sommet s .
On va essentiellement construire les ouverts-fermés cherchés par récurrence
sur les niveaux de cet arbre. Si k est entier naturel, on pose
Hy = {z € &(s74) | |Z(2,s74)] = k+ 1}. Alors Hj et le nombre de
Hj, non vides sont finis, puisque les classes d’équivalence de & sont finies.
De plus, Hj est non vide si Hiyq U'est, donc on peut trouver ¢ tel que
Hy, ..., H, soient non vides et Hj, soit vide si k > ¢. Posons

{ngq{k} x{1,...,pp} — w,

Hy = {2k1)s -+ 2kipi) }» ¢ (k,r) = (ickpi) +7
, i<kt )

On a donc

Im(gb) = {Po = 1ap0+17"'7p0+p17--~7p0+'"+pq—1+17'"7p0+"'+pq}'
On va construire par récurrence sur n € {1,...,po + ...+ py}, et pour

ke {1,...,n}, des ouverts-fermés non vides U}’ et V;* tels que, si I'on pose

w(k, 1) == w(zg-1(k), Zp—1(1)), ON ait :
(1) U]? X an g <U2¢—1(k) ’Vp N ﬂqu O(Z) X VZ
(2) S(UE), 3(V) < 271,
(3)Sik,l€{1,...,n},alors V' = go o[U}] et si de plus z4-1(5) R 24-1()),
alors V™ = g,y [UF] et wo(k, 1) > ¥ (2g-1(k), 26-101))-
(4) Si1 <kl <n, zg-1k) <tex 2¢-1() et 7 < p vérifie zy—1(x %q Z4-1(1)
pour ¢ <, alors (U x V;") NU,<, Gr(gq) = 0.
(B)Sil<k,l<netk#l alorsUNU"=VrNV"=0.
(6) Si1<k<n,alors Ut x V" CUp x V.

6=1(0) [P

Admettons cette construction effectuée. On voudrait alors poser
= U,f°+"'+pq, Veorin = V,f°+"'+pq et si @(z,2’) n’est pas encore
défini, on le définirait en assurant 'injectivité de @ et la seconde partie de la
condition (iii) ; on obtiendrait alors (i)—(iii), et aussi (iv), (v) dans €(s74).
Mais il se pourrait qu’il y ait plusieurs classes d’équivalence dans HKP A;.
On remarque alors que les conditions (i), (ii), (iv) et (v) sont héréditaires.
La construction montrera qu’on peut procéder comme suit pour obtenir les
conditions (iv) et (v) dans [[,., A;. Pour chaque couple (s,t) de suites
non équivalentes, on diminue les ouverts-fermés concernés (a savoir Uy et
Vi pour la condition (iv), (Us et Uy) ou (Vi et V;) pour la condition (v)),

U

Zp—1(k)
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de fagon a assurer la condition ((iv) ou (v)) pour ce couple (c’est possible
par rareté des graphes). Puis on assure la condition (iii), ce qui diminue les
ouverts-fermés et permet de conserver les conditions (i) a (v) dans chaque
classe. Comme les ensembles A; sont finis, on arrive ainsi a satisfaire les
conditions (i) & (v) en un nombre fini d’étapes.

Montrons donc que cette nouvelle construction est possible. Si n = 1,
¢~1(n) vaut (0,1) et z4-1(,) = s7%; on choisit pour U] un ouvert-fermé de
(Ny<p Oa) ﬂg&é(%) de diametre au plus 27771 tel que §(go o[Uf]) < 27771,
et on pose V! := g o[U}].

Admettons avoir construit les suites finies Ui, Vi, ..., U{"‘_l, Vln_l,
o, UL, vl vérifiant (1)-(6), ce qui est fait pour n = 2. On note
T(r,q) = T(2p-1(r)» Zp-1(q))- Lasuite z4-1(, est dans Hig-1(5,)),, donc on a
T(L ) — 1= (61 (m))p. Comme py = 1, (6~ (n))o > 1, done | (1, )] > 2
et T(1,n)(|T(1,n)| —2) € Hig-1(n)),—1; par le choix de ¢, on peut trouver
m < n tel que T(1,n)(|T(1,n)] —2) = z4-10m). DOU 24-1(n) T 2p-1(m)-
Notons

. {n(%l(nw%l(m)) si 2g-1(n) R 26-1(m),
n(z¢—1(m), Zdrl(n)) S1 Z¢71(m) R qul(n).

CAs1l:o<np.

1.1: z¢_1(m)9°iz¢—1(n) . Lasuite w(m, n) :@(Zd,—l(m) [(O—I—l), Zp—1(n) RO‘H))
a déja été définie et on a
Vasmitmry = 9utmm Uz, 0, )

On choisit un ouvert-fermé U de (MNy<p Og) N g&é(gw(m’n) [U2=1]) de
diamétre au plus 2771 tel que §(go.o[U7]) < 2721, on pose V" := go.o[U7],
de sorte que les conditions (1) & (5) pour k = [ = n sont réalisées.

On définit ensuite les (7; et XN/q” pour 1 < ¢ < n, par récurrence sur
|Z(q,n)|. Comme |T(q,n)| > 2, ﬁg(qm)(l) a été défini et il y a 2 cas. Soit r
entier compris entre 1 et n tel que T(q,n)(1) = z4-1¢y (la définition de ¢
montre P'existence de r).

1.1.1 : Ou bien zg-1() R 24-1(4), €t on pose

V' = Gurg) U], U, = g&(l)(Vq”).
1.1.2 : Ou bien z4-1(¢) R 24-1(,), et on pose

Ur =gt (VM) V= goolUl].

w(q,r)
Montrons que ces définitions sont licites. On a ¥(g,n)(1) = Zg=1(r), OU
1 <r <n. Silecasr = n se produit, comme zy-1(,,) €t 24-1(4) sont dans
&(s717), Punicité de T(1,n) montre que ¢ = m. On en déduit que si r = n,
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on est dans le cas 1.1.2 puisqu’on ne peut pas avoir zg-1(q) = Zg-1(r),
%(g,n) étant sans répétition de termes (si 3 Rt et t M3, on a5 =1).

Dans le cas 1.1.1, on a r < n et Vq"_1 = Gu(r,g U], donc 1~/q” est
un ouvert-fermé non vide de Vq”_l, puisque ﬁT” C U L. Par suite, (7;
est un ouvert-fermé non vide de U;_l. De méme, ﬁq" est un ouvert-fermé
non vide de U;‘_l dans le cas 1.1.2, r < n. Sir =n, ¢ = m et la méme
conclusion vaut, par le choix de ﬁfj ; par suite, ‘7(1” est un ouvert-fermé non
vide de V;*~'. D’ot la condition (6). Les conditions (1) et (2) pour k = ¢
en découlent. Vérifions (3). Soient donc k,l < n tels que z4-1(5) R 241
Si on a égalité |T(k,n)| = |T(I,n)| =1, on a k = [ = n, et la condition (3)
est réalisée (on utilise la condition (e)(i) d’une situation de départ). Plus
généralement, la condition (3) est réalisée si k = I. Si |T(k,n)| = 1 et
|Z(l,n)| = 2, la liaison entre z4-1(y) et zy-1(;) a déja été prise en compte,
par minimalité des longueurs. De méme si |T(k,n)| =2 et |Z(l,n)] = 1. Si
|Z(k,n)|,|Z(l,n)] >2,onaT(k,n)(1) =%F(l,n)(0) ou bien alors T(k,n)(0) =
%(I,n)(1), par unicité. La encore, la liaison a été prise en compte. On a
donc 171" = gw(w)[ﬁ,?]. La condition (3) est donc réalisée, le seul nouveau
cas étant celui ot r = n et ¢ = m, et par la condition (e)(i) on a

Wo(Zp=1(m), 26-1(n)) = Wo(2g-1(m) [Ps Zp=1(n) [P) = ¥ (2p=1(m) [P, 25-1(n) [P)
= V(21 (m)> 26-1(n))-

Remarquons que les conditions (1), (2), (4), (5), (6) sont héréditaires.
Soient k,l € {1,...,n} tels que z4-1(x) <lex 24-1(1) €t 7 < p tel que Vg <7,
zg-1) R, 2g-1(1)- On veut assurer que (U x V") NU, <, Gr(gy) = 0. On
a ‘7}” = §kl[[7,?], olt g, est de la forme hhjg(y y)—2 - .- ho avec

b= IdT si Im(h‘g(k’l)|72) g T’
’ go,0 sinon,
b {gw@(k,l)(owz(k,z)(l)) st T(k, 1)(0) R (R, 1)(1),
= 1 .
" Wutsen o oo sinon,

( (T (k1) (p+1),5 (k1) (p+2))
si T(k,)(p+1) Rk, )(p+2) et Im(hy) C Z,
-1
Guw(T (k1) (p+2),T (k1) (p+1)) 90,0
si T(k,1)(p+2) Rk, )(p+1) et Im(hy) C Z,

—1
Gw(T (k1) (p+1),T (k1) (p+2)) 90,0
si T(k,)(p+1) R E(k,1)(p+2) et Im(hy) C T,

—1
Jwo (T (k1) (p+2), T (k1) (p+1)
L si Tk, D(p+2) Rk, D(p+1) et Im(hy) CT.
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En renumérotant, on a donc gi; = 932Tg;2}~_1 ...g;llgSO. On va donc

chercher a assurer que
(U x Gra[OF]) N | Gr(gg) = 0.
q<r

Montrons par I'absurde que c’est possible. Comme les g, , sont des
homéomorphismes, gi; est définie et continue, donc on peut trouver un
ouvert-fermé non vide U C ﬁ,?, q <retje€E wtels que pour tout z € U,
9q(x) = gq.5(x) et gri(x) = gq(z). En d’autres termes, 9;]1@6,1(37) = .
Comme (Z, T, (gm,p)(m.p)ew?) est une situation d’arrivée, on a sor = (g, j)
ou alors il existe ¢ < 2r tel que s; = s;41. Montrons que cette seconde
éventualité est exclue. Deux types de cas peuvent se produire :

Si = w(‘Z(kJ,l)(]),z(k),l)(] + 1)) et Sip1 = w(‘l(kz,l)(] + 2)7(1(1{:70(] + 1))

=(0,0) et sip1 =w(T(k, (), Tk D+ 1))-
() [(n(T(k, 1) (5), T(k, D) (G + 1)) + 1) vaut
1) 1)

Comme @ est injective, T(k, 1) ,
Tk, D)+ 2)[(n(Z(k, )G +2),F(k, 1)(j + 1)) + 1) et aussi
n(T(k, 0 (G), Tk, DG+ 1)) + 1 =n(ZT(k D +2), Tk D +1)) + 1.

Par définition de n(s,t), on a T(k,1)(j) = T(k,1)(j + 2), ce qui contredit la
définition de T(k,1).

Dans l'autre type de cas, l'injectivité de @ et la définition de n(s,t) font
que T(k,1)(j) = T(k,1)(j + 1), ce qui est également absurde.

On a donc s2, = (q,7), 7 = 0 et 2513 R 24-1(;) ; d’autre part, I'entier
wo(T(k,1)(0), T(k,1)(1)) =q <7, et Y(2g-1(k)s 2p-1(1)) < Wol2g-1(k)s 26-1(1))
<r;dou Zp—1(k) %¢(Z¢7l(k)72¢71(l)) Zp—1(1), avec 1/1(z¢71(k),z¢71(l)) <r, ce
qui est absurde.

En diminuant U} et en assurant la condition (3), on peut donc avoir la
condition (4) pour le couple (k,l). Comme ces couples sont en nombre fini,
on obtient la condition (4) en un nombre fini d’étapes.

On doit maintenant assurer (5). Il existe une relation du type (71” =
ﬁkl[ﬁ,?] On montre alors comme avant qu’on peut diminuer ﬁ,? de facon
a assurer la disjonction de U Loet ﬁl” De méme, il existe une relation du
type Y7 = Gk l[Vk] La encore, on peut diminuer Vk" de fagon a assurer
la disjonction de Vk et V} En effet, on a 'gv,’fl(x) =z pour tout x d’un
ouvert-fermé non vide de Z, ou %J = g&}0)§k7lg(070). On raisonne alors
comme dans le cas précédent pour avoir une contradiction.

120 24-1(n) R 2g-1(m)- Ce cas est analogue au précédent (on a V,
V’n 1) N m

Fop=1(m)[p

= Guw(n,m) [Uzd)fl(n)[ ], on choisit U" dans g_ Oy, et seul

w(n m)( q<p

le cas 1.2.1 est possible si r = n).
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CAs2: o=np.

2.1 : Z¢—1(m) R Zp=1(n)- Dans ce cas n(z¢71(m) [p, Zp=1(n) [p) <o =p.
Ona Ve i )p = 90yt P10 Uzso1,) ol €6 Uney Gr(gm) ren-
contre le produit U%~1 x G (241 () [Ps2 g1 () [P) [Un~1]. Par la condition (d)
d'une situation générale, on peut trouver q¢ > Y(24-1(m); Zp-1(n)) €t jEW
tels que (U1 x G (241 () [Ps2 g1 () [P) U2~ N Gr(gq,) #0. On pose
D(24-1(m)s Zp—1(n)) = (¢, J), en ayant pris soin de choisir ¢ suffisamment
grand pour assurer 'injectivité de ®.

L’ensemble ci-dessous est un ouvert non vide :

( n Oq) N g(_(]?()) (gw(m,n) [Ugm_l N gu_,(lm’n) (gw(zqu(m) (P2 g—1(,y[P) [U?:L’L_l])])

q<p
On choisit U]} dans cet ouvert et on raisonne comme en 1.1.1.

2.2 zg-1(n) R 2g-1(m)- On choisit ﬁ;} dans l'intersection ci-dessous :

—1/yn—1 -1 n—1
gq,j (Vm ) N gw(z¢71(n> [p’z¢71(m) ]—p) (Vm ) N ﬂ Oq.
q<p

Puis on raisonne comme en 2.1, en posant @(24-1(n), 2-1(m)) = (¢, ). =

Le lemme 6 de la section 3 assurera l’existence d’une situation de départ.
Le reste de cette section est consacré a la recherche, dans chaque borélien
A dont toutes les coupes sont dénombrables et n’étant pas pot(I13), d'une
réunion (J,,c., Gr(gm[G(g)) se réduisant a A, ou (Z,T, (9m,p) (m,p)cw?) €St
une situation d’arrivée. Pour ce faire, il se trouve qu’un résultat intermé-
diaire (le théoreme 3) va étre utilisé deux fois. Pour ’énoncer, il nous faut
une définition supplémentaire.

DEFINITION. On dira que (Z, T, (hn p) (n p)ew?, M) est un systéme réduc-
teur si :

(a) Z et T sont des espaces polonais parfaits de dimension 0 non vides.

(b) hyp est un homéomorphisme de domaine (respectivement d’image)
ouvert-fermé de Z (respectivement de T'), de diameétre au plus 2-Ap) oy
A w? — w est injective.

(¢) M est G5 de Z x T de projection dense dans Z, et disjoint de
U(n,p)€w2 Gr(hn7p)'

(d) Pour tout ouvert O de Z x T tel que ITz[M N O] soit dense dans Z,
IT7[M N O] est comaigre dans Z.

() Si U et V sont ouverts-fermés et M rencontre U x V, alors
Gr(hn,p) N M N (U x V) est le graphe de la restriction de h,, & un ou-
vert Uy, p vy de U et {(n,p) € w? | Gr(hyn,) "M N (U x V) # (0} est infini.
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Avec le lemme 2 et le théoréme 3 qui suivent, nous reprenons pour
lessentiel la preuve du théoréme 2.11 de [Le2]; seul le vocabulaire change.
Le lemme 2 donne un procédé pour obtenir des systemes réducteurs. Le
lemme 5 nous en fournira un autre.

LEMME 2. Soient X, Y des espaces polonais, A un borélien de X XY
dont les coupes horizontales et verticales sont dénombrables n’étant pas
pot(I19). Alors il existe un systéme réducteur (Z,T, (hnp)mnpewz, M) et
des injections continues u: Z — X etv:T —Y tels que :

(@) Uinp)ew? Gr(hmpv) C (u x v)"1(A).
(b) M C (u x v)~(A).

Démonstration. On peut supposer, pour simplifier I’écriture, que X
et Y sont récursivement présentés, et que A est Al-réunion de graphes Al
de fonctions injectives. En effet, A est réunion dénombrable de graphes de
fonctions boréliennes, A étant a coupes verticales dénombrables (cf. [Ke]).
A étant a coupes horizontales dénombrables, ces fonctions sont countable-to-
one; on applique alors le lemme 2.4.a de [Le2] pour voir que A est réunion
dénombrable de graphes d’injections boréliennes. Désignons par WX un
ensemble TI} dans w de codes pour les Al de X, et par C¥ C w x X un
ensemble IT3 dont les sections aux points de WX décrivent les Al de X,
et tel que la relation “n € WX et (n,z) ¢ CX” soit I (cf. [Lol]). Soit
également W C WX*Y un ensemble I1} de codes pour les Al N pot(XY) de
X xY (dont lexistence est démontrée dans [Lol]).

Posons

H:=| {(ExF)\A|E,FeA]et(ExF)\ A& pot(39)}.
On a
H(z,y) < In€ W Im (m)o € WX et (m); € WY et Vz V¢
[(n e WXY et (n,z,t) & CX*Y) ou {((m)o, 2) € CX et
((m)1,t) € C et (2,t) & A}] et
[((m)o € W et ((m)o, 2) ¢ C¥) ou
((m)y € WY et ((m)1,t) € CY) ou
(2,t) € Aou (n,z,t) € C**Y]
et ((m)o,z) € C* et ((m)1,y) € C et (z,y) & A.

Donc H est II}. Posons N := AN H; N est X} et G5 de X x Y muni
de la topologie Ax x Ay (Ax est la topologie engendrée par les Al de
X). En effet, comme A est pot(X9) et Al, A est X9 pour la topologie
Ax x Ay (voir [Lol]). De méme, H est réunion dénombrable de X9 pour
Ax x Ay. Posons Dx :={x € X |z ¢ Al}, 2x = {zv € X | w¥ = w{K},
et Zy:= Nx N Dx, T := 2y N Dy. On munit Z; (respectivement 7') de la
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restriction de la topologie Xy (respectivement Xy ) de Gandy-
Harrington sur X (respectivement Y'), de sorte que Zy et 1" sont polonais
parfaits de dimension 0. En effet, les traces des X1 sur 2y sont ouverts-
fermés de (2x, Xx[§2x) : si B est X1 contenu dans 2x et f est Al telle
que f(x) e WO < x ¢ B, on a

t¢B & x¢xou(xec RxetI<E (f(z) e WO et |f(x)] <E)).

L’espace (2x, X x[f2x) est donc & base dénombrable d’ouverts-fermés,
donc métrisable séparable ; on sait (cf. [HKL] et [Mo]) que c’est un espace
fortement a-favorable, comme ouvert (puisque Y1) d’un espace fortement
a-favorable. C’est donc un espace polonais (cf. [Ke]), de dimension 0 par
ce qui précede.

On pose M := (Zy xT)NN, Z := IIz,[M]. L’ensemble M est non vide.
En effet, N rencontre Dx x Dy, sinon N serait pot(AY) et AUH aussi, donc
A= (AU H) N H serait pot(I19), ce qui est exclus. Donc N N (Dx x Dy),
qui est 3{, rencontre 2xxy, par le théoreme de base de Gandy (cf. [Lo3]).
Comme 2x«y C 2x x 2y, M # ). Donc Z et T sont non vides et on a la
condition (a) d’un systéme réducteur, puisque Z est X1, donc ouvert-fermé
de Zy. De plus, M est Gs de Z x T et IIz[M] = Z est dense dans Z.

Si O est ouvert de Z x T, il est réunion de rectangles ¥1, donc I17[M NO]
est ouvert de Z ; par suite, si ITz[M N O] est dense dans Z, I1z[M N O] est
comaigre dans Z. D’ou la condition (d) d’un systéme réducteur.

Posons A = ¢y, aisj. GI(gn), ol gn est un homéomorphisme de do-
maine et d’image ouverts-fermés non vides (en fait Af; le raffinement des
topologies permet de rendre les bijections boréliennes bicontinues). Soient
U et V tels que M N (U x V) # 0, ouverts-fermés. Pour voir que {n € w |
Gr(g,)NM N (U x V) # (0} est infini, on peut supposer que U et V sont 1.
Admettons avoir trouvé nq,...,n, deux a deux distincts tels que Gr(g,,) N
MNO(UxV)#0pour 0<i<r. Posons A" :=U,grn, .y Gr(gn); A" est
Al et A= A'UUyc;<, Gr(gn,). Posons O := NN(UxV) (O =Mn(UxV)

car UxV CZxTC ZyxT). Supposons que A’ N O (0. Alors,
ot = (), donc

par double application du théoréme de séparation, A’ N O
on a la triple inclusion

(UxV)\A' COUHU | Gr(gn,)
0<i<r

cO* M UHU | Gr(ga) C A

0<i<r
Donc (UxV)\ A" et A’ sont deux X1 séparables par un pot(X9) ; ils peuvent

par conséquent étre séparés par un ensemble K € Al Npot(XY) (cf. [Lol]).
OnaUxV C KUA, donc on peut trouver U et V, deux Al tels que
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UxV CUxVY CKUA. DoulonaUxV)\A =KnUxYV)
ct U x V)\ A = K (U x V) 1 Mgy, @ % V) Grlgn)] st pot(S9)

Donc (U x V)\ A C H, puis O C H\ H = (), ce qui est absurde. Par
conséquent, A'N O £ 0. Or © C Dy x Dy, donc 0" X" ¢

Dx x Dy. Donc (Dx x Dy )N A’ nNO~ x> # () et est ¥1, donc rencontre
XY # (. Comme U est

QXXY - _QX X .Qy, donc (ZO N T) NANO
ouvert-fermé de Zy, A’ N o7 # (. L’existence d’un ouvert U, yy de U
tel que Gr(g, [Un.v.v) = Gr(gn) "M N (U x V) vient du fait que M est 31

Soit A : w? — w injective. On construit des ouverts-fermés D,, , de Z
tels que :

oD, = UpEw D,, , soit dense dans D, N Z N g;l(T).
© 0(Dyp) 0(gn[Dnpl) < 9—A(n,p)

Soit (x}), une suite dense de Dy, N Z N g, (T). On choisit un ouvert-
fermé D, , de Dy, NZNg; ' (T), contenant 7, de diametre au plus 2-Alp),
dont 'image par g, soit aussi de diamétre au plus 2~2P)_ 1l est clair que
D,, , convient.

Il reste & poser hy, p = gn[Dpp. On a Uy puv = Upuyv N Dy p. Enfin,
on a vu qu'il y a une infinité d’entiers n tels que Gr(g,) "M N (U x V) # )
si M N (U x V) #0, et on aun ouvert non vide Uy, v de D, Par densité,
on trouve p tel que Uy, y,v N Dy, , # (). Par suite, on a une infinité de couples
(n,p) tels que Gr(hy,,) "M N (U x V) # 0. Tl reste  poser u:=1d : Z — X
etv:=Id:T—-Y.m

A partir d’'un systéeme réducteur, on n’obtient pas tout de suite une
situation d’arrivée, mais seulement une situation générale dans un premier
temps :

THEOREME 3. Soit (Z,T, (kqp)(q.p)ew?, N) un systéme réducteur. Alors
il existe une injection ® : w? — w? et des ouverts-fermés Dy, C D;%(myp)

tels que st gm p = kqs(m,p) (Dm,p :

(@) (Z,T,(Gm.p)(m,p)ew?) s0it une situation générale.

(b) Pour x dans G(g) ety dans g[z]\ g[z], (z,y) est dans N.

Si de plus (Z,T,(kqp)(qp)ew?) €st une situation d’arrivée, on peut avoir
G(g) € G(k) et (Z,T,(gm,p) (m,p)cw?) d’arrivée.

Démonstration. Soit

w<w —w,

v 0 sis =0,
o { >i<|s|(s(@) +1)  sinon.
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On choisit une distance d’ < 1 complete sur N. On note, pour = € Z, d.,
la distance compléte sur N* définie par la formule d, (y,t) := d'((x,y), (x,t)).
Pour exprimer I'absence de points isolés dans g[z], il est plus commode
d’indexer les fonctions par w<“ x w que par w?. Soient donc e : w — w<®
bijective, 1 := e x Id,, et 6 := e~ ! x Id,. On va en fait construire une
injection ¢ : W< X w — w?, et on posera ensuite ® := ¢ o 1. On va
également construire, par récurrence sur |¢|, ol t € w<¥ :

e Des ouverts-fermés D, ,, de Dkw,p)‘

e Des G5 denses G; de D, := Upew Dy p.

e Des ouverts a coupes verticales ouvertes-fermées w; de Z x T.

e Des ouverts G; de N.
On demande a ces objets de vérifier :

(1) Dy = Z.

(2) DypyN Dy g=0sip#q.

(3) V€ Dy~ NGy d(ky(x), kp~pn(x)) < 227777 ot ky est le recolle-
ment des fonctions kg, [ Dt,p, pour p entier.

(4) Gr(k;) C we NGy

(5) Wi~n Cwi et Wi—~p Nwi—m = 0 si n # m.

(6) Vo € Z §(wf) <270,

(Ve e Z Gi-, NN* C G} Cwf, et G CIIz[Gy].

(8) Vox € Z 0,(GF) <2711,

Admettons ceci réalisé. On pose Dy, p := Dy(mp), G(9) := (View<w Gt
Les conditions (a) et (b) d’une situation générale sont clairement réalisées.
On a ng,p = Dm,p = sz(m,p)a donc UpEw ng,p = UpEw Dw(m,p) vaut
UpEw Demy,p = De(m)- L’ouvert Upew Dy, est donc dense dans Z, par
(1). De plus, la réunion est disjointe, par (2). D’ou la condition (c) d’une
situation générale. On a G(g) = (),c.,<« Gt, donc G(g) est G5 dense de Z,
et siz € G(g) et m € w, ® € Ge(m) € De(m) = Upew Do, = Dg,,- Donc
G(9) € Npew Dg,.- Par (3) et la remarque qui suit, on a la condition (d)
d’une situation générale.

Notons que g[z] = {ki(x) | tew<“}. En effet, si t € w<¥, il existe pew
tel que ki(x) = kotp) (2) = kaot,p) () = Go(t.p) (T) = ge-1(1)(@).  Inverse-
ment, si m € w, on trouve p € w tel que g, (x) = gmp(x) soit égal a
k@(m,p) (33‘) = ke(m) (‘T)

L’argument qui suit est semblable a celui utilisé dans la preuve du
théoréme d’Hurewicz dans [SR]. On pose My, := {k:(z) | |[t| < k}. Alors M,
est fermé dans 7', par récurrence sur k : si Mg :={y € T | d(y, M) < €},
on a Mii1 = \osolMi U (Myg1 \ Mp)], et M1 \ M est fini, par (3).

Sikewety e glz]\ glz], alors y & M. Donc il existe € > 0 tel que
y & M. Sitewket (z,w) est dans wy, on a
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d(w, My) < d(w, k() < 8, (wf) <27 <&

des que v(t) > ko, donc wf C Mg, sauf pour un nombre fini de ¢ dans w*.
Donc si on définit H = {t € w* | wf Z M:}, on a la suite d’inclusions
suivante :

gla] = My, U {ke(2) | [t| > k} C MpU | )

|w|>k

C MU | wf € MjU | wf
|t|=k teH

Dot g[z] € M UU,epwi © Mj; U U,y =, wi- Donc on trouve une unique
suite o dans w* telle que y € (,_,wf. Puisque (Gf N N*);-, est une
suite décroissante de fermés non vides dont les diameétres tendent vers 0 de
(N*,d,), par (7) et (8), elle converge vers { € N, et {{} =(),, G{. D'ou
§€MNizowi ={y}et (z,y) €N.

Montrons donc que la construction est possible. Soit (Z,,) une base de la
topologie de Z formée d’ouverts-fermés non vides. Comme Z est polonais de
dimension 0, il peut étre vu comme un fermé de w* ; on peut donc supposer
que Z est muni d’une distance complete telle que d(Z,, Zn) > 0. On pose
wy :=Z xT, Gy := N. On construit ¢(0,p) et Dy, par récurrence sur p,
en exigeant de plus que |J,, Dg 4 # Z. Admettons avoir construit ¢(0), q)
et Dy, pour ¢ < p. On peut définir, pour ¢ < p,

n(q) :==min{n € w | Z, NU, ., Do, =0 et ¥r <q n>n(r)}.

Comme ITz[N] est dense dans Z, on a N N (Z,,) x T) # 0, donc par la
condition (e) d’un systéme réducteur, on peut trouver (m,r) € w?\{¢(, q) |
q < p} tel que 6(Dy,, ) < d(Znp)s Zn(p)) €t Gr(km ) "N N (Zypy X T) # 0.
On a donc Dy,, . C Zy,(y), et on pose ¢(0,p) := (m,r); on choisit Dy, C
Unm,r, 2,1 tel que U, <, Dp ¢ # Z, de sorte que la condition (1) est réalisée.
Ceci termine la construction pour [¢t| = 0.

On effectue maintenant une sous-construction : on construit, par récur-
rence sur n :

e Les ouverts wi—,,.

e Une suite décroissante (E,,) de G5 denses de D;.
e Des fonctions continues f, : E, — T.

e Des ouverts V,, de Z x T

On demande a ces objets de vérifier :
(1) Gr(fn) g Wi~n N Gt.
(i1) wi~n C wy et Wi~y NWp— = 0 si n #£ m.
(iil) Vo € B d(fa(x), ke(z)) <2700,
(iv) Vo € Z d(wp-,) <27 m),
(v) Gr(ke[En) € Vi € (Z % T)\ Uy @t
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Montrons qu’une telle construction est possible. Si on a construit ces
objets pour g < n, soit x € D,;. Par continuité de k;, on peut trouver un
voisinage ouvert W, de x inclus dans D; et un voisinage ouvert-fermé V,
de diametre au plus 277" ™) de k() tels que W, C k;1(V,), de sorte que
si (2,t) € Wy X V,, alors d(t, ky(2)) < 277¢ ™. On a, par la propriété de
Lindeldf, U, e p, W X V) = U, nep, (Wi X Vin) 5 on réduit la suite (W) en
(W;,,), puis on pose Uy, := U, e, W) X Vim). Soit O, un ouvert dense de
D, contenant E,_; tel que Gr(k;) NV,,—1 = Gr(k:[O,,). Par le théoreme
de Jankov—von Neumann, on peut trouver fn Baire-mesurable uniformisant
U, N Gy sur sa projection I1. Or II est dense dans Z. En effet, soient U un
ouvert-fermé non vide de Z et x € O,, NU. Comme (z,k;(z)) € U, N Gy,
on peut trouver un voisinage ouvert-fermé W de z tel que W x k,[W] C
U, N (U x T). Soit alors (z,y) € (W x ke]W])NGi. Onaz e UNII # 0.
Par la condition (d) d’un systéme réducteur, IT est comaigre dans Z, donc
contient un G§ dense W,, de Z. Alors fn [W,, est Baire-mesurable, donc on
peut trouver un Gy dense F,, de W,, N D; tel que fn(Fn soit continue. On
peut poser E,, := F,,NE,_1et f, := ﬁJEn Siz € E,,ona (z, fn(x)) € Uy,
donc d(f(x), ki(x)) < 27¥¢ ™). Les graphes de f, et k[ E, sont des fermés
disjoints de F,, x T, donc on peut trouver un ouvert-fermé © de E,, x T tel
que Gr(f,) CO C (E, xT)\ Gr(k:[Ey).

On peut trouver des ouverts disjoints 7 et W de Z x T tels que l'on a
O = (E,xT)NT et (E,xT)\O = (E,xT)NW, par la propriété de réduction
des ouverts. Soit (75,,) une base de la topologie de T stable par intersections
finies et formée d’ouverts-fermés vérifiant d(7,, Tm) > 0. On raisonne alors
comme précédemment : pour x dans F,, on trouve un voisinage ouvert-
fermé de base V., de f,(x) de diametre au plus 277¢ ™ et un voisinage
ouvert-fermé Y, de x tels que Y, NE, C f,1(V.) et Yo x V. CTNV,_1Nwy.
Comme avant, on applique la propriété de Lindelof, ce qui fournit Y, et V/ |
et on réduit la suite (V) en (J,). On pose Wi~y = U,co Y X Vi, €t
Vi, := Vi1 N W. Les conditions (i) & (v) sont clairement satisfaites. On a
donc les conditions (5) et (6) de la construction principale.

On procede encore comme avant pour définir G¢~,,. Pour x dans FE,,, on
trouve un voisinage ouvert-fermé de base D, de f,, () et un voisinage ouvert-
fermé C, de z tels que &'([C, x D] N N) <2-M-1 C,NE, C {7 (D,) et
Ce XDy Cwp~n NGN(Dy xT), out G est ouvert de Z x T avec GN N =
G:. On applique la propriété de Lindelof, ce qui fournit C,, et D,,, et on
réduit la suite (Cp,) en (C;,). On pose Gi~n := N N (U,e0, Crn X D) et
Gt := Nyew En, et les conditions (7) et (8) sont satisfaites. On a la suite
d’égalités

Gtﬂnﬂwtnn:Nﬂ< U c,’nxz)m)m( U y;nxv;n) — NN xB)

mew mew lew
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! P /
0o N Yes1wy, 8 Br=Deirg, MVooag),

oll ey :w? — w est bijective). De plus, on a Ay N Ay = 0 sil # I et
ITz[N N (A; x By)] est comaigre dans A; car Gr(f,) C Gt~n Nwi~y,. On
procede alors comme pour ¢t = () pour terminer la construction, en travail-
lant dans A; x B;. On construit, par récurrence sur p, ¢(t"n,ez(l,p)) et
Di~nes(1,p), €n exigeant que U, ., Di~n.e,(1.9) # A1 On travaille avec la
base (Z,, ) de A; formée des Z,, inclus dans A;. On pose

k(g) :==min{k € w | Zy, NU, o Di~n.ert.r) = 0 et Vr <q k> k(r)}.
On choisit (m,r) € w?\ {p(t7n,ea(l,q)) | ¢ < p} de fagon & avoir les
inégalités 0(Dx,,,) < d(Zn,,)» Znngy), O(Im(km ) < d(Bi, By), et aussi
Gr(km,) NN N (Zn,,, x B)) # 0. On pose ¢(t7n,ex(l,p)) := (m,7) et

B tel que U <, Di~ner1.q) # Al-
X By C wi~p, ce qui

(avec par définition A;:=C/_,
2

on choisit D~y ¢,(1,p) dans Um,r,Zn,c(p),
Ceci termine la construction car Gr(k,,,) C Z,
assure 'injectivité de ¢.

Side plus (Z, T, (kq,p)(q,p)cw?) est d’arrivée, quitte a remplacer G(g) par
G(g) N G(k), on peut avoir G(g) C G(k). L’injectivité de @ fait que la
situation générale (Z, T, (Gm.p)(m,p)ew?) est en fait d’arrivée. m

k(p)

On doit maintenant obtenir une situation d’arrivée a partir d’une situa-
tion générale :

THEOREME 4. Soit (Z,T, (lrp)(rp)ewz) une situation générale. Alors il
existe une situation d’arrivée (Z,T,(kqp)qpcw?) telle que G(k) C G(1) et
pour x dans G(k), on ait kx| C l[z].

Démonstration. Pour exprimer a la fois ’absence de points isolés
dans k[z], la densité de Dy, dans Z et la condition (c) d'une situation
d’arrivée, il est plus commode d’indexer les fonctions par (J, o, w™ x wntl
que par w?. Soient donc 1) : Im(M) — w bijective croissante, et ¢:= 1) o M,
oll

e

t(0)+1 s(0)+1 t(n—1)+1 —1)+1 t(n)+1
(s,t) = QO( ) qi( ) ---qz(nnfz) QSSLA ) q2gln)

((gn) est la suite des nombres premiers). Donc ¢ est une bijection de
Upeo @™ X w™ sur w vérifiant

O(s,t) < p(s"p,t7m) et (s, t) < (s, tf[s| " [t(]s]) +1])
pour (s,t) dans |J,,c, w™ x w™** et (p,m) dans w?. Soient (Z,) une base

de la topologie de Z, et (O,) une suite d’ouverts denses de Z tels que 'on a
G(l) =, ey Or. En supposant

VnewVs,t€w" Vmew Di, 1, \ U Dy, #0

<m



Complexité des boréliens 157

ou Dy, , = Z, on définit Papplication r de Ups_qw™ X W™t dans
wU{—1} en posant -
r(@[—1,0) := —

r(s,t7m) :=min{r € w | Z N Dy, _1y0 \ Uicm Do~ 70,
r > max(r(s[(|s| —1),t),max r(s,t717))}.
<m

On a donc r(s,t " (n+ 1)) > r(s,t7n) > r(s[(|s| — 1),1).
On construit des fonctions ks ¢, pour (s, t,m) € (U, e, (w™)?) X w, par
récurrence sur ¢(s,tm), en demandant :

( ) ks,t—~m - Zr(s t~m) [ Dks]’(\s\fl),t \ (Ui<m Dks,t’\i) N Olsl-

(2) Uz<m Dk.@,t"i 7é Dks[(|s\—l),t et Dks[(|s\—1),t 7&@

(3) (D), (I ) < 27051 ),

(4) ks t—~m est la restriction d’une des [, , & un ouvert-fermé de Dy, ,
(5)Vn m € w Vs, t € w" Vx € Dy,

s,t7"m

d(ks,tAm(x% ks((\s\—l),t(aj)) < 2_S(|S|_l)'
(6) Vh e w \ {O} Yu € (Upﬁq&(s,t"Tn) {¢71(p)})2h
QU eAl, 0#UCZVreU kygku) - kb, gkuer(*) =)
= (Ji<2h—1 u(i) =u(i+1)).
(7) Il n’y a qu'un nombre fini de compositions du type de la condition
(6) sans termes consécutifs identiques ayant un domaine de définition non

vide.

Admettons cette construction réalisée. Soient e : w — w<¥

n >0, e, : w" — w bijectives. On pose ky, 1=

et, pour

ke(q)aere%(DH,l(p) . NOtOHS que

les applications suivantes sont réciproques 'une de 'autre :

w? = U w" X W' U W x Wttt
new new
(@:0) = (e(a), €o(gy11(P))s (s,t7m) = (e71(s), efs1(tTm)).

Les conditions (a) et (b) d’une situation générale et les conditions (b) et (c)
d’une situation d’arrivée seront alors clairement réalisées, par (3), (4) et (6).
De plus ,,c., Dr est dense dans Dy ., _,, ,, sinon on peut trouver

r > r(s[(|s| —1),t) tel que Z» € D, -1y, \Upew Dk p~ .- Comme la
suite (r(s,t7m)),, croit strictement vers I'infini, on trouve un plus petit m
tel que r(s,t™m) > r.

Sim > 0, on ar(s,t™(m-—1) < r;sir(s,t7(m—-1) < r, on a
r(s,t7m) <r, ce qui est absurde. Si r=r(s,t"(m-1)), Dk, ,~._,, CZr,
ce qui contredit la disjonction de Z,. et Dy . Sim = 0, on a

s,t7 (m—1)

r(s,t70) > r > r(s[(]s| — 1),t), ce qui contredit la définition de r(s,t0).

s, t7m
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Il suffit donc d’assurer (1) et (2) pour avoir la disjonction de Dy, -, et
Dy, ,~,, pour n # m, donc de Dy, et Dy, ,~, pour (t,m) # (v,n), et la
densité de Dy := U myewlsi xw Pho.imm danS Ugeylsl Digr 1), 3 00 a donc
la condition (c) d’une situation générale. Enfin, on pose G(k) := (1., Dr,
et la condition (5) entraine la condition (d) d’une situation générale car si
qgcwetxec Gk)=Nep<w Ds, T € Degg) N De(q)~p POUr tout entier p,
donc il existe t € wl¢@DH et m € w tels que z € De(g)~p,t~m S De(q),e5 €t
d(kq(x), ki(z)) <277, ou e(l) = e(q) " p-

Montrons donc que cette construction est possible. Soit (r,p) € w? telle
que D, NZy # (). On choisit un ouvert-fermé non vide Dk¢_1(0> strictement

s,t7"m

inclus dans Dj, , N Zy N O‘qsgl(o)l et on pose ky-1(0) = lrp (D’%*l(m' Ad-
mettons avoir construit (ks t—~m)e(s,t~m)<n Vérifiant (1)—(7), ce qui est fait
pour n = 0. Posons ¢~ (n + 1) := (s, m). On a déja construit D,y
oy Dryoy, ) dans Dy oy, de sorte que ¢~ 1(q:) = (s,t (i — 1)) pour
1 <7 < m, par construction de ¢.

Soit U un ouvert-fermé non vide de Dy, tel que

s[(ls|—1),¢
5(U)’6(k8|—(|8|_1)7t[U]) S 2_n_1’ UU U Dks,t’\i # Dks[(ls\—l),ta
<m
et tel que U X kgp(js/—1),.[U] soit inclus dans
{(z,y) € [Zr(svt“m) N Dk_gms\ﬂ),t \Uz‘<kas,tﬂi] xT |
d(y, ker(s)—1y +(x)) < 2730171},

Ce qui suit est a rapprocher du lemme 2.11 de [Le3]. Par (7), on note
{H1,...,Hp,} l'ensemble fini des compositions du type de la condition (6)
sans termes consécutifs identiques de domaine de définition non vide définis-
sables a partir de kg-1(0), ..., ky-1(n)- Pour I C p, on pose Oy :=
ﬂz‘el D Hiiy
N Nigpnr Diiya- Alors (O1)1cp est une partition en ouverts-fermés de Z,
donc on trouve I C p tel que U N Oy # 0. Soit

O :={xeUnO0;|Viel Hi(x)#x}.

Par (6), O’ est un ouvert dense de U N Oy ; on peut donc trouver un ouvert-
fermé non vide O” de O’ tel que pour tout i € I, O” N H;11[0"] = 0. Soit
z e 0"NG(), et (r,p) € w? telle que (x,1,,(x)) € O X kgp(js)—1)£[0"],
lrp(w) # kg—1(yHmy1(z) et aussi I, (z) # ky—1(;)(z) pour tout m < p et
tout 5 < n. On choisit Dk¢_1(n+l) contenant x dans l'ouvert D; N O" N
l;;(ks((‘s‘_l)i[O”})ﬂ0|¢g1(n+1)| tel que pour tout m < p et pour tout 7 < n
¢71(n+1)] n k¢_1(j)Hm+1[Dk¢—1(n+1)] =0 et lTyp[Dk? N
= 0. On pose kg-1(nt1) = lrp[ iy, -

on ait I, ,[Dy
ko=1(5)[Dx

¢*1(n+1>]

¢*1<n+1)]
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Il est clair que les conditions (1) a (5) sont réalisées. Montrons que la
condition (6) est réalisée au rang n+1, en raisonnant par I’absurde. On peut
donc trouver h > 0, u € (UpSnH{qﬁ*l(p)})Qh et un ouvert-fermé non vide U
de Z tels que pour tout x de U on ait k;(lo)kuu) ... k:;éh_mku(%_l)(x) =z
et u(i) # u(i+ 1) si i < 2h — 1. Par hypotheése de récurrence, on peut
trouver i < 2h minimal tel que u(i) = ¢~*(n + 1). Montrons, en raisonnant
par 'absurde, qu'un tel 7 est unique. Si tel n’est pas le cas, on peut trouver
4 > i+ 1 minimal tel que u(j) = ¢~'(n +1). Il y a alors quatre cas.

Cas 1 : i et j sont impairs. Posons y := ku(j)k;(le)...ku(zh_l)(:ﬁ).
Comme u(j) = ¢~ (n + 1), y est dans ksp(s/—1)+[O"] et on trouve z dans
0" tel que y = ks[(|5‘_1)’t(z). On a

—1 —1 —1 —1
xr = ku(O)ku(l) e ku(]—l) (y) = ku((])ku(l) e ku(j—l)ks[(lslfl)vt(z)’

donc le domaine définition de k:;(:;+1)ku(i+2)“‘k;(:b'fl)k‘s((|s|—l),t est non
vide. Sii+1=j—1letu(j—1)=s[(s|-1),t,onazeDp_,
et y est dans k¢—1(n+1)[Dk¢71(n+1)] N ks[(|s|—1),t[Dk¢71(n+1)] = (. Si

i+1#j5—1ouwu(j—1) # s[(|s| — 1),t, on peut trouver r < p tel
que H,4y1 = k;(li+1)ku(i+2)H-k;(lj_l)ks[(|s|—1),t' Comme 2z € O” C Oy,
H,1(2) ¢ O", donc k) (Hy11(2)) n’est pas défini, ce qui est absurde.

CAS 2 : i et j sont pairs. Dans la composition apparait

-1 -1
FormanFun) - Fug-1kg= gty

donc la composition k¢,1(n+1)k;é_1) o k;(1i+1)k¢,l(n+1) a un domaine de
définition non vide. Mais on voit comme avant que c’est impossible.

CAS 3 : i est impair et j est pair. Soit r < p tel que

-1
H7~+1 = ku(i—i—l) e ku(]—l)

-1

Alors k-1 ..k (x) € O”, donc comme avant Kogivn) - - kyon_1) (@)

(i) Fugen—1)

n’est pas dans O”, ce qui est absurde.

CAs 4 : i est pair et j est impair. Posons y := ku(j) . ..ku(%_l)(az);
comme dans le cas 1, on trouve z dans O” tel que y = k,p(|s|—1),:(2). Posons

— 1 . _ 1.—1 -1
w = ko) - Ky on_1)(@); on a w = Koiva) - 'f;t(j—l)ks]'(\s\—l),t(z)’ et
Eugisny(w) = ks[(|s|—1),t(v)7 ot v € O”, puisque k¢,1(n+1)(ku(i+1)(w)) est

. 1 -1 N .

défini. On a v =k 1) Kyuir) - ku(jfl)ks((\s\fl),t(zy Dot u(i+1) =
s[(Js] —=1),t =u(j — 1) et donc i +2 < j — 1, ce qui est absurde (on utilise
le fait que z et v sont dans O”).

L’entier 7 est donc unique et on peut trouver un ouvert-fermé non vide de

D’%fl(n“) sur lequel ky-1(,41) coincide avec une composition des fonctions
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kg-1(0)s -5 kp-1(n) de la forme ky-1(;)Hyp1, ot m < p. Mais ceci est
contraire a la construction de kg-1(,,41). Pour vérifier la condition (7), on
remarque que dans une composition du type de la condition (6) sans termes
consécutifs identiques des fonctions kg-1(gy, - - -, Kg-1(n41), il y @ au plus une
fois la fonction ky-1(;,41) (comme précédemment). Une telle composition est
donc nécessairement de la forme

Hint, Hinrkaokgsin Hmthio ko1
Huiky sy ks oy Hivets Hina R gy Koo oy Hos
kg ikt nanHmer 0w kod kg Hme,
oum,m’ <peti<n.Ilnyenadonc quun nombre fini. m

Il reste a pouvoir assurer la réduction de la situation d’arrivée au borélien
dont nous sommes partis. Le lemme qui suit, couplé avec le théoreme 3, va
le permettre.

LEMME 5. On suppose que (Z,T, (lp)(rp)cw?) est une situation générale
et que (Z,T,(kqp)qpcw?) est une situation d’arrivée telles que pour tout
x de G(k) N G(l), k[z] C lz]. Alors il existe un ensemble N, G5 de
(ZxT)\U, e, Gr(lr), tel que (Z,T, (kqp)(q,p)ew?, N) soit un systéme réduc-
teur.

Démonstration. Posons H := G(k) N G(l) et aussi

N:={(z,y) €ZxT|x€Hetyckfz]\[z]}
Alors N est clairement Gs, et on a N NJ,c,, Gr(l,) = 0, ainsi que les
conditions (a) et (b) d’un systéme réducteur.
Soit U un ouvert-fermé non vide de Z. On choisit z € H N U. Comme
(Z,T,(kqp)(qp)ew?) est une situation d’arrivée, k[z] est dénombrable sans

point isolé, donc on trouve y dans k[x]\ [z], puisque k[z] est polonais parfait
et que [[z] est dénombrable. On a alors z € U N IIz[N] puisque (z,y) € N.
D’oti la condition (c) d’un systeme réducteur.

Soient x € UNIIz[NNO], y € k[z] N O,. On choisit des ouverts-fermés
Vet Wtels que (z,y) e VxWetVxW CON (U xT). On peut trouver

q tel que ky(x) € W et un ouvert-fermé non vide V' C kY (W) NV ; si

z € V"N H, k[z] \ l[z] étant dense dans k[z], on peut trouver y(z) tel que
(z,y(2)) € NN (V x W). Donc U N IIz[N N O] contient V' N H, qui est
non maigre. On a donc montré que pour tout ouvert-fermé non vide U de
Z, UNIIz[N N O] est non maigre. Comme ITz[N N O] est analytique, on
en déduit que ITz[N N O] est comaigre dans Z. D’ou la condition (d) d'un
systeme réducteur.

Soient U et V des ouverts-fermés tels que N N (U x V) # 0, et (z,y)

dans NN (U x V). Comme z € G(k) et y € V N k[z], k[z] n’a pas de point
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isolé et on peut trouver une infinité de ¢ tels que z := ky(x) € V. Comme

avant, on voit que k[z] \ [[z] est dense dans k[x], donc z est limite de points
zn, € VN k[z] \ I[z]. Donc (z,z,) est dans N N (U x V), et (x,z) est dans
Gr(ky) NN N (U x V). Par conséquent, {q € w | Gr(k,) "N N (U x V) # 0}
est infini.

Posons Uy p.u,v := U Nk (V). I est clair que Gr(kq,,) NN N (UXV)
est inclus dans Gr(kq,[Uqp.u,v). Réciproquement, si (z,y) est élément de
Gr(kyp[Ugpuv), il faut voir que (z,y) € N. Or x est limite d'une suite
(rn) € Dyg,, N H. Comme avant, kg ,(z,) est limite de (y;},)m incluse

dans k[z,] \ l[x,], et on peut supposer que d(kqp(zn),ys) < 27""™. Alors
(Zn,ylt) € N et tend vers (z,y) € N. =

3. Existence d’exemples et synthése des résultats précédents
NOTATIONS. Soit (g,) la suite des nombres premiers : gy = 2, ¢ = 3,
g2 =5, ...0n pose

w<w —w,

: s(0)+1 s(|s|]—1)+1 .
J S 1 { qo( )+ .qls(‘l_‘l 1 sis # 0,
0 sinon.

On définit A; := {1}U{J(u"1) |u € [[,_; Ap}, puis F:=[],c, 4;. On
pose, pour (s,t) € [J,,c,, @™ X w1,

Dy, ,:={a e F|Vj<|s| a(J[s[j7t[(j+1)])=1et

Vp < t(j) a(J[s[i"t[i"p]) #1}.
On définit ensuite les fonctions
Dy, — F,
w— w,
ar q {a(Q) siVji<|s| q#J[s[77t[(J+1)],
J(af(g+1) sidj<|s| q=J[s[i™t[(j+1)].

LEMME 6. Il existe une situation de départ.

fs,t :

Démonstration. Soient e : w — w<* vérifiant e71(s) < e~(s7n)
33 : 3 c2 n n+1 . n n+1 2
bijective, et aussi ¥ : w* — |, . w" X w et 0 : U, w" Xw - w

new
bijectives réciproques l'une de lautre avec ¥y(n,p) = e(n) et aussi
Oo(s,t"m) = e~ !(s). Alors on pose f,, = Jo(np)- On va voir que

(F, (fn,p)(n,p)cw?) est une situation de départ.

Il est clair que A; est une partie finie de w, de cardinal au moins deux,
de sorte que F' est un compact parfait non vide de w*, donc une copie de
2¢. D’ou la condition (a) d’une situation générale et la condition (b) d’une
situation de départ.
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Les ensembles Dy, , sont des ouverts-fermés de F', donc des compacts,
et fs+ est clairement définie, injective et continue, donc est un homéomor-
phisme de Dy, , sur son image qui vaut

{aeFl3ue]]c -pndi Vi< JI(s0)
a(i) = fe(u™1¥)(i) et v~ 1% € Dy, , }.

Cette image est ouverte-fermée dans F', d’ou la condition (b) d’une si-
tuation générale.
Il est clair que les Dy, ., , pour m € w, sont deux a deux disjoints, donc

|s|+1 . .
les Dy, ,, pour t € w ;aussi car Dy, C Dy ., .. Leur réunion

Dy, est dense dans F, car si te [1,<x Ai, on peut trouver t € wlsI 1 telle
que t°1¢ € D f...- En effet, on peut trouver une suite finie d’entiers s telle

que pour tout j < [s| < |s| + 1, on ait t(J[s[77S[(j + 1)]) = 1 et pour

tout p < 3(4), t(J[s[j73[j"p]) # 1; de plus, on peut exiger qu’elle soit

de longueur maximale avec ces propriétés, c’est-a-dire que pour tout 7 € w,

J[s[|3]7574) > |t| ou t(J[s[|3]"5i]) # 1 ou |5] = |s| + 1. Si|3] = |s| + 1,

on peut poser t := 3. Sinon, on choisit 7 minimal tel que J[s[|3] "53] > [t]

et on pose t := 53 01*/715I. Dot la condition (c) d’une situation générale.
Six € Ds—~pt—m,onax€ Dy, et

d(fS“n,t"m(x)7 fs,t(x)) < g~ /(s Tm)

Donc si z € Dy, ., NDy,, il existe (t,m) € w1 xw tel que x € Dy, .
et la suite (fs—n(x))n tend vers fs(z), qui n’est donc pas isolé. On a donc
la condition (d) d’une situation générale, avec G(f) :=(),,c, Dy, ; d’ou la
condition (a) d’une situation de départ.

necw

La condition (¢) d’une situation de départ est clairement vérifiée. Soit
donc (z,y) dans (,,c,, Dy, X F) NU,co, Gr(fr). On peut trouver zy et ng
tels que (z,y) soit la limite en k de (xg, fn, () :

Vp € w 3k(p) € w Vk > k(p) zx[p=x[p et fn,(vx)Ip=ylp.

Montrons que la suite (f,) est équicontinue en x. Soit ¢ € w. Comme
x est dans (., Dy, , les coordonnées de x modifiées sont les .J(s m),
oux € Dy, ,~, . st€wet|s| = |t[, m variant dans w. Par suite, les
couples (z[q, f(x)[¢) sont donc en nombre fini, & ¢ fixé. Comme les f,, sont
continues, on a 1’équicontinuité :

Vp € w Jq(p) €w z[q(p) =z[q(p) = Vnew fu(2)[p= fulx)[p.
Yk

Posons yr = fn,(z). Alors on a (z,y) € U,c, Gr(fn) et si p € w,
soit k > k(max[p,q(p)]). Alors xi[q(p) = z[q(p), d’ou la suite d’égalités
y[lp = fo.(xk)[p = fo.(x)[p = yr[p. Pour avoir la condition (d) d’une
situation de départ, il reste & voir que = # y. Mais ceci résulte du fait que

~
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la premiere coordonnée de x égale a 1 et d’ordre une puissance positive de
2 est transformée de la méme facon par toutes les f,, .

Si N2 rencontre 1'un des graphes des f,, il n’y a pas de 1 parmi les
coordonnées de s d’ordre une puissance positive de 2 ; par suite, N2 rencontre
le graphe de fy. Simaintenant x # y, x~j Ry~ j et (N x Ny )NGr(fs) # 0,
il existe t < s telle que (N, x N,) NGr(f;) # 0, avec f; ne changeant que les
coordonnées d’ordre inférieur a |x|. De plus, toute suite u telle que N, x N,
rencontre Gr(f,) vérifie t < u, d'olt e71(t) < e 1(u) et Y(z,y) = e 1(¢).
Comme (Nz“j X Nyﬂj) mGr(ft) 7£ wa on a w(xhjv y/\]) S 6_1<t) = ¢($ay)
D’ou la condition (e)(i) d’une situation de départ.

Soient s et t dans [ [, ., A; et u, v des T-chaines sans répétition de termes
telles que u(0) = v(0) = s et u(|u| — 1) = v(|jv| — 1) = ¢, avec |u| < |v|. On
veut montrer que u = v; on peut supposer que |u| > 2 et u(Ju| — 2) #
v(|v| — 2). Posons

w(i) =

{u(i) sii < |ul,

v(ul + [v| =2 —1) si|u] <i<|u|+]|v|]—1.

Alors |w| > 3, w(0) = w(|w| —1) = s, w(i) # w(ii +1)sii < |w| —1 et
w(i) # w(i+2) sii < |[w] — 2. Soit ¢ une T-chaine de longueur minimale
ayant ces propriétés, et telle que [ := |¢(0)| soit minimale elle aussi.

L’argument qui suit a été vu dans la preuve du théoreme 2.7 de [Le3].
La suite (c(i)(I —1));<|¢| est non constante, et on trouve i; minimal tel que
c(i)(l=1) #c(i1 +1)(I —1); il y a alors deux cas.

Ou bien ¢(i1)(I—1) < ¢(i; +1)(I—1), auquel cas comme on a les égalités
c(i)(l—=1)=¢(0)(I = 1) =c(|]¢] = 1)(I = 1), on trouve iz > i1 + 1 minimal
tel que c(i; +1)(1 —1) # c(i2)(l —1). On a c(iy) = c(iz), par injectivité
de J. Donc iy = 0 et iy = |¢| — 1, par minimalité de |¢|. Par minimalité
encore, |c| = 3, ce qui constitue la contradiction cherchée (on a c(i; + 1) =
c(iz — 1) car il existe un unique couple (s,t) tel que c(iy)"1* € Dy, ,,
avec J(s7t) = | — 1; par suite, on a la suite d’égalités c(i; + 1)1 =
Foa(e(i1)19) = fusle(ia) 1) = clia — 1)~1).

Ou bien ¢(i1)(I — 1) > c(iy + 1)(I — 1), auquel cas on trouve i > i + 1

minimal tel que ¢(iz)(I—1) = ... = ¢(]¢|—-1)(I—1). Onac(i1+1) = c(ia—1),
donc ¢(i1) = c(iz) comme avant. D’ou iy = 0 et i3 = |¢| — 1, par minimalité
de |¢|]. Par minimalité encore, |¢c| = 3, ce qui constitue la contradiction

cherchée. D’ou la condition (e)(ii) d’une situation de départ. m

THEOREME 7. Il existe un borélien B de w* x w® tel que pour tous
espaces polonais X et'Y, et pour tout borélien A de X XY dont les coupes
horizontales et verticales sont dénombrables, on a l’équivalence entre les
conditions sutvantes :
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(a) Le borélien A n’est pas pot(I19).
(b) Il existe u : w* — X et v :w* — Y, homéomorphismes sur leurs
images, tels que BN (u x v)~1(A) = B.

Démonstration. Soit (F,(fn,p)m,pew?) la situation de départ four-
nie par le lemme 6. L’ensemble G(f) =, c,, Dy, est G5 dense de F', donc
polonais parfait de dimension 0, et G(f) est localement non compact car
son complémentaire contient ’ensemble dense D des suites différentes de
1 a partir d’'un certain rang. On peut donc trouver un homéomorphisme
¢o : w — G(f). On remarque que si x € G(f) et n € w, on a f,(z) € D,
a cause de la condition (c) d’une situation de départ. Soit donc ¢y : w* —
F\ D un homéomorphisme. On pose B := (¢g X 1) (U,eo, Gr[fn[G(f)])-

Si A est pot(IT9), alors la condition (b) n’est pas vérifiée, car sinon B
serait pot(I13), donc U, ., Gr(fn[G(f)) aussi. On pourrait donc trouver un
G5 dense K de F tel que pour tout = de G(f), flz]N K soit G5 de K, donc
polonais. Mais {z € G(f) |z € e, [ '(K)} est G5 dense de G(f), donc
on pourrait trouver z dans G(f) tel que f[z] soit polonais, ce qui contredit
le fait qu’il soit sans point isolé.

Si A n’est pas pot(II9), nous allons construire des applications u et
v vérifiant la condition (b). Le lemme 2 fournit un systéme réducteur
(Z, T, (hnp)(n,p)ew?, M) et des injections continues ug : Z — X, vg : T—Y
tels que U, p)ew? Gr(hn ) Cluoxue)-1(4) €8 M S (ug x vo)"'(A). Par le
théoreme 3, on trouve une injection ¥ : w? — w? et des ouverts-fermés
Dy, € Dn,,,, tels que si ., := hy(p) [ Dy s (2,7, (lrp) (rp)ew?) sOit une
situation générale et pour tout z € G(I), l[x] C {hn,(x) | (n,p) € w? et
x € Dy, }, et pour tout y € I[z] \ l[z], (z,y) € M. Par le théoreme 4, on
trouve une situation d’arrivée (Z,T, (kqp)(q.p)cw?) telle que G(k) € G(I) et
pour x dans G(k), on ait k[x] C I[z]. Par le lemme 5, on trouve un ensemble
N, Gsde Z x T, tel que (Z,T,(kq,p)q,pjew?, V) soit un systeme réducteur
et NN, ¢, Gr(l;) = 0. Par le théoreme 3 encore, on trouve une injection
& : w? — w? et des ouverts-fermés Dy, C Dk¢(,,n,p) tels que si gmp =
kg (m,p) [ Dim,ps (Z,T,(Gm.,p)(m.p)ew?) s0it une situation d’arrivée et pour x
dans G(g) € G(k), g[z] C k[z] et pour tout y de g[z]\g[z], (z,y) € N. Parle
théoreme 1, on trouve des injections continues uy : F' — G(g) et v1 : F — T
telles que pour (z,y) dans (J,, .., Gr(fn) on ait (u1(x), v1(y)) € Umew Gr(gm)
et pour tout (z,y) € (e, Do X T NU,ew Gr(fr) \Uyew Gr(fn), v1(y) soit
dans glus ()] \ glua (z)].

On pose alors u :=ug|G(g) o u1[G(f) o ¢, v :=1vg o v1[(F \ D) o 1.
Comme ug|[G(g) o u1 et vy o v1 sont des homéomorphismes sur leurs ima-
ges, u et v aussi. Si (z,y) € B, (¢o(z),%0(y)) € U,co, Gr(fn[G(f)) donc
(w1 [60(®)], 01 (1)) € Unew Crlgm) et w[do(2)] € Glg) € G(k) € GQ).
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Par suite, on a
v[tho(y)] € glua[po(2)]] € Elualdo(@)]] € lua[¢o(2)]]
C {hnp(ur[po(2)]) | (n,p) € w? et wr[po(x)] € D, ,}-
Donc (u(z),v(y)) € A. Si (z,y) € B\ B, on a
(Go(@).vo(w)) € | Crlfl G\ | CrlfulG(£)]

new new

Comme ¢o(z) € G(f) €N, e, DPy,> o0 a

(¢o(=) e U e\ U Grlsa).

new new

Par conséquent, v1[vo(y)] € glur[o(@)]] \ glui[po(2)]]. Comme usfdo(r)]
est dans G(g), (u1][po(x)],v1[tho(y)]) est dans N, et donc que vi[tho(y)]
appartient a l[uq[¢o(x)]] \ u1[po(x)]]. Donc (ui[po(x)], vi[tbo(y)]) € M et
(u(x),v(»)) & A. =

En analysant cette démonstration, on obtient d’autres caractérisations
des boréliens & coupes dénombrables n’étant pas pot(IT9). Le corollaire qui
suit est a rapprocher du théoreme 2.11 de [Le2].

COROLLAIRE 8. Soient X etY des espaces polonais, et A un borélien
de X XY dont les coupes horizontales et verticales sont dénombrables. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le borélien A n’est pas pot(I19).

(b) Il existe une situation générale (Z, T, (gm,p) (m,p)cw?) €t des injections
continues i : Z — X, j: T — Y telles que pour tout x de G(g), on ait
g1 0 (i % 1) (A)e = gl].

(c) Il existe une situation d’arrivée (Z,T,(Gm,p)(m p)ew?) €t des injec-
tions continues i : Z — X, j: T — Y telles que pour tout x de G(g), on ait

gla] N (i x )~ (A)z = gla].
(d) 1l existe une situation de départ (F,(fnp)mpjew?) et des injections
continues u: F — X, v: F —Y telles que

U Gr(fa) N (G(f) x F) N1 (u x v) = | Gr(£ulG(F)).
new new
Démonstration. Il suffit de lire la preuve du théoréme 7. Pour ’équi-
valence de (a) et (d), on prend u := ug[G(g) o uy et v := vy o vy. Pour
I’équivalence de (a) avec (b) et (c), on prend i := wuy et j = vp, de
sorte que ¢ et j correspondent simplement a un changement de topolo-
gie. Ces équivalences viennent du fait que 'union |J Gr(gm[G(g)) vaut

{(z,y) € G(9) x T |y € g[z]} N (i x j)"L(A). =

mew
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COROLLAIRE 9. Soit I' une classe de Wadge non stable par passage au
complémentaire. Alors il existe un borélien Br de w* x w“ et un fermé
Fr contenant B tels que pour tous espaces polonais X et'Y, et pour tout
borélien A de X XY ayant ses coupes horizontales et verticales dénombrables,
on a l’équivalence entre les conditions sutvantes :

(a) Le borélien A n’est pas pot(I).
(b) Il existe des fonctions continues u : w* — X et v:w* — Y telles
que Fr N (u x v)~*(A) = Br.

Démonstration. Si I' vaut I19, on applique le théoréme 7. Si I’
vaut D¢(29) ou De(X9), on applique les théoremes 3.5 et 3.6 de [Le3] et on
utilise 'existence d’une rétraction continue de w* sur 2%. Sinon, I" contient
39, donc A est pot(I). 1l suffit alors de prendre Br := (w* x w*) \ By et

Fr := B, puisque By ¢ pot(IT9), par le théoreme 7. m

REMARQUE. Bpyg étant réunion dénombrable de graphes de fonctions
continues est X9 \ pot(I19). Si I' € A et I est stable par intersection avec
les fermés (c’est-a-dire si I = Dg(X9) avec € impair ou I' = De(29) avec
€ pair), on a aussi Bp € I'\ pot(I"). En effet, on applique le théoréme B
a A e I'\ pot(I') (qui existe par le théoreme 3.3 de [Lel]) pour voir que
Br = A¢ \ A¢ € I'. On en déduit que By = Ag € Dey1(X£9) si € est impair
et que By € Dey1(X29) si € est pair. On n’a pas mieux en général (cf. [Le3]
pour { = 1: B € Da(29) \ pot(D2(X9))).

4. Une limite du résultat principal. On peut observer un phénomene
analogue a celui décrit dans la section 2.C de [Le3|, c’est-a-dire que dans
le théoreéme 7, en supposant seulement A & coupes verticales dénombrables,
on a une incompatibilité avec ’existence des injections u et v.

DEFINITION. Soit (hs)se(\{0})<~ une suite de fonctions partielles de 2
dans 2¢. On dit que (hs)ge(w\{0})<+ est une bonne suite si :

(a) Le domaine Dy de hs est un ouvert dense de 2¢.
(b) Les fonctions hg sont continues et ouvertes.
(c) Siz € Nye(\ (o)<« D, et s € (w\{0})=, alors

klim hs~k(x) = hs(x).

(d) Si s, t € (w\{0})<¥ et s #t, alors {x € Dy,, N Dy, | hs(x) # he(x)}
est dense dans 2¢“.

EXEMPLE. Soit J : w<* — w l'injection définie dans la section 3. On
pose



Complexité des boréliens 167

2Y — 2%,
w — 2,
h, : x(J(s[i)g — J(s[i)/qi-1 — 1)
e P R |
i=max{l <j<|s||k=-1(J(s[])/g-1)},
x(k) sivVl<i<]|s| k#—1(J(s[i)/qi-1).

Alors (hs)se(w\fo})<~ est une bonne suite. En effet, les conditions (a)
et (b) sont réalisées. Le plus petit entier n tel que hs—k(x)(n) # hs(x)(n),
s'il existe, est supérieur ou égal a J(s™k)/qs) — 1, qui tend vers I'infini
avec k. D’ou la condition (c). Soit u € 2<“; on cherche z € 2“ tel que
hs(u™x) # he(u™x).

Ou bien on trouve m < min(|s|, |t]) tel que s(m) # t(m) et s[m = t[m,
avec par exemple s(m) < t(m). Posons k, := (J(t[m +1)/qm)qm o — 1.
On a

ho(u™a) (k) = u”a(J(sTm + g™ ™R o — J(sm + 1) /g — 1),
ha(u™ ) (k) = 0™ 2( ([ + 1)l 1o — T(t[m + 1) /g — 1).
On choisit n € w tel que les numéros des coordonnées ci-dessus soient

supérieurs a |u|. Une simplification par qf,§m)

sont différents. D’ou l'existence de x.
Ou bien par exemple s est un début strict de t. On pose alors k, :=

(/1) 2, — 1. Ona
hs(u™x)(ky)
~ s —2)41 “1) n
= u”a(J(s) gl P Vel = T(9) g — 1),

he(u™2)(kn) = v 2(J(O)gji 41 = J(0)/qe1-1 = 1)

On conclut comme avant, avec simplification par ¢

montre que ces deux numéros

s(|s|—1)
ls|]—1

LEMME 10. Soit (hs)se(w\{0})<= une bonne suite, et G un G5 dense de
2 inclus dans (ye (@ (oy)<w Phe N sz {® € Di, N Dy, | hs(z) # he(2)}
Alors e (o foy) <o Gr(hs[G) n'est pas pot(Gs).

Démonstration. Elle est identique a celle du deuxieme point de la
preuve du théoreme 7. m

LEMME 11. Soit (hs)se(w\{o})<~ une bonne suite. Alors il existe une
bonne suite (ls)sc(w\fo})<, une suite (V97t)(57t)eun€w(w\{0})nX(w\{o})n—Fl
d’ouverts non vides de 2° et ¢ de |, (w \ {0})" x (w\ {0})"* dans
(w\ {0})<¥ telles que :

(a) Dy, = Utewlswl,disj‘ Vs et Vimmi—n © Vs
(b) Pour tout x de Vi on als(z) = hg(s,t) (z).
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c) La suite ¢(s,t) est un début strict de ¢p(s™m,t"n).
d) On a DlsAk - Dls N ﬂj<k Dl

sly ls~k(z) # lsﬁ(ﬂf).

e) Pour toutx de Dy, on ad(ls~k(z),ls(x)) < e(s™k,x), oue(s™k,x)
est par définition

min [27, ZH<11‘¥51‘ 14(srig1 (@), Lra()), T]ﬂ<1£ 1ds—(), 1s(2))].

Démonstration. On commence par poser

Vi ={x €Dy, |z(n)=1etVp<n z(p) =0}, ¢0,n):=0.

—, et pour tout x dans D;_—, et tout

s

(
(
i<
(

Admettons avoir construit [, pour y débutant s, et pour y = s j avec j < k.
On va construire [y—5. Soit ¢t € w!sIt1 et (z5,) une suite dense de I’ensemble
suivant :

Vei DN () Disn () Du,N[){x € Du,NDn, | hu() # hy(x)}.
i<k we(w\{0})<w uFv

Par hypothese de récurrence, e(s ™k, ") : Dy, N[,y Di,~; — R est définie
et continue; on peut donc trouver un voisinage ouvert V de xg tel que
e(s™k,x) > Le(s™k,20) pour tout z de V. La condition (c) d’une bonne
suite fournit 7o > & tel que d(hg(s,¢)~ro (70), Pg(s,t)(T0)) < %s(sAk‘, xg). Par
continuité de hg(s.¢)~r, €t hg(s,), On trouve un voisinage ouvert W de xo
tel que pour tout & de W, on ait d(he(s,)—ro (), hps,) (@) < 3E(s7k, z0)
et x soit dans ’ensemble suivant :

VNV,:ND; N ﬂ Dy, N {2€ Dy, o | Vi < 8] hg(s,ty-ro (2) # Lsgil2)}-

j<k

On pose ¢(s"k,t70) := ¢(s,t) " rp. On choisit Vi~ +~o contenant xy dans
W tel que Vi \ VSAMAO # (). Puis on recommence ceci en remplacant zg
par x,, avec n minimal tel que x,, & Vsﬁk,tho. Le choix de Vy~j ¢~ se fait
dans Vi \ Vi~k~0, avec &, € Vimp~1 €t Vi \ Vimpi~0 U Vimpi~1 # 0.
En itérant cette construction, on construit ls—x, Vi~gt~m €t ¢(s "k, t7m)

vérifiant les propriétés demandées. En effet, on a V,; C Umew Vs~k,t~m.»

donc U,cpisi41 Vi € Utewsw’m@u Vs~kt~m = Di;,~,. La seule chose
restant a vérifier est la condition (d) d’une bonne suite. Elle résultera im-
médiatement du lemme qui suit. m

LEMME 12. Soit (Is)se(\{o})<~ une suile de fonctions partielles de 2
dans 2 wvérifiant les conditions (d) et (e) du lemme 11. Soient s,t dans
(w\ {0})<¥ et i < min(|s|, [t]) tel que s(i) < t(i) et s[i = t[i. Alors pour
tout x de D;, N Dy, on a

d(ls(z), 4 (x)) > gd(ls[i+1($)7ls[i<$))~

—_
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Démonstration. On a

d(lspira (@), ls(2)) < d(lsriga (), Loriga() + -+ dllspis-1(2), Ls(2))

1 1
< d(ls[i+1($)7 ls[i+2<$)) (1 + Z + ...+ 4|s|—z—2)

4 . .
< 3 (Usritr(x), Lspiga(m))  (si]s] =i +2)
1
<3 (Usritr(2), Lspi() (méme si [s| =i+1).

De méme, d(lyiq1(2),le(x)) < $d(liigr (), lsri(2)), car s[i = t[i. Par
ailleurs on a
1
d(lt[iJrl(x)v lsfz(x)) < Zd(ls]—iﬁt(i)fl(x)v ls[z(x)) <...
1
md(lsﬁ-s-l(x)?lsﬁ(m))

d(ls]—i—‘rl(‘r)’ ls]—z(x))

IN

<

| =

D’ou
d(ls[z'—l—l(x)vlt[i—l—l(x)) > d(lsfi—l—l(l')als[i(m)) - d(lt[i+1($)als[i($))
3
id(ls[erl('r)Js[z(w))
On a aussi d(lypi11(2), () < 75d(Lspip1 (), Li(2)). Dot

d(ls(z),le(z)) = d(lsig1(2), Lepig1 (2))
—d(lsrit1 (), ls () — d(lipivr (2), le(2))
1

2 d(lsi1 (@), Lopi () <i - é - 12)

> %d(ls[i+1(x)7 ls[z(x))

REMARQUE. On a en fait montré que pour tout = de D;, N Dy,, on a
ls(x) # li(x) si s #t.

LEMME 13. Soit (Is)se(w\{0})<= une suite de fonctions partielles de 2
dans 2% vérifiant les conditions du lemme 11. Soient s € (w\ {0})<“ \ {0},
u€ 2% eta e N,N Nwe\fop<w Du, - Alors il existe e(s,u,a) > 0 et
v(s,u,a) € 2<% tels que u < v(s,u,) < a et pour tout t € (w\ {0})<¥,
pour tout T € Ny(su,a) N nwe(w\{O})<“’ Dy, on ait Uimplication

v

d(ls(z),li(x)) < e(s,u,a) = s et t sont compatibles.
Démonstration. Posons, pour y € (w\ {0})!*,
n(y, x) = d(ly (), Lsps)-1(2))-
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Alors la fonction n(y, -) : Di,NDy,;, _, — R est définie et continue, donc on
peut trouver v(s,u,a) € 2<% telle que u < v(s,u, @) < « et pour tout = de
Ny(s,u,0) ﬂﬂwe(w\{o})@ D, , on ait n(y,x) > %n(y, a) et ey, x) > %5(3/, a),
ceci pour y € (w\ {0} vérifiant

y=sou (Ii<|s| y(i) #s(@) et Ji<l|s| y(i) < s(i)).

Notons Y I’ensemble de ces suites y. On pose
(s, u,0) = mimin (1n(y, @), =(y, ).

Soient t € (w \ {0})=* et @ € Ny(su,a) N Npe( (o)<« D tels que
l'on a d(ls(x),l(z)) < e(s,u, ). On raisonne par ’absurde, ce qui fournit
i < min(|s|, |t|) minimal tel que s(i) # (7).

Ou bien s(7) < t(7) ; par le lemme 12, on a

d(ls(z), () > 3d(Lsrisa(2), Lei ().
Si|s| > i+ 2, on a donc d(Is(z),l(z)) > 3e(s,x) > (s
|s| =i+ 1, on ad(ls(x),l(x)) > %n(s x) > % (s,)
les cas, on a une contradiction.
Ou bien t(i) < s(7) ; par le lemme 12, on a

d(ls(@), () > gd(lifi (@), li(@)).

Si|s|>i42,0na

d(ls(x), i (x))

a) > e(s,u,a). Si

els,
> e(s,u, ). Dans tous

se(s[imt(i)"s(i+1),2) > e(s[i™t(i) " s(i + 1), @)

Si|s|]=i+1,ona
d(ls(z),li(x)) > in(s[i™t(i), x) > In(s[iTt(i), o) > e(s,u, ).

La encore, on a une contradiction dans les deux cas. m

LEMME 14. Soit (Is)se(w\{0})<« la bonne suite fournie par le lemme
11, associée a la suite (hs)sew\{0})<= de l'exemple. Supposons que s; soient
dans (w\{0})<¥, pouri € 4, et que t; € (w\{0})I** vérifient les conditions
suivantes :

(a) 0 # 8§i=£8i4+1-

(b) 0 # Dy, C Vi, 4

( ) Si4+1 g D51

(d) Im(li,,) € Im(l7), ou lj := I, [ Ds,.

Alors I, ou l} nest pas injective.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde. Comme Dy, C V, ;., on
a, pour tout = de Dy, lj(x) = ls,(x) = hg(s, t,)(x). Comme Dy, , C Dy,

onalD CVq NV, +,, donc cette intersection est non vide. Comme

Si+1 i+1,ti+1
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Vs~m,t~n CVs et s; <2841, 0nat; <xt;11, par disjonction de (Vst)rewlsi+1-
Donc ¢(s;,t;) <2 @(Siy1,tiy1). Posons donc

U; 1= ¢(8i,ti), Duz = Dsw h; = huz [Duz

On a 0 # uj<=zxuiy1, 0 # Dy, et Dy,,, € D,,. Les fonctions h} et [}
sont égales, donc Im(hj, ;) C Im(h;) et hg, b} sont injectives. De plus, on
a, puisque sy # s3, hh(x) = ls,(x) # ls,(z) = hs(x) pour tout x de D,,.
Pour avoir la contradiction cherchée, il suffit donc de voir que pour tout x
de D,,, on a

Bo(hy ™ () = (™ (1 (2))-

Posons Hj := h{ o h’l_1 o h;, pour j = 2,3, et soit k € w.

1. Pour tout 1 < <|ugl|, k # —1 (J(uo[i)/qi—1)-

On a alors H;(z)(k) = h’lfl[h;(aﬁ)](kz) = h} (h’fl[h’ (2)])(k) car pour
tout 1 <4 <fu|, k # —1 (J(u1[i)/gi—1). Dot H;(z)(k) = h(x)(k) = z(k)
car pour tout 1 <i < |uj|, k # —1 (J(u; [i)/qi,l).

2. Tl existe 1 < ¢ < |up| maximal tel que k = —1 (J(ug[i)/qi—1), et q tel
que k = (J(uo[7)/qi—1)q — 1.

2.1. L’entier i est maximal sous |u]| tel que k = —1 (J(u1[7)/qi-1).

On a alors

Hy(@)(k) = 1y~ [ (@) (I (uo[i)g = J (uo[d) /gi-1 — 1)

= (W, [ (@)]) (k) = B () (k)

=x(J(upli)g — J(ug[i)/qi—1 — 1)

2.2. L’entier k est de la forme
J(u1[|uo| +1)
q|uo| I

-1

(d’ou g = Qlug|—1 Q|u10(|‘uo‘)q/)

On a alors H;(z)(k) = h/l_l[h;(a:)](J(uo)q — J(10)/qjug|—1 — 1). Sion a
1 <1< |up| et ¢ n’est pas multiple de ql,lqlul(l), J(uo)q—J (o) /qug|—1 — 1

uo(|uo|—1)
luo[—1

est différent de J(ui[l)q” — J(u1[l)/qi—1 — 1 (on simplifie par ¢

uo(l 1)

si 1 > |ug|, et par ¢, ° sil < |ug|; sil = |ugl|, on obtient ¢ = ¢ =

Qluo|— 1q|u10(| “lg/ | ce qui est exclus). De méme, pour tout ¢” on a

J(u0)q = J(0)/ Qo)1 — 1 # J(u1)q" — J(u1)/quy -1 — 1
Par ailleurs,

J(uo)g — J(u0)/Qjug|-1 — 1 = J(urluol)/quo|—1(Qjug|—1¢ — 1) — 13
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comme hj est injective, la coordonnée numéro J(uo)q — J(uo)/qug)—1 — 1
est constante sur Dy, , d’ou Hy(x) = H3(x). m

THEOREME 15. Le théoréme 7 devient fauzx si on suppose seulement A
a coupes verticales dénombrables.

Démonstration. On raisonne par I’absurde, ce qui fournit un boré-
lien B1. Avec A= B, on voit que By a ses coupes horizontales et ver-
ticales dénombrables. Avec A = Bj, on voit que By ¢ pot(Gs). Par le
corollaire 8, on obtient une situation d’arrivée (Z, T, (gm,p)(m,p)ew?) et des
injections continues 7 : Z — w¥, j: T — w* telles que pour tout = dans
G(g) on ait g[z]N (i x j)~(B1), = g[z]. Par le théoréme 1, on trouve
des injections continues u: F' — G(g) et v: F — T telles que pour tout
(7,9) € Upew Gr(fn), on ait v(y) € glu(x)], et pour (z,y) appartenant a
(nnew Dy, X F) N
Unew Gr0m) \ Unew Gr(fu), o ait (y) € gla(@)] \ glii(2)].  Soit
(ls)se(w\{g})@ la bonne suite fournie par le lemme 11 appliqué a la suite
(hs)se(\{o})<« de I'exemple. En appliquant le lemme 10 a la bonne suite

(Is)se(w\foy)<w et a G := ﬂse(w\{o})@ D, on voit que

A= |  Gr([G) ¢ pot(Gs).
s€(w\{0})<«
Par suite, on peut trouver des injections continues u : w* —G et v : WY — 2%
telles que By N(uxv) 1 (A) = By. Posons U :=uoiotetV:i=vojov;U
et V sont des homéomorphismes sur leurs images (incluses respectivement
dans G et 2¢) et si (z,y) est dans |, ., Gr(fn), on a (U(z),V(y)) € A. De
plus,

necw

U Ge(f[GUN) 0 (UTG() x V)7H(A) = | Gr(fu[G().
new ncw
On va montrer un résultat intermédiaire. Soient (s,t) € [J, e, w™ xw™ 1,
X un ouvert non vide de Dy, ,, et 5, € (w\ {0})<%\ {0} tels que pour tout
ze€X,U(z) € Vizet (U(x),V(fs(z))) € Gr(ls). Alors on peut trouver un
ouvert non vide Y de X, des entiers m et n, et 3, € (w\ {0})<¥ tels que :

(a) La suite s est un début strict de §'.

(b) L’ouvert Y est inclus dans Dy ..

(c) Pour tout x de Y, U(x) € Vg 7 et (U(x), V(fs~m.t~n())) € Gr(lz).

(d) L’ensemble I3 [U[Y]] est inclus dans [3[U[X]].

Soit O (respectivement P) un ouvert de D;. (respectivement 2¢) tel que
UX]=U[F]NO (respectivement V|[fs:[X]] = V[F]NP). Fixons a dans
UXNG(f)], v € 2<% tel que o € N, C O, et, en utilisant le lemme 13,
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W={(z,y) € NuGu,a) X P | Vi <[5] y # l5p() et
d(y7 lg(x)) < 6(§7 ul7 Oé)}

Alors W est ouvert de 2% x 2. Comme U~ (a) € G(f), fs—m(U 1 (a))
tend vers fs(U"1(a)) quand m tend vers l'infini. Comme U~!(«) est dans
XNU Y (Nyiur,a))s on peut trouver un m tel que (U~ (a), fs~m (U™ (a)))
soit dans (U x V)1 (W). On peut trouver ¢ € w!'l et n € w tels que
fs“m(U_l(a)) = fsﬂm,t/ﬁn(U_l(a))' On a U_1<a) € Dfs’\'/n,t”\n - Dfs,t/’
donc ¢’ = ¢ puisque U~ () € Dy, ,.

Posons

Q = {:I: € XmU—l(Nv(g,u,,a))mesAm,tAn ‘ (U(‘IE)?V(fsAm,tAn(‘r))) € W}

Alors @ C Uwe(w\{o})<w{x €Q ‘ (U(x)av(fs“m,t“n(x))) S Gl"(lw)}
Par le théoreme de Baire, on peut donc trouver un ouvert non vide Y de @)
et ' € (w\ {0})<¥ tels que pour tout z de Y, (U(x), V(fs~m,t~n(x))) soit
dans Gr(lz). Par le théoreme de Baire encore, on peut supposer qu’il existe
t' € (w\ {0})F1+1 telle que pour tout = de Y, U(z) € V4, 7.

Les conditions (b) et (c) sont clairement vérifiées. Si x est dans Y, on a
Iy (U(x)) = V(fs~m,t—~n(z)); comme z est dans Q, (U(z), V(fs—~m,t~n(T)))
est dans W, donc V(fs—~m,t~n(x)) € V[fs[X]]. Donc on trouve y € X
tel que V(fs~m,t—~n(2)) = l5(U(y)). D’ou la condition (d). De plus, on a
V(fs~m~n(x)) # ls1:(U(x)) sii < [5], et on a également

d(lz(U(2)),lz(U(x))) < e(5,4/, a).
Donc 5 est un début de 5" puisque U(x) € Nyu,a) NG. Sis =75, on a
successivement V(fs—m i~n(2)) = lz(U(x)) = l5(U(z)) = V(fsi(x)), d’on
I'égalité entre fs—,, +—~n(z) et fs+(x), qui est absurde.

Revenons a la preuve du théoreme. On peut trouver (c,d) dans
Upew @™ X @™ et un ouvert non vide R de Dy, , tels que pour tout
de R on ait (U(z),V(fea(x))) ¢ Gr(lp). Sinon I'ensemble H défini par
MNpeolr € G(f) | (U(z),V(fu(z))) € Gr(lp)} serait Gs dense de F' et on
aurait (J, e, Gr(fu[H) = U, e, Gr(fu[H) N (U[H x V)~ (Gr(ly[G)), donc
Uneo Gr(fn[H) serait pot(II9) non pot(IT9), ce qui est absurde.

On a l'inclusion

RC | A{zeR|U@),V(fea())) € Cr(ly)}.

we(w\{0})<v

Par le théoreme de Baire comme ci-dessus, on trouve un ouvert non vide X
de Ret 3,1 dans (w\{0})<“\ {0} tels que pour tout z de X, on ait U(z) € Vit
et (U(z),V(fea(z))) € Gr(lz). On applique le point précédent a c, d, et X,
ce qui fournit Yy, mg, ng, et sg, tg. On applique ensuite le point précédent a
¢~ myg, d"ng et Yy, ce qui fournit Yy, mq, ny, et s1, t1. On applique ensuite
le point précédent a ¢~ mg mi, d " ngy ni et Yy, ce qui fournit Ya, ma, ng, et
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52, t2. On applique enfin le point précédent a ¢~ mg mi ma, d"ng ni ng
et Y, ce qui fournit Y3, ma, n3, et s3, t3. On a s <x sp et s; <z si41 si
i € 2, donc les s; sont non vides. Posons Dy, := U[Y;]. Avec les notations du
lemme 14, on a Im(l}, ;) = I, [U[Yi41]] C I, [U[Y;]] = Im((}). Pour tout x
de Y, on a V(fms...~mi,0~ng...~n; (x)) = ls,(U(x)). Par suite, si y = U(x)
et y = U(2') avec z, 2’ € Y;, ll(y) = li(y') entraine successivement que

V(meA...Ami,OAnOA...Ani (.%')) - V(fm(’f...’“mi,O"nOA“.Ani (1'/))7
que
fm(’)‘..."mi,O”n(’)‘..."ni (LU) = fNLg\...”nzi7O”n§...”ni ($I)7
que z = 2’ et y = y'. D’ou l'injectivité de I;. Le lemme 14 peut donc s’appli-
quer et donne la contradiction cherchée. m
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