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Sur certaines séries entieres particulieres
par
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1. Introduction. Dans un exposé a la Conférence Internationale de
Théorie des Nombres organisée a Zakopane (Pologne) en juillet 1997, en
I’honneur du professeur Schinzel, 'auteur a démontré le résultat suivant :
u étant la fonction de Mobius, quand x tend vers 1 par valeurs inférieures,

alors que
oo . 1
n:lM(n)m _0<1—l'>7

on a

gjlmn)x“ ()

(cette notation classique signifie que la limite supérieure du produit
VI—2> 7 p(n)z™ est > 0 et la limite inférieure est < 0).

On va considérer ici, en méme temps que la série ci-dessus, d’autres séries
entieres a coefficients réels ayant les mémes propriétés, et liées aussi a des
fonctions arithmétiques classiques.

Dans ce qui suit, les lettres n et k représentent des entiers > 0 et la lettre
p est utilisée pour représenter les nombres premiers.

2. Nos résultats sont basés sur le théoreme suivant :

THEOREME. Soit ay,as,... une suite de nombres réels ayant les trois
propriétés suivantes :

1) La série entiére > -, anx™ a pour rayon de convergence 1;

2) Quand x tend vers co, > . a, = o(x);

3) La série de Dirichlet Y| a,/n® est convergente pour Res > 1 et sa
somme est une fonction de s prolongeable par une fonction F méromorphe
dans un domaine D contenant le demi-plan fermé Re s > 1/2 ayant des péles

n<zx
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de partie réelle 1/2, mais pas de pole réel > 1/2 ni de péle de partie réelle
> 1 (ce qui est vrai en particulier si ses poles dans le demi-plan Res > 1/2
sont les zéros de la fonction ().

Ces propriétés entrainent que, quand x tend vers 1,

= 1 = 1
apz™ = o et apz” = 12 .
ot o) ot (5

On voit facilement que la propriété 2) entraine que, quand = tend vers 1,

;Oaa:"—o !
L 1—=x
n=1

(par exemple en remplagant a, par A, — A,_1, ou A, = >}_, ar pour
n>1et Ay =0).
“ sy, 07 . . . 7 . o0
Notons que cette propriété a certainement lieu si la série anl an/n est
convergente, car on sait que la convergence d’une série Y | u, entraine
que, quand x tend vers oo, Y . nu, = o(x).

n<x
Pour 0 < x < 1, on peut poser x = e~ %, avec u > 0. Quand x tend vers
1, u tend vers zéro et 1 — x ~ wu.
Le résultat qui reste a démontrer est donc équivalent a

oo
(1) Z ane ™ = 2. (u?)  quand u tend vers 0.
n=1

Notons que ce résultat entraine que, quand x tend vers oo,

> an = 024(2'?).

n<x

En effet, en partant de ce que, pour u > 0,

i apne” " = uogoe_“mA(x) dr, ou A(x)= Z an,
n=1 0 n<x

on voit facilement que, pour A > 0,

: A —nu )\ : -
&1&% (u ng_l ane ) <I'(A+1) wlirgo(x A(x))
et

lim (uA 2 ane*"“) > (A +1) lim (zA()).

u—0 T— 00
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3. La démonstration de (1) est basée sur le lemme suivant :

LEMME. f étant une fonction réelle définie sur l'intervalle [1,00[, sup-
posons que l'intégrale Sio(f(x)/xsﬂ)dx a pour abscisse de convergence
a > 0 et que, pour Res > a,

S /(@) dx = F(s),

strl

ou F' est une fonction méromorphe dans un domaine contenant le demi-plan
fermé Re s > a.
Si o n'est pas un pole de F, pour tout € € |0,a] on a

flz)=024(z%°) quand x tend vers oco.

Si o n'est pas un pole de F' mais F a des poles de partie réelle o, on a
f(z) = 022(2).

Ce lemme résulte des lemmes IV 8 & IV 10, pages 97 et 98, de [1].
Ces lemmes sont déduits du lemme IV 7, qui les précede. Celui-ci est un
théoreme établi par Landau dans [3] (c’est 1’analogue pour l'intégrale de
Mellin de son célebre théoreme, établi aussi dans [3], d’apres lequel, si une
série de Dirichlet a coefficients > 0 a une abscisse de convergence o, finie,
o. est un point singulier de la fonction qu’elle représente). Landau indique
que c’est une amélioration d’'un théoréme de Phragmén.

4. Démonstration de (1). Soit H(u) = > 7 a,e”™ pour u > 0.
Nous devons démontrer que H(u) = 2+ (u~'/?) quand u tend vers zéro.

4.1. Notons d’abord que le produit ue/2H (u), qui est une fonction de
u continue sur l'intervalle ]0, co[, tend vers zéro quand u tend vers zéro et
quand u tend vers 'infini.

D’une part, quand u tend vers zéro,

o= (i)~}

d’apres ce qu’on a remarqué apres avoir énoncé le théoreme.

D’autre part, quand u tend vers co, comme e~ * tend vers zéro, H (u)/e™"
tend vers a;. Il existe donc M > 0 tel que |ue/?H (u)| < M, c’est-a-dire
(2) |H(u)| < Mu~te™2?  pour tout u > 0.

4.2. 1l résulte de la que l'intégrale SSO u*~1H(u) du est absolument con-
vergente pour Res > 1. On va voir qu’elle est alors égale a I'(s)F(s). Con-
sidérons un s fixé, avec Res = ¢ > 1. Soit v > 0 fixé. Pour u > 0,

o0
’U,sle(’U/ + v) = Z Gn(u) ol Gn(u) — anusfle—n(uﬂ;)'
n=1
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On a
Gn(u)] < anle™™ - u”"te™ = G (u).

La série Y7 | ane” " étant absolument convergente, >~ | G (u) est une

fonction sommable sur lintervalle (0,00). On peut donc intégrer terme a
terme sur cet intervalle la série Zoo: Gy (u). On obtient ainsi
(oo}
S uw T H(u +v)d
0 n=1

X us—le—n(u-l—v) du,

ou, par le changement de variable u = w/n,

oo oo

S uw T H (u +v) d Z::n—ng w e "”dw—F(s)Z%e_"”.

0 n=1
Cette relation vaut pour tout v > 0.
Notons maintenant que, pour u > 0,
|H(u+v)| < M(u+v)"te”WH)/2 < py=te /2
et par suite
W H (u+ )| < Mu® 2e= %2,
| <
Comme ceci est une fonction sommable sur 'intervalle (0,00) et comme,

quand v tend vers zéro, H(u+ v) tend vers H(u), on voit que, quand v tend
vers zéro,

S u* 'H(u+v)du tend vers S uw* " H (u) du
0 0
et par suite I'(s) >~ (an/n®)e™ ™" tend vers Sgo u* "1 H(u) du. Mais, la série

> an/n® étant convergente, Y~ (an/n®)e”"™ tend vers Y . a,/n®,
qui est égale & F(s), d’apres le théoreme d’Abel d’apres lequel, si la série
ZZ‘;O u, est convergente avec pour somme S, la somme de la série entiére
>0 o unZ™, qui est convergente pour |z| < 1, tend vers S quand z tend vers
1 par valeurs réelles < 1.
On a donc, pour Res > 1,

o
(3) g w T H (u) du = I'(s)F(s)

0

comme on |’a annoncé plus haut.

4.3. Maintenant, on peut écrire

oo 1 oo
S uw* T H (u) du = Sus_lﬂ(u) du + S u* "' H (u) du,
0 0 1
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d’ol, en faisant dans la premiere intégrale au second membre le changement
de variable u = 1/x,
(4) S u* T H (u) du = S e H(1/x) dx + S w1 H (u) du.

0 i i

Il résulte de I'inégalité (2) que l'intégrale S u* "1 H (u) du est convergente
pour tout s et, quel que soit o réel, la convergence est uniforme pour Re s <
0g. Sa valeur est donc une fonction entiere de s.

Il en résulte que la fonction F™* définie dans le domaine D par

o
F*(s) = I'(s)F(s) — g w T H (u) du
i
est méromorphe dans D et a dans le demi-plan Re s > 1/2 les mémes poles
que F.
Il résulte de (3) et (4) que, pour Res > 1,

Xx_s YH(/z)dx = F*(s).

4.4. On peut maintenant utiliser le lemme du paragraphe 3. Soit «
Pabscisse de convergence de 'intégrale STO 5 1H(1/z)dx. On a a < 1
puisque l'intégrale converge pour Res > 1.

D’autre part, a > @, ou © est la borne supérieure des parties réelles des
poles de la fonction F*, dont on sait qu’elle appartient a I'intervalle [1/2, 1].

En effet, I'intégrale est une fonction de s holomorphe dans le demi-plan
Res > « et est égale & F*(s) pour Res > 1. Or, quel que soit € > 0, F* a
des poles de partie réelle > @ — e.

Le point « n’est pas un poéle de F'* puisque cette fonction n’a pas de pole
sur le segment [1/2,1].

Si a > 1/2, le lemme montre que, quel que soit € € |0, af, quand = tend
vers oo,

H(1/x) = 24 (z°7°).
En particulier H(1/z) = Q24 (z/?).
Si a =1/2, le lemme montre que
H(1/x) = 24 (2'/?).
On a donc certainement
H(1/z) = 2+(z'/?)  quand z tend vers oo,

ce qui équivaut & H(u) = 24 (u~"?) quand u tend vers zéro. Le théoreme
est ainsi démontré.
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5. Nous allons maintenant donner des exemples simples de suites satis-
faisant aux hypotheses du théoreme. Dans chacun de ces exemples, le fait
- 00 n / N s
que le rayon de convergence de la série )~ | a,a™ est égal a 1 est évident.
Nous n’aurons a vérifier que les propriétés 2) et 3).

5.1. Tout d’abord, les hypotheses sont évidemment satisfaites par a,, =
wu(n). Done, quand x tend vers 1, d’une part

> utms” =of 725,

d’autre part

g:lu(n)x” (=)

Cette derniére relation entraine que, quand x tend vers oo,
M(z) = 24 (x/?).
Ceci est d’ailleurs un résultat connu (cf. par exemple, [1], page 99).

5.2. Les hypotheses du théoréeme sont aussi satisfaites par la suite a,, =
(—=1)""tu(n). On vérifie aisément, soit directement, soit en remarquant que
n +— (=)""tu(n) est une fonction multiplicative et considérant ses valeurs
pour les puissances des nombres premiers, que cette fonction est la convolu-
tion p* f ou f est la fonction (multiplicative) définie par f(1) =1 et, pour
n>1,

f(n) = { 2 si n est une puissance de 2,

0 dans le cas contraire.
La série de Dirichlet 7, (—1)""!u(n)/n® est donc le produit de Dirichlet

des séries Y7 pu(n)/n® et Y 07 | f(n)/n®.
Pour s = 1, la premiere est convergente et la seconde absolument con-
vergente. La série Y >~ | (—=1)""'u(n)/n est donc convergente.
Pour Res > 1, on a
f: (=) tu(n) 1 (1+§:2> 1 241
ns ~ ((s) — oks | ((s) 25 —1

n=1

Ceci est une fonction méromorphe dans C, ayant comme poéles dans le demi-
plan Res > 1/2 les zéros de la fonction (.
Le théoreme montre que, quand x tend vers 1, alors que

S (1 ) = 0(1 ! )

n=1

on a

m(—l)“lmn)x":rzi( ! )

n=1
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En remarquant que

> pm)a™ ==Y (=)™ p(n)(—2)",

on voit que, quand x tend vers —1,

v =o(iz) o T =)

5.3. Les hypotheses du théoreme sont encore satisfaites si a,, = A(n) —
q(n)/¢(1/2), ou A est la fonction de Louville et

g(n) = { 1 sin est un carré,
0 dans le cas contraire.

On sait que, pour Res > 1,

i AT(;:) C((2S)) ( - uT(L?)) <§: qr(;t)>.

n=1 n=1 n=1

Il s’ensuit que la série Y >~ A(n)/n® est le produit de Dirichlet des séries

S5 un)/n® et Y501 aln)/n.

Pour s = 1, la premiere est convergente et la seconde absolument con-
vergente. La série Y7 | A(n)/n est donc convergente (avec pour somme 0).
On voit ainsi que la série Y | a,/n est convergente.

Pour Res > 1,

< g, S A() > 2) 1
Y Z O e

=<(2) <<<1> - <<11/2>>'

Ceci est une fonction méromorphe dans C ayant comme poles dans le demi-
plan Res > 1/2 les zéros de la fonction (.
Le théoreme montre que, quand x tend vers 1,

i(“”) ~ctim)” =)

n=1

> (0=t - (7))

n=1
ce qui entralne que, quand x tend vers oo,

n) — q(n) _ 2172
Z(“ c<1/2>> 22(@).

n<x

et
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Ces relations peuvent se traduire par

g:l“")xn B 24{17;@ Nl <11x>

et
- W VT I 1
nZ::l)\(n)a: TN Ve Qi(ﬁ) quand © — 1,
et
/2
Z A(n) — a2 = 0. (2% quand x — .

n<x
Cette derniere relation est proposée comme exercice dans [1], page 102.

5.4. On peut obtenir des informations sur le comportement de la série
o021  AMn)a™ quand z tend vers —1 en considérant

i = (~1)" " A(n) — qu).

Etant donné X > 1, on a, pour tout s,

—1)" X (n A(n A(n
I D DI B D

n<X n<X n<X
n impair n pair
M), A
=2 T s
n<X n<X
n pair

Il
(]
|
[\&)
N
~| =
[\&)
2|8

n<X m<X/2
_ An) o1 A(m)
=D ST X
n<X m<X/2

On voit ainsi que la série Y oo | (=1)""*A(n)/n est convergente (avec pour
somme 0), de sorte que la série Zzozl an/n est convergente, et que, pour
Res > 1,

~ n _ 1 C@8) 14V2 o (1420 142
2 e =27 <<1/2>“2)‘“2)< () c<1/2>>'

Ceci est encore une fonction méromorphe dans C ayant comme poles dans
le demi-plan Res > 1/2 les zéros de la fonction (.
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Le théoreme montre que, quand z tend vers 1,

o0

e
1

n=1

ce qui donne

S e - LEVVE L (1)
1

2¢(1/2) Vv1i—=z

n=1

Il en résulte que, quand = tend vers —1,

> n A+V2)yr 1 1
;A(n)x T 20(1/2) itz 0(1 —l—x)
1

:Qi(m)‘

5.5. Les hypotheses du théoreme sont satisfaites si a, = (—1)“(), ou
w(n) est le nombre des nombres premiers qui divisent n. Tout d’abord, on
voit facilement que la fonction n — (—1)“(") est la convolution p * f o1 f
est la fonction multiplicative déterminée par

f(P*) =1—k pour tout p premier et tout k € N*.

Lasérie 3"°7 | (—1)“(™ /n® est donc le produit de Dirichlet de 3°°7 | pu(n)/n®
et Y 00 f(n)/n®.

Pour s = 1, la premiere est convergente et la seconde est absolument
convergente, car, pour Res = o > 0,

f(p")
pk:s

[ee]

D

k=1

1
(-1

La série Y >7 | (—=1)%(™) /n est donc convergente (avec pour somme 0).
Pour Res > 1, les deux séries sont absolument convergentes et on a

— (D (S p) = f) 1 K f(n)
I OO Dol R P

Comme
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>
p 1

(-
s i1) < p13>< (p* +211?)(; 1— 1)? )

Pour Res > 1, les produits

H<1 - pis) . H<1 0 +2119;(1;1— 1)3>

sont absolument convergents et on a donc

nil f:%) B (H <1 - pis)) H<1 - +2f)8(1;1— 1)3>

1 2p° —1
- 1—
¢(2s) H< (r°+ 1 - 1)3>
et par suite

< (—1)%m) 1 2p* —1
) g = e L0 T 1)

Notons maintenant que, pour Res = o > 0,
2p® — 1 2p? +1
‘ (p*+ D =1~ (p7 = 1)*
et par suite, quel que soit oy > 1/3, le produit dans (5) est uniformément
convergent pour Re s > 0. Soit &(s) sa valeur. @ est une fonction holomor-

phe dans le demi-plan Re s > 1/3 et on voit facilement que @(s) # 0 quand
Res =1/2. D’apres (5), pour Res > 1,

(D o(s)
2  (s)¢(2s)

Ceci est une fonction méromorphe dans le demi-plan Res > 1/3, dont les
poles dans le demi-plan Res > 1/2 sont des zéros de la fonction ¢ et qui a
en particulier pour pdles les zéros de ¢ de partie réelle 1/2.

Le théoreme montre que, quand x tend vers 1,

i(—w(")mn - 0<1 : x>

n=1
1
=0 —),
i( 1—x>

on a

=11

n=1




Séries entiéres particuliéres 69

ce qui entraine que
Z(—l)“(”) = 4 (x'?)  quand x tend vers Uinfini.
n<x

5.6. Comme dernier exemple considérons a,, = A(n) — 1, ou A est la
fonction de von Mangoldt. Il résulte immédiatement du théoreme des nom-
bres premiers sous la forme “i(z) ~ x quand z tend vers co” que, quand x

tend vers oo,
Z ap = o(x).

n<x

Pour Res > 1,

= a, = A(n =1 (s
2= 758)_ ns:_i((s))_ds)'
n=1

Ceci est une fonction méromorphe dans C, ayant comme poles les zéros de (.
Le théoreme montre que, quand = tend vers 1,

i(/l(n) 1) = 0(1 1 x)

n=1

— 0, <1>
Vi—x
ce qui entralne que, quand x tend vers oo,
Y(z) — 2 = i(z'/?).
En fait, il est connu que
Y(x) — 2 = 24 (x'/?logloglog z),

mais c¢’est beaucoup plus difficile & démontrer (cf. [2], page 100).
Les deux premieres relations donnaient

g:lA(n)x"— lix :0<1ix>

“(7=)

quand x tend vers 1.
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