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1. Introduction. Dans ce travail, motivés par les récents travaux de
Y. Bugeaud, G. Diaz, M. Laurent, D. Roy et M. Waldschmidt [2], [5]-[9],
nous nous intéressons a ’approximation des nombres réels par des nom-
bres algébriques, et en particulier par des entiers algébriques, probleme qui,
a ce jour, n’a été abordé que par H. Davenport & W. M. Schmidt [4].
Afin d’énoncer les résultats connus, il convient d’introduire préalablement
quelques notations et définitions.

Si P(X) est un polynome a coefficients entiers s’écrivant

P(X)=agX%+ ...+ a1 X + ao,
on note H(P) sa hauteur naive,

H(P) = max |a;|.

La hauteur du nombre algébrique « est, par définition, celle de son polyndéme
minimal sur Z. En outre, si « est une racine du polynoéme P(X), un résultat
de Gelfond (cf. par exemple [12], page 77) assure que

e 4 H(a) < H(P).
DEFINITION. Soient 7 > 1 un entier et ¢ un nombre complexe. On note

wy (€) la borne supérieure des nombres réels w pour lesquels il existe une
infinité de polyndémes P & coefficients entiers, de degré majoré par n, vérifiant

0 <[P(&)] <H(P)™™.

De méme, on note w} (£) la borne supérieure des nombres réels w* pour
lesquels il existe une infinité de nombres algébriques «, de degré majoré par
n, vérifiant

0< |6 —al <H(a) ™™ L
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Enfin, on note w/,(£) la borne supérieure des nombres réels w’ pour lesquels
il existe une infinité d’entiers algébriques «, de degré majoré par n, vérifiant

0<|¢—al <H(a)™™.

Soient n > 1 un entier et £ un nombre réel. Il découle du théoréeme
de Minkowski (cf. par exemple [11], Theorem 2C, page 33) que w,(§) >
n si € n'est pas algébrique de degré < m. En outre, on voit facilement
que wy, (&) > wk (&) (cf. [11], page 279), mais par contre il semble difficile
de minorer non trivialement w? (£) en fonction de w,(§). Le probleme de
Pévaluation précise des nombres w;(§) et w),(£) est ouvert, et 1’énoncé
généralement conjecturé (cf. [10]) est le suivant.

CONJECTURE. Soient n > 1 un entier et & un nombre réel qui n’est pas
algébrique de degré < m. Soit & un nombre réel qui n’est ni algébrique de
degré < n, ni entier algébrique de degré n. Alors on a

wp(§) =n et wy({) =n.

Le premier résultat dans cette direction a été obtenu par E. Wirsing en
1961 [14].

THEOREME 1 (E. Wirsing). Soient n > 1 un entier et & un nombre réel
qui n’est pas algébrique de degré < n. On a alors

1) WO 2
et
. n+2 vn?+4n—4
(2) wi(€) = ——+ 1 :
L’unique amélioration actuellement connue du Théoreme 1 est due a
V. Bernik & K. Tishchenko [1], qui, grace a une remarque astucieuse, sont
parvenus a obtenir le résultat suivant.

THEOREME 2 (V. Bernik & K. Tishchenko). Sous les hypothéses du Théo-
reme 1, on a

. n  vn?+416n—8
(3) wi(§) = 7 + 1 :
La démonstration du Théoreme 2, ainsi qu’une nouvelle preuve de 1’esti-
mation (1), se trouve dans le survol [3].
En ce qui concerne 'approximation par des entiers algébriques, le seul
résultat connu & ce jour est dit & H. Davenport & W. M. Schmidt [4]. Son
énoncé fait intervenir la suite (1, ),>2 définie par :

3+5 n+1
2 2

qui apparait également dans notre Théoreme 5.

Vp =2, v3= , Vg =23, Vn:[ } pour n > 5,
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THEOREME 3 (H. Davenport & W. M. Schmidt). Si n est un entier > 5
(resp. sin =3 oud, sin=2) et si & est un réel non algébrique de degré
< (n—1)/2 (resp. <2, <1), alors

wy, (£) > vn.

Les travaux récents de Y. Bugeaud, G. Diaz, M. Laurent, D. Roy et
M. Waldschmidt [2], [5]-[9] abordent ces problemes d’approximation en
reprenant certaines idées de E. Wirsing, mais en utilisant la mesure de
Mahler au lieu de la hauteur naive. Cela apporte une flexibilité permettant
d’obtenir des généralisations du Théoréme 1 — a ceci pres que la minoration
de w} (&) est moins bonne qu’en (2) —, ainsi que de nouvelles informations
sur la taille et le degré des bons approximants des nombres réels. Comme
corollaire de leur résultat principal, M. Laurent & D. Roy [7] ont ainsi montré
que si € est un nombre réel transcendant et si n > 26 est un entier, alors il
existe une infinité de nombres algébriques « vérifiant

(4) 0.001n < deg(a) <n et |¢ —al < H(a) /1000,

Dans le présent travail, nous parvenons a considérablement améliorer
(4), en prouvant (cf. Théoreme 5) que l'on peut en fait obtenir le méme
énoncé avec n/2 au lieu de n/1000 et, surtout, le degré des approximants
a exactement égal a n. Nous montrons également (cf. Théoreme 5) qu'un
tel résultat reste valable si I’on demande en plus aux o d’étre des entiers
algébriques.

La méthode que nous suivons est celle de H. Davenport & W. M. Schmidt
[4]; elle differe notablement de celle de E. Wirsing, laquelle, basée sur
le théoreme de Minkowski, ne permet pas de traiter 'approximation par
des entiers algébriques. Elle consiste entre autres a construire une suite de
polynomes dont on controéle les hauteurs et qui, au contraire de leurs déri-
vées, prennent une valeur petite en £, le nombre réel que ’on souhaite ap-
procher. L’ingrédient nouveau est I’observation que, grace au critere d’Eisen-
stein, nous pouvons supposer ces polynoémes irréductibles, et leur imposer
des contraintes variées.

Notre article est organisé de la maniere suivante. La partie 2 est con-
sacrée a des rappels de géométrie des nombres, qui nous sont utiles dans la
démonstration de notre résultat principal, le Théoreme 4, présentée dans la
partie 3. Du Théoréme 4 découlent de nombreux corollaires, dont les énoncés
détaillés figurent dans la quatrieme et derniere partie.

Remerciements. Les résultats du présent travail ont été obtenus indé-
pendamment par les deux auteurs, qui tiennent & remercier Bernard de
Mathan pour ses nombreuses et pertinentes observations, ainsi que 'arbitre
pour ses remarques judicieuses concernant la présentation de I'article.
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2. Minima successifs d’un convexe de R™. On définit pour un con-
vexe K de R™ et un entier p < n le p-ieme des minima successifs comme
le plus petit réel 7, tel que le convexe 7, K contienne au moins p points a
coordonnées entiéres, linéairement indépendantes. Ainsi, si le convexe K est
défini par un systéeme d’inéquations

[filzy, .l < 1

’fn(l'l, e ,.%'n)’ S 1,
ou les f; sont des polynémes linéaires homogenes, alors le p-ietme des minima

successifs de K est le plus petit réel 7, tel que le systeme

|f1($1,... ,.Z'n)’ < Tp,

’fn(xlv"' 7mn)| é Tp

possede p solutions entieres linéairement indépendantes.

2.1. La méthode de H. Davenport & W. M. Schmidt. Soit n > 2 un entier
et soit £ un nombre réel qui n’est pas algébrique de degré < (n—1)/2. D’apres
les travaux de H. Davenport & W. M. Schmidt [4], il existe une infinité
de réels positifs Y arbitrairement grands tels que le n-ieme des minima
successifs du convexe défini par

{ | 1E" 7+ € x| S YT

(K(Y)) T <Y (m=1,...,n—1)

est majoré, a une constante multiplicative pres, par Y9 avec g, = n/v, —1,

ou la suite (,),>2 est définie dans l'introduction. Ainsi, pour de tels Y, il

existe une constante ¢, ne dépendant que de £ et de n, et n polynomes de

degré au plus n — 1, linéairement indépendants et a coefficients dans Z
P;(X) :xg)_anfl—l—...—l—xgi)X—i—xéi) (i=1,...,n),

tels que, pour 1 < i <n,

(5) |Pi(§)] < cYirenTm,

(6) H(P) < eytten,

Grace a cela, H. Davenport et W. M. Schmidt ont prouvé le Théoreme
3, énoncé dans l'introduction.

2.2. Une autre majoration du n-iéme des minima successifs. Dans tout
ce qui suit, la constante numérique sous-entendue dans < (resp. dans <)
ne dépend que de n et de £ (resp. que de n, & et €).
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Outre I’estimation de H. Davenport & W. M. Schmidt, on peut également
donner une majoration du n-ieme des minima successifs du convexe K(Y')
en fonction de w,_1(§) :

LEMME 1. Soient € > 0, n > 2 un entier et & un nombre réel non
algébrique de degré au plus n — 1. Alors le n-iéme des minima successifs
(YY) de K(Y) vérifie

wy—1(§)—n+1

(n—1) TFw,, _1(&) +5_

(Y)Y

Démonstration. Soit Y > 0 un entier et notons 71 (Y") (resp. 7,(Y))

le premier (resp. dernier) des minima successifs de K(Y"). Il existe donc un
polynome P a coefficients entiers, de degré au plus n — 1, tel que

PO <n(Y)Y'™™ et H(P)<n(Y)Y.

D’apres la définition de w,,—1(§), comme € est un nombre réel strictement
positif, on a pour tout polynoéme ) a coefficients entiers, non nul et de degré
au plusn —1,

Q)] >. H(Q) (&)=,

On obtient donc,
(r(Y)Y) w10~ «_m(Y)YI™",

c’est-a-dire
wy_1(&)—n+1

n(Y)>. Y Teea®

De la majoration 74 (Y) ... 7,(Y) < 1 et de la minoration de 71 (Y") on déduit
alors que
_ Wy 1 (§)—n+1
r(Y) < YT TR T,

REMARQUE. Cette majoration du n-ieme des minima successifs ne donne
pas un exposant indépendant de £, au contraire de celle de H. Davenport
& W. M. Schmidt. Elle est triviale pour les réels ¢ vérifiant w,,_1(£) = oo :
de tels nombres existent et forment un ensemble non dénombrable (cf. par
exemple [12]).

3. Résultat principal. L’objet de cette partie est la démonstration du
résultat suivant, qui constitue notre théoreme principal.

THEOREME 4. Soient & un nombre réel et n > 2 un entier. On suppose
qu’il existe un réel p,, et des nombres Y arbitrairement grands pour lesquels
le n-iéme des minima successifs du convexe K(Y') vérifie

T (Y) < Y.
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Alors il existe une infinité de nombres algébriques (resp. d’entiers algéb-
riques), « réels de degré exactement n — 1 (resp. n) tels que

H(a) _n/(l‘f'Qn)
k-l <log H<a>> |

Démonstration. D’apres la définition de 7,(Y'), il existe n polynémes
(P;)1<i<n & coefficients entiers, de degré au plus n— 1, linéairement indépen-

dants vérifiant (5) et (6). Comme les polynomes sont linéairement indépen-
(@)

dants, il existe un indice i tel que z;” soit non nul, et 'on peut supposer

que 7 = 1. On note alors p le plus petit nombre premier ne divisant pas :L'((]l).

D’apres le théoreme des nombres premiers, on a

1
(7) <K Iogxé ).

On va alors construire un polynéme p-d’Eisenstein, dont la valeur est petite
en £ et dont la valeur de la dérivée est grande en &.

Soit d > n — 1 un entier et considérons le systeme de n équations a n
inconnues (0;)1<i<n suivant :

€4 p(01PL(E) + ...+ 0,Py(€)) = p(n+ 1)eY2nH1

d§"~ + (B P() + ...+ 6. PL(€) = pY T2 +p D P9,

1<i<n

Orz) + . 40,2 =0 (m=2,...,n—1).
Comme les P; sont linéairement indépendants, il s’agit d’un systeme de
Cramer, qui admet donc une unique solution réelle. On approche le n-uplet

solution (61, ...,60,) par un n-uplet entier (t1,...,t,) tel que |6; —t;| < 1 et
on pose

Tm :tlx%) —|—...+tnx$g) pour m =0,...,n— 1.
On considere alors le polynéme suivant :
PX)=X%4+pxp 1 X" 4. 421X +x0)
= X"+ pt1 Pi(X) + ...+ t, P (X)).

Pour qu’il soit p-d’Eisenstein, il suffit de vérifier que son coefficient con-
stant, en 'occurrence p(tlxél) + ...+ tnx(()n)), n'est pas divisible par p?
car son coefficient dominant est congru a 1 modulo p. On fixe alors un
(n — 1)-uplet (t2,...,t,) et il reste deux choix pour ¢1, que 'on peut noter
tip et t1,1 = t1,0 + 1. Comme p ne divise pas x(()l), I'un des deux entiers
tLox(()l) + ...+ tnx(()n) ou tmx(()l) + ...+ tnx(()") n’est pas divisible par p; on
peut par conséquent choisir ¢ de sorte que le polynome P soit p-d’Eisenstein.
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En outre, le polynéme P vérifie la propriété suivante :
P(&) = &1+ p(t1 Pr(§) + ... + ta Pa(€)),
donc, d’apres (5) et la premiere équation du systéme, on a
(8) 0 < P(¢) < pyen—ntl,
D’autre part,
P'(&) = g™ +p(t PI() + ... +ta P (€)),

donc, d’apres (6) et la deuxieme équation du systéme, on a

(9) P'(&) < pYy'ten,
et
(10) P'(&) > pytten,

Enfin, grace a (6) et a la derniere série d’équations du systeéme, on obtient
(11) || < YT pourm=2,...,n—1;
donc, compte tenu de (9) et (11),

(12) 71| < YiTen,
Comme, de (8), (11) et (12), découle
(13) |./L'0| < Y1+Qn’

on obtient finalement
(14) H(P) < pY'ter,

Il existe donc une racine réelle o de P, c’est-a-dire un entier algébrique de
degré n, telle que

P(§)
P'(E)
car P'(z) > pY1T¢ pour |z — £| < 1. Or d’apres (7), (13) et (14),

H(a) < Y'* e logV,

0<|§—0¢\<<‘ '<<Y",

donc finalement,

H(a) > —n/(1+on)

°<'5‘“'<<(1ogﬁ<co

Pour conclure, il suffit de choisir d = n — 1 (resp. d = n) dans le cas de
Papproximation par des nombres (resp. par des entiers) algébriques. m
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REMARQUE. En prenant d = n+ 1, on démontre qu’il existe une infinité
d’entiers algébriques de trace nulle o, de degré n + 1, tels que
H(a) —n/(1+0n)
0<|é—o| K| ——= .
S )
Le majorant étant toujours le méme, on voit que le parametre qui entre en
jeu est le nombre de coefficients libres du polyndéme minimal de a.

4. Application a Papproximation des nombres réels

4.1. Un complément au Théoréme 3. D’apres les travaux de H. Dav-
enport & W. M. Schmidt, on peut appliquer le Théoreme 4 a la suite
on = n/vy, — 1, ou l'on rappelle que (v,)n>2, définie dans I'introduction,
est donnée par vy = 2, v3 = (3++/5)/2, vy = 3 et v, = [(n +1)/2], pour
n > 5. On obtient alors le résultat suivant :

THEOREME 5. Soient n > 5 (resp. n =3 ou 4, n = 2) un entier et & un
nombre réel, non algébrique de degré au plus (n — 1)/2 (resp. au plus 2, au
plus 1). Alors il existe une infinité de nombres algébriques (resp. d’entiers
algébriques) « réels de degré exactement n — 1 (resp. n) tels que

0< € —al < H(a) " (logH(a))".

4.2. Approrimation presque sure et approzimation des nombres algé-
briques. Pour tout réel ¢ > 0, on peut, d’aprés le Lemme 1, appliquer le

Théoreme 4 avec
n
n=Mmn—-111——— ) +¢,
¢ ( )< 1+wn—1(§)>

afin de minorer w!,(§) en fonction de w,, (&).

THEOREME 6. Soit n > 3 un entier. Soit & un nombre réel qui n’est pas
algébrique de degré < n — 1. Alors
W, — 1
wlie) > L
Wn—-1 (5) —n+2
En outre, pour tout réel € > 0 fixé, il existe une infinité d’entiers algébriques
a réels de degré exactement n tels que

wy—1(6)+1
0<|¢—al <H(a) wrr@-mm2Te,

Résolvant une conjecture de Mahler, V. G. Sprindzuk [13] a démontré
que, pour presque tout nombre réel transcendant £ — au sens de la mesure
de Lebesgue — on a w,_1(§) = n — 1. Du Théoreme 6 découle alors le
corollaire suivant.
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COROLLAIRE 1. Soient € > 0 un réel et n > 2 un entier. Pour presque
tout nombre réel &, il existe une infinité d’entiers algébriques o réels de
degré exactement n tels que

0<|¢—al <H(a) "=
En particulier, nous avons w),(§) = n pour presque tout &.

Concernant ’approximation des nombres réels algébriques par des nom-
bres algébriques de plus petit degré, W. M. Schmidt a montré [10], comme
conséquence de son célebre théoreme du sous-espace, que si £ est un nombre
réel de degré d, alors, pour tout entier n < d — 1, on a w,(§) = n. Grace
au Théoreme 6, on retrouve le corollaire suivant qui se déduit aisément des
Théoremes 7J et 7K de [10].

COROLLAIRE 2. Soient € > 0 un réel et n > 2 un entier. Soit & un
nombre réel algébrique de degré > n, et qui n’est pas un entier algébrique
de degré n. Il existe alors une infinité d’entiers algébriques o réels de degré
exactement n tels que

0<|¢—al <H(a) "=

. e
En particulier, nous avons w,,(§) = n.
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