Drei Uberdeckungssitze der allgemeinen Mengenlehre.
Von
Alfred Tarski (Warszawa).

Vor einigen Jahren hat 8. UTam einen Uberdeckungssatz von
allgemein mengentheoretischem Charakter bewiesen; dieser Natz
wurde spiter von W. Sierpinski erheblich verallgemeinert ). Tm
vorliegenden Artikel mochte ich zwei Sitze fhnlicher Natur auf-
stellen.

Es sollen hier zunichst gewisse Begriffe aus der Arithmetik
der Kardinalzahlen definiert werden, die zur bequemen Formulie-
rung der in Rede stehenden Siitze erforderlich sind.

Definition 1. Wir wollen sagen, dof die Kardinalzahl n
von der Kardinalzahl m aus stark erreichbar ist, wenn n
2u jedem System K von Kardinalzahlen gehért, das folgenden Bedin-
gungen geniigt:

(i) meRK;

(ii) st peRk und p=q, so ist auch qeR;

(iii) dst jedem Blement p einer Menge P mit der M éiehtigheit
= . . . E Y
P=peQR eine Kardinalzahl q,€R zugeordnet, so ist auch queﬁg

s . ) Lo peL
(iv) st peR wnd ist q die auf p ndichstfolgende Iardinalzahl,
so0 st auch qef.

1) Vel. 8. Ulaw, Zur Maptheorie in der allyemetnen Mengenlehre, Fund,
Math. 16 (1930), 8. 145, sowic W, Siaer pinski, Swr wn théoréme de recouvrement
dans la théorie générale des ensembles, und. Math. 20 (1983), 8. 214 1. (oder das
Buch von demselben Vorfasser Hypothise du contin, Monogr. Matom. 4, War-
szawa-Liwéw 1034, 8. 152 ff.).
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Definition 2. Wir wollen sagen, dap die Kardinalzahl n
von der Kardinalzahl m aus schwach erreichbar i8t, wenn 1
zu jedem System von Kardinalzahlen gehort, das den Bedingungen

(1)-(iii) aus Definition 1 sowie folgender Bedingung geniigt:

(iv) ist peR und qef, so ist auch plef 1).

Aus diesen Definitionen ersieht man sofort, daB jede von der
gegebenen Zahl m>2 aus stark erreichbare Kardinalzahl i zugleich
schwach erreichbar ist. Das Problem, ob auch die Umkehrung dieses
Satzes gilt, ist nicht einmal in dem einfachsten nicht trivialen Fall:
m==48, und n=2% entschieden; eine Losung dieses Problems, und
zwar in positiver Richtung, ergibt sich offenbar aus der Cantor-
schen Alefhypothese:

2= p, flir jede Ordnungseall a.

Der Uberdeckungssatz von Sierpinski (in einer etwas verall-
gemeinerten und verénderten. Form) lautet nun folgendermaBen:

Erster Uberdeckungssatz. Bs seim eine unendliche Kardinal-
zahl, N eine Menge und S ein Mengensystem, die folgenden Bedin-
gungen geniigen: :

(i) die Mdichtigheit N=n ist von m aus stark erreichbar;

(ii) jedes System TCPt(N)—S8 2) von nichi leeren paarweise
fremden Mengen hat eime Mdichtigkeit <m;

(iti) NC D 'X.
XedN
Unter diesen Voraussctzungen gibt es ein System MCS mit einer
Michtigheit <m, so dap NC D'X.
Xem

1) Iis besteht ein enger Zusammenhang zwischen den eben definierten Be-
griffen und den Begriffen einer im weiteren und im engeren Sinne unerreichbaren
Kardinalzahl, die in meinem Aufsatz Uber wnerreichbare Kardinalzahlen,. dieser
Band, 8. 68 ff,, erortert werden. Und zwar ist eine Zahl n dann und nur dann
von, der gegebenen Zahl m aus stark, bzw. schwach, erreichbar, wenn es keine
im weiteren, bzw. im engeren, Sinne unerreichhare Kardinalzahl gibt, die >m
und, = ist.

2y Mit P#(N) hezeichnen wir die Potenzmenge von N, d.h. das System
aller Teilmengen der Menge N.
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Dieser Satz wurde von W. Sierpinski nur fie n=8, formuliert

und bewiesen, der Beweis hievon kann aber fast wortlich aof den

allgemeinen Fall tbertragen werden. Die Nierpinskische Formuy-
lierung dieses Satzes unterscheidet sich von der hier angegehenen
noch in gewissen anderen Einzelheiten; es 146t sich aber ganz leicht
nachweisen, daf beide Formulierungen dquivalent sind (davon wird
iibrigens noch weiter unten, 8.150f, die Rede sein).

Der Anwendungsbereich des ersten Uberdeckungssatzes ist
durch die Bedingung (i) wesentlich eingeschrinkt; ist z B. m=g,,
so gilt der Satz fiir die Mengen N mit den Michtigkeiten Sy, R, ...,R,
usw., dagegen kann er (ohne zusitzliche Hypothese) nicht mehr auf

Mengen mit den Michtigkeiten 2%, 22 usw. angewoendet werdon.
‘ Bs wird uns nun gelingen, in den zwei weiter unten aufgostellton
Uberdeckungssiitzen diese Bingchrimkung zu beseitigen und zwar
in der Voraussetzung (i) das Worti ,stark” durch ,schwach® zu er-
setzen, wobei wir aber gezwungen sein werden, entweder die Voraus-
setzung (ii) des oben angegebenen Satzes zu verstirken oder dessen
Behauptung abzuschwiichen.

Dem beiden Uberdeckungssitzen schicken wir eine Hilfsdefini-
tion und eine Reihe von Hilfssitzen voraus.

Hilfsdefinition 1. Mit Q(m) bezeichnen wir das System aller
Kardinalzahlen n, die folgender Bedingung geniigen: Ist N eine Menge
mit der Mdichtigheit n und S ein Mengensystem, derart dof

(i) das System Pt(N)—8 keine 2wei nicht leere fremde Mengen
als Hlemente enthilt,

(i) ¥C D'x,

XeS
$0 gibt es ein System M C8 mit einer Michtighkeit <m, so daf N sz;\f.
. ) . .xYﬁ' Z’I
Hilfssatz 1. Hs gilt: meQ(m) fir jede Kardinalzahl .
Beweis. Bs sei N=m und N CZ‘X. Jedem Element neN

i XeS
ordnen wir (mit Hilfe des Auswahlaxioms) eine bestimmto Menge

F(n) zu, fir die ne F(n) und F(n)eS gilt, und sotuon: M= /f [neN]Y).

()
1) Der symbolische Ausdruck von der T'orm E’Lgﬂ(m)] hezeishnet die Menge

‘ S 1)
aller Werte der Funktion f, die denjenigon Arvgumentworten w ontsprechen,
welche die Bedingung g(x) evfitllen.
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Man hat offenbar MCS und N CZ‘X. Die Menge N wird ferner
XeM v

durch’ die TFunktion F auf das System M eindeutig abgebildet;

nach einem wohlbekannten Satz (der in vorliegenden Betrachtungen

vielfach angewendet wird)?) ist also M<N=m. Auf Grund der

Hilfsdefinition 1 ergibt sich daraus, da meQ{m), w.z.b. w.

Hilfssatz 2. Ist peQ(m) und p>=q, so ist auch qeQ(m).

Beweis. Eg sei F:q; S sei ein Mengensystem, das die
Bedingungen (i) und (i) der Hilfsdefinition 1 erfiillt. Da p>=q, gibt
es offenbar eine Menge N'ON mit der Michtigkeit N =p. Wir
getzen:

(1) S'=['[XeS wnd YCN'—N]+ PN —N).
Xl ¥

Wie leicht hieraus ersichtlich, gibt es keine zwei nicht leere
fremde Mengen Z, und Z,, die dem System Pt(N')—S8' angehoren,
denn sonst wiirden ja X;=2Z;-N und X,=Z, N zwei nicht leere
fremde Mengen des Systems P#N)—S sein. Nach (1) ist ferner
N'C X'Z. Da hiebei N'=peQ(m), so existiert laut der Hilfs-

ZeS L .
definition 1 ein System M'CS’, so daf M’'<m und N’CZZ.
: ZeM’
Aus (1) folgt, daB jeder Menge ZeM' (und allgemeiner jeder Menge
Ze8'), die nicht in N'— N enthalten ist, eine Menge Z*eS zugeornet
werden kann, so daB Z—(N'—N)CZ*. Setzt man nun:

M=[T12:M wnd Z—(N'—N)+0),
7% '
g0 kann man ohne Schwierigkeit nachweisen, dag MCS, M<M' <m
und N :
N=N—(N'—N)C D Z—(N'—N) C X
ZeM XeM

Im Rinklang mit Hilfsdefinition 1 ist aber dadurch gezeigt,
daB N=qeQ(m), w.z b.w.

L] V;:l; 4 B meine Arbeit Sur les classes d’ensembles closes par rapport
& certaines opérations dlémentaires, Fund. Math. 16 (1930), 8.197 £, (Lemme 112).
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Hilfssatz 3. Hs sei peQ(m); N sei cine Menge und S ein
Mengensystem derart, daf

(i) PHDN)—S keine zwei nicht leere fremde Mengen als Elemente
enthdlt.
Gibt es dann ein System PCS mit einer Michtigkeit - p,
so daff N Cz';Y, so gibt es auch e¢in System MCS mit ciner
XeP )
Michtigkeit <m, so daff N C‘Z‘X.
XeM

Beweis ). Mit Hilfe des Wohlordnungssatzes ordnen wir die
Mengen des Systems P in eine transfinite Ifolge Xo, Xy,..., X

vom Typus a und bezeichnen mit P’ das System, das aus allen nicht

leeren Mengen von der Form N -(.A.’g-——2‘.’¥,,), O0=ié<za, bostold.
ie§

Wie leicht ergichtlich, ist P’ ein System von paarweise fremden

Mengen und es gilt:

(1) N=N.2/'X xZ'X,

Xe Xel”
(2) P=p<P<y.

Da nach der Voraussetzung des Hilfssatzes 3 peQ(m), so
ergibt sich aus (2) auf Grund des Hilfssatzes 2, daB
(3) P'=yp'eQ(m).
Es sei & das System aller Mengensysteme 2'C P, die folgendor
Bedingung geniigen: es gibt eine Menge ZeS, so daB 2'XC Z.
) ) XeT
Nehmen wir an, T, und 7, seien zwei nicht leere elementfremde
Teilsysteme von P’, die nicht zu § gehsren. Da P’ aus nicht leeren
paarweise fremden Teilmengen von N besteht, so sind auch Y. 1=2‘X
— . ) XeT
und Y2=zz zwel nicht leere fremde Teilmengen von N. Aus der
Xel,
1 .Die Beweise der Iilfsgitze 3 und 5 sind in allgameinen den Bewaisen
mmlog, die von W. Sierpifiski, loe. cit., angegoben wurden. Die Grundides des
Beweises von Hilfssatz 3 geht ant 8. Banach suriiek; vgl, 8. Banach, Ther

additive MapBfunltionen in abstrallen M engen, Mand, Math, 18 (1080), S, 07 1,
ingbesondere 8. 100 f. :
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Definition von § folgt ferner, da Y, und Y, zu S nicht gehoren
(und sogar in keiner Menge ZeS enthalten sind). Das System
Pt(N)—S enthilt also als Elemente zwei nicht leere fremde
Mengen Y, und Y, den Voraussetzungen des zu beweisenden
Hilfssatzes entgegen. Dadurch ist unsere Annahme widerlegt und
Folgendes nachgewiesen:

(4) wsind Iy und T, zwei nicht leere elementfremde Teilsysteme
von P’, so mufB mindestens eines von ihnen dem System &
angehdren.

Da P aus den Mengen X und P’ aug den Mengen

N-(A‘»‘@-*Z Af,,) besteht, so ist jede Menge von P’ in einer Menge

i("f . . P
von P und demnach in einer Menge von S enthalten. Gehort also
eine Menge Y zu P’, so gehort das System T={Y} ') zu §

(weil es ecine Menge ZeS gibt, so daB ZVX =YCZ). Daraus
.AYE"

folgt, dag

(5) B L i

Ted

Wir wenden nun Hilfsdefinition 1 an, wobei wir N, n und §
beziehungsweise durch P’, p’ und & ersetzen; aus (3)-(5) ergibt
gich dann die BExistenz eines Systems &/, so dafl

P’cZ‘T.

Tedl

(6) orCs, di<m  und

Auf Grund der Definition von § und mit Hilfe des Auswahl-
axioms kann man jedem System T, das zu § und insbesondere
zu &N gehort, eine Menge F(T) zuordnen, derart daB

(7) F(T)eS und D XCF(T) fir jedes Tes.
XeTl
‘Wir getzen nun:
(8) M= [ reon.
F(T)

1y Mit dem Symbol ,{¥}* bezeichnen wir die Menge, die aus dem einzigen
Element ¥ besteht.
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Aus (6)-(8) gewinnt man leicht: M CS, M < d<m und
\ U . e . . T
2){ CZ A; mit Ricksicht auf (1) ergibt die letzte TFormel:
XeP’ Xel
N Cz X. Das System M hat somit alle gewiinschten igenschatter,
XeM
und der Beweis igt zu Ende gefiihrt.

Bemerkung. Hilfssatz 3 bleibt giiltig, wenn man sowohl in
Hilfsdefinition 1 als auch im Hilfssatz selbst die Bedingung (i)
folgendermafen verallgemeinert:

(i) jedes System TCPEHN)—S von paarweise fremden, bew. von
nicht leeren paarweise fremden Mengen hat eime Michbigheit <q
(wobei q eine beliebige vorgegebene Kardinalzahl ist).

_ Der Beweis des Hilfssatzes wird dabei keiner wesentlichen
Anderung unterworfen.
Hilfssate 4. Ist peQ(m) und qeQ(p), so st auch qeQam).
Beweis. Es sei N eine Menge mit der Michtigkeit q und &
ein Mengensystem, das den Bedingungen (i) und (i) der FHilfsdefi-
nition 1 geniigt. Da qeQ(p), so gibt es laut der Hilfsdefinition 1
ein System PCS, so daB P<p und N CZ‘X. Da ferner peQ(m),
Xel?
so ergibt sich hieraus auf Grund von Hilfssatz 8 die Existenz cines
Systems MCS, das die Formeln: M<m und N CZ‘X ortillt.

Xe
Wendet man nun Hilfsdefinition 1 zum zweiten Mal an, so kommt

man zum SchluB, daB qeQ(m), w.z. b. w.

Hilfssatz 5. Ist P=peQ(m) und ist jedem Blement pelP eine
Kardinalzahl qeQ(m) zugeordnet, so ist queﬁ(%m). Ist dabei
pel
mz=R,, 80 ist 2‘qpe£z(m).
pelP

Beweis. Wir betrachten eine Menge N mit der Miachtigkoit

Y . O . . e . :
éqp und ein Mengensystem S, das den Bedingungen (i) und (ii)
pepP

pepr
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. W P N
Teile derart zerlegt werden: N =2Q daB Q,=q, fiir jedes pe P ist.

!

p(’:P . .
Unter den Summanden Q, kommt hichstens eine nicht leere Menge
vor, die ni¢cht zu S gehort, etwa die Menge Q. Wir setzen:

Py=[[peP und Q,+Q,1.
QP

s ist offenbar: P'CS, P <p und N ——QPOCZYX ; da hiebei
Xe P’
peQ(m), 50 gibt es nach Hilfssatz 3 ein Mengensystem M, derart daf

N—q, CZ’X.

XeM,

(1) M,CS, M <m und

Anderseits ist (—Q_p“:qpue LQ(m) und QPUCZVX ; laut der Hilfs-
XeS
definition 1 (fir N=¢, und n=q,) gibt es also ein System M, mit
folgenden Rigenschaften:

o oMM und Q . CZ‘X .
XeM,

(2) M,CS,

Setzt man nun: M=M,+M,, so gewinnt man sofort aus (1)

und (2): MCS, M<2m und N CZ‘X (im Falle, wenn alle Mengen
XeM
Q,, peP, zu 8 gehoren, ergibt sich die Existenz eine_s Systems M
Vgl’l dieser Beschaffenheit direkt aus Hilfssatz 3). Im Einklang mit
Y
Hilfsdefinition 1 (fiir n=_Y'q,) folgt hieans sofort, dad Dq,eQ(2-m);
peP i pEP . '

ist dabei m>=8,, so ist bekanntlich 2-m=m und demnaehz, 0,€ Qm),
w. z. b. W. ~ peP

Hilfssatz 6. Ist P eine Menge mit der Mdchtigkeit p und N
¢ine M enge mit der Mdchtigkeit 2%, so kann man jedem Element pE.P
swei nicht leere clementfremde Mengen Npo und Np,1 in der Weise

auordnen, daf: ‘

(i) Npot+Npi=N fir jedes pelP st

(ii) far jede Funkiion f, deren V orbereich P ist und deren Nach-
bereich aus den zwes Zahlen O und 1 oder nur aus ewner dieser Zahlen

besteht, der  Durchschnitl [ I N hochstens ein Element hat.
peP
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Beweis. Bemerken wir zunéchst, daf das Mengensystem Pp)
dieselbe Michtigkeit, nimlich 2°, wie dic Menge N hat; es gibt
demnach eine Funktion ¢, die dieses System in eineindoutiger Weise
auf die Menge N abbildet. Wir setzen nun: :

(1) Npo={'[peX und XCP] und Npu=[1lp non ¢ X und XCP
y(x) o)
tir jedes peP.
Hieraus erhélt man. sofort:
(2) Npok0, Np 10, Ny - N, 1=0 und Ny o-+-Np, =N fiir jodes peP.
Betrachten wir jetzt eine beliebige Funktion f, deren V()I';

bereich P ist und deren Nachbereich hochstens aus don zwei Ziahlen,
0 und 1 besteht. Nehmen wir an, daf

(3) der Durchschnitt [ l Ny, pp zwei verschiedene Blemente gy n,

enthils. B

Nach (2) und (3) sind n, und n, Blemente von N. Iy gibt dem-
nach zwei Mengen X, und X,, so daB
(4) X,CP, X,CP, Py )=mn, und 9(Xp)=m,.

Mit Riicksicht auf die Eineindeutigkeit der Funktion ¢ miissen
dabei die Mengen X, und X, verschieden sein. Kine der Differenzen
X, —X, und X,— X, sagen wir Xy — Xy, ist also nicht leer. Bs sei
(5) P eX; —X,,

11 ’ v
(d.h. p'eX; und p’ noneX,). Aus (1), (4) und (5) ergibt sich, dag
(6) €Ny o  und Np 6 Npy 1.

' Au,s /(3) folgt ferne.r, daB n, und n, zu Ny gehoren, Da
hiebei f(p )=0 oder =1 ist, so gehoren die Elemente 7y und n, ent-
weder beide zu N, o oder beide zu N 1. Auf Grund von (6) schlieBen

wir hieraus, daB die Mengen N #,0 und Ny,( nicht fremd sind; das
steht aber im Widerspruch zu (2).

Dadurch ist die Annahme (3) widerlegt, und es gilt:

(7) fur jede TFunktion f, deren Vorbereich P ish und deren
Na.chberg;gh héchstens aus 0 und 1 besteht, hat der Durch-
schnitt [ [N mfp hochstens ein Blement.

nepP

Mit Riieksicht auf (2) und (7) ist damit Hilfssatz 6 bowiesen.
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Hilfssate 77%). Bs gili: 2°eQ(p-+1) fir jede Kardinalzahl p
wnd insbesondere 2°¢ Qp) fir p=8,.

Beweis. Hs sei N=2°; 8 gei ein Mengensystem das die
Bedingungen (i) und (i) der Hilfsdefinition 1 erfiillt.

Jedem Element peP ordnen wir zwei Mengen N, o und N,
zu, die den beiden in der Behauptung des Hilfssatzes 6 angegebenen
Bedingungen (i) und (ii) gentigen. Da N, o und N, i zwei nicht leere
clementiremde Teilmengen von N sind, so muB eine von ihnen
zu S gehoren. Wir definieren nun eine Funktion f in folgender Weise:
ist pe L’y 80 selzen wir f(p)=0 oder =1 je nachdem, ob N, zu S
gohort oder nicht. s folgt darvaus, daf

(1) Np,1-ppeS

Da nach der Bedingung (i) des Hilfssatzes 6 Np 1 pqm+Np =N
fiiv jedes pel” ist, wo erhalten wir auf Grund der Regeln des Mengen-
kﬂll klllS M l '

(2) Ne= DNptpn+ [[Nonn

pepr PeEP

fiir jedes pelP.

Nach der Bedingung (ii) des Hilfssatzes 6 hat dabei der Durch-
gehnitt 1 /N i hochstens ein Element; da N CZ‘X , S0 ergibt
7)61; XeS

sich hieraus die Hxistenz einer Menge X, derart dal

]_[Np,f(p)CXo-

Die Formeln (2) und (3) ergeben sofort:

Y. cd
(4) ,ch Np -+ Xo.
peP )
Wir bezeichnen jetzt mit M das Mengensystem, das aus allen
Mengen N, i pp, sowie aus der Menge X, besteht; auf Grund

von (1), (3) und (4) gewinnen wir: MCS, M<p-+1 und NCQX.

XeM
Durch Anwendung der Hilsdefinition 1 (ffir m=p+1 und n=2°)
schlieBen wir hieraus, daf 2°PeQ(p--1). Ist.p>=N, und demnach
p==p-}-1, 8o haben wir schlieflich: 2Pefy(p), w. z. b. w.

(3) XoeS  und

1) Dieser 1lilfssatz (in einer anderen Formulierung) wurde schon frither
wnabhiingig vou 8. Ulam und vom Verfasser gefunden; vgl. 8. Ulam, op. cit.,
4,146 (Satz | und Anmerkung 1)).
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Hilfssatz 8. Ist mz=N,, pel(m) und qelQ(m), so 45t pTeQ(m).

Beweis. Ist pT<<®, 80 ist m>p? und folglich, nach Hilfssitzen 1
und 2, pTeQ(m). Ist aber p'=8,, so ist auch p-g=8y; darany folgt,
wie bekannt, daBl p-q=p oder =q ist, wonach, gemifl den Voraus-
setzungen des Hilfssatzes 8, p-qeQ(m). Nach Hilfssatz 7 haben
wir ferner: 2*%e¢Q(p-q), da p-q+1=p-q ist; durch Anwendung des
Hilfssatzes 4 bekommen wir hieraus: 2*%¢Q(m). SchlieBlich igt
2*>p und demnach 2*%=(2°)1=p" auf Grund von Hilfssatz 2
ergibt gich daraus wiederum: p*eQ(m), w. z. b. w.

Hilfssatz 9. Ist m=R, und ist die Kardinalzahl n von m aus
schwach erreichbar, so ist neQ(m).

Beweis. Bs geniigt zu bemerken, daf day System R=Q(m),
den Hilfsséitzen 1, 2, 5 und 8 zufolge, alle Bedingungen der Defi-
nition 2 erfiillt und da8 demnach jede von m aus schwach erreich-
bare Kardinalzahl zu diesem System gohort,

Bemerkung. Hilfssitze 8 und 9 konnen auch auf endliche
Kardinalzahlen erstreckt werden, wenn man nur in ihren Behaup-
tungen ,,Q(m)“ durch ,,Q(m--1)¢ ersetzt. Der Beweis fir endliche
Kardinalzahlen grindet sich auf Hilfsséitze 2, 4 und 7.

Hilfssate 101). Es seien m und q 2wei Kardinaleahlen, N eine
Menge und 8 ein Mengensystem, die folgenden Bedingumgen gendigen:

(i) m>2'2" und  Mm=No;
poq
(ii) jedes System TCPE(N)—S wvon wicht leeren paarweise
fremden Mengen hat eine Mdichtigheit <q;
(itl) NC 'X;
XeS
(iv) ist YCN wnd isi YnonC DX fir jedes System MCS
XeM
mit ewner Mdchiigheit <m, so gibt es eine Menge ZCY, derart daf
sowohl Z mon CZA als auch Y —Z non CZ
o XeS XeM
MCS mit einer Michtigheit < m.
Unter diesen Voraussetzungen gibt es ein System MCS
Ma(’lu‘v,glmt <m, so daff N CZ X.
J— .X'e]'l

1) Hllfsmtze 10 und 11 hingen mit gewissen Krgebnissen vou 8. Ulam,
L. citi, 8. 147 £f. (Satz 2 und Satz 3) zussanmen, sind. aber viel allgemeiner Natur,

fiir jedes System

mit einer
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Beweis. Wir bezeichnen mit I das System aller Mengen Y,
(11@ folgender Bedingung geniigen: es gibt ein System MCS, so daB
M <m und YCz X. Aus dieser Definition ergeben sich leicht

XeM
folgende Higenschaften des Systems I:

(1) Oel und SCI.

(2) ist Yel und ZCY, so ist auch Zel;

(3) ist M'CI und J?i’gm, so ist auch ZYeI.
: YeM’

Wir wollen. beispielsweise (3) begriinden. Jeder Menge YeI und
ingbesondere jeder Menge YeM' entspricht ex definitione ein System

MyCS, derart. daB lef; <m und YCZX. Bs sei M =2M'y.
XeMMy, YeM’

M'C8S, ﬁgm-ﬁ<m-m=m (da m>

Svey | Sa- 3,

YeM’' YeM' XeMy, XeM

By gilt dann: X)) und

wonach, im Einklang mit der Definition von I, ZerI.
YeM’
Auf Grund der Voraussetzung (iv) kann man (mit Hilfe des
Auswahlaxioms) jeder Menge YCN eine Menge F(Y) zuordnen, die
folgende Bedingungen erfiillt:

(4) P(Y)CY  fiir jedes YCN;
(5) ist YCN und Y nonel, soist weder F(Y)el noch ¥ —F(Y)el

[ist ¥YCN und Yel, so kann man einfach F(Y)=1Y setzen].
s sei a eine beliebige Ordnungszahl. Mit @, wollen wir das
System aller Funktionen ¢ bezeichnen, deren Vorbereich gleich

E [<a] ist und die nur zwei Werte 0 und 1, bzw. nur einen die-

si&r ‘Werte, annehmen (d.h. das System aller Folgen vom Typus a,
deren Glieder 0 oder 1 sind). Ist pe®, und B<a, so soll ¢® die-
jenige Funktion ¢'e®; bezeichnen, die durch die Formel: (&)= @(£)
fir jedes &< f bestimmt ist (die Folge @@ ist also entweder ein
Abgehnitt der Folge ¢ oder mit ¢ identisch).
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Wir ordnen jetzt durch Rekurrenz jeder Funktion ¢e@,
(a eine beliebige Ordnungszahl) eine bestimmte Menge Xy zu; und
zwar setzen wir:
(6) X,=N  fir
[das System @, besteht offensichtlich aus einer einzigen Kunktion ¢,
nimlich aus der ,Jleeren® Funktion];
(7) ist  @e@uy, .Xm:[!’(Xq)(u))
je nachdem ob g@(a)=0 oder =1 ist;

pe®y

W) 1uf Jor =— \" T\
80 ist oder m‘l(p(u) ]!(.l(p((,)),

(8) ist o eine Limeszahl, so ist A’q):—: / / X(p(g

]

Durch ein leichtes Induktionsverfahren gewinnt man hieraus:
(9)  ist « eine beliebige Ordnungszahl und gDy, 80 ist ,\TmC Xg)(m:uN ;
ist, allgemeiner, azf, so ist A,’q‘CL\_’q‘((;).

Man hat ferner:

\

(10) ist a=p, pebe, peP, und (p("".:{:y), CIVI T O WP WP/

Um dies nachzuweisen, bezeichnen wir mit y die kleinste
Ordnungszahl p, so dall g(y)==y(y). Bs ist also @(&)==p(§) fix &y
und demnach ¢ =y0; da pW=p=p@, o mub >y und aZpz=y+1
sein. Es ist ferner entweder ¢(y)=0 und p(y)=1 oder umgekehrt.
Im ersten Fall erhiilt man aus (7):

X g=PX ) wnd X pey=X,0—FL ),

im zweiten aber A(P(,,H)_A (,.)mlf(l e ) und X o FUR 1;0’))5
da hiebei X = X e ist, so gilt in hmdm Fillen: X (,.m 1) J\‘{P@,‘.H)m 0.
Nach (9) mt man wnderscm A X 0+D und X, C A
sehlieBlich Xy Xy=0.

Wir wollen noch zeigen (mit 1{11Ee der transfiniten Induktion),
daf fiir jede Ordnungszahl a folgende Formel besteht:

(11) N=D'X,.
peP,

Mit Riicksicht auf (6) gilt in der Tat (11) Lir a==0. Weaenn for-
ner dieser Formel irgend e¢ine Zahl « geniigh, so geniigt ihr auch

2

[LL

)y 8O (Lall

die Zahl a--1, denn auf Grund von (7) kann die Summe
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in der Weise aus der Summe zvX,,, gewonnen werden, dall jeder
rely

Summand Xy der letzteren Summe durch zwei Summanden

Xyp=F(Xy) und Xx_X(,,—F(X,,) ersetzt wird, wobei mit Riick-

siecht auf (7) und (12) (X, CX, und demnach Xy= Xy X, ist.

Ist schlieBlich a eine Limenzahl und gilt (11) fiir jede Zahl &<a,

80 hat man:
—
=[] 2%

e goe'f'§

wonach auf Grund des allgemeinen Distributivitidtsgesetzes:

(12) oy “2‘]] X”s;

g e

die Summation wird hier auf alle Folgen ¢ vom Typus a erstreckt,
deren Glieder Funktionen sind, und zwar derart daf o,e®@.. Unter
den Summanden aus (12) kommen insbesondere alle Durchschnitte
von der Form 1] X g VO, Wo ¢ eine Dbeliebige Funktion des
&l
Systems @, ist; mit Riicksicht auf (10) kann man sich leicht klar-
machen, daB alle iibrigen Durchschnitte leer 'sind und deshalb weg-
gelassen werden konnen, Die Formel (12) reduziert sich folglich auf
. .
¥=2 ]] X p03
peby §<a
nach (8) geht aber diese Formel in (11) tiber. Somit gilt (11) fir
jede Ordnungszahl a.
© Bs sei ¢ die Kkleinste Ordnungszahl, die der Formel:

(13) o= [ 1e<el=q

geniigt; o ist also entweder endlich oder eine Anfangszahl und es gilt:

(14) g £<e
[die Existenz einer Zahl ¢ von dieser Beschaffenheit ergibt sich
hekanntlich aus dem Wohlordnungssatz].

Setzen wir:

(15) IE [9e > @]

£o

fiir jedes

10

Fundamenta Mathomaticar, T. XXX,
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und schiitzen wir die Michtigkeit des so definierten Mengensystems
M’ ab. Aus (15) folgt sofort, dafd

ﬁ<E (pez/(f)l<2q)“ 2/(1’5‘5

X £<70

aus der Definition von @ schliefen wir dabei, dal (I) =9 fiir jede
Zahl & ist, wonach

(16) o <2'25.

£ P e . .
Nach (14) ist 2’@2 2® fir jedes E<Cp; exist auch bekanntlich
p<q

mit Riicksicht auf (13) [1][£<Q]m % "ov. Hienach auf Grund

£ v
der Voraugsetzung (i):

Y E N N\
22*{\\22 22 EMM=11;

§<e p<a  p<q
diese Formel zusammen mit (16) ergibt:

(17) w <t
Auf Grund von (3) erhélt man aus (15) und (17):
(18) D Yel.
YeM’

Betrachten wir nun eine beliebige Funktion gpe®, und gtellen
ung die Frage, ob es moglich ist, dafl keine der Mengen X mes &<,

zu I gehore. Um diese Frage zu beantworten, bestmlmen wir fir
jedes £<¢ eine Funktion y.e®P, , durch folgende Formeln:
ve(n)=o(n) 1—p(&).

© Aus (9) und (10) schlieBen wir leicht, daB die Mengen X. A
in N enthalten und paarweise fremd sind. Aus (7) ergibt sich, da,B
XV’5=F(X<F‘§)) oder :X ~—F(X @©) ist. Ist also X (:)W;OW/EI 50 ist
auch nach (5) Xq,, nonel und_ folghch nach (1) X,/, =0 un(l I\’,,, none 8.
Gehorte also keine der Mengen. Xfp(“) em. hqum I an, so wiirde

fir  n<<&; Pe(§)=

das System T'= E [£<o] aus nicht leeren paarweise fremden Teil-
X%
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mengen von N bestehen, die zu 8§ nicht gehoren; mit Riicksicht

auf (13) wiirde dabei 7' die Michtigkeit q haben. Dies widerspricht
aber der Voraussetzung (ii).

Somit haben wir festgestellt, daB jeder Funktion ped, eine
Zahl &< g entspricht, so daB A ©el. Nach (9) und (15) ergibt sich

hieraus Tolgendes: zu jeder l‘unk’rlon peD, gibt es eine Menge
YeM', so daB X,CY. Da hiebei nach (11) N—-z Xy, 50 haben

wir ferner: ped,
(19) yc .
YeM’

(2), (18) und (19) ergeben: NeIl. Im Binklang mit der Defi-
nition. von I folgt daraus unmittelbar die Behauptung des zu
beweisenden Hilfssatzes: es gibt ein System MCS, so daB ﬁgm
und N CZ‘X.

Xedr

Hilfssate 11. Sind die Vorausseteungen (1)-(iii) des Hilfssatzes 10
erfullt, die Behauptung aber nicht, so gibt es ein Sz/.stem, S’ mit folgenden
Eigenschaften:

(I) das System PN
Flemente;
(L) es st SCS" und demnach N C2‘X ;
XeS”
(LII) es gilt N non CZ X far jedes System M'CS8' mit einer
Miéichtigheit <m. Xedr’

)—S8" enthdlt keine zwei fremde Mengen als

Beweis. Da die Voraussetzungen (i)-(iii) des Hilfssatzes 10
erfiillt sind, die Behauptung aber nicht, so kann nicht die Voraus-
setzung (iv) dieses Hilfssatzes erfiillt sein; es gibt also eine Menge N’
folgenden Eigenschaften:

1) N'CN  und N nonel;
(2) fiir jede Menge YCN' ist entweder YeI oder N'— Yel.

I hat hiebei dieselbe Bedeutung wie im vorangehenden Be-
weise und geniigt demnach folgenden Bedingungen:

(3) ‘ OeI und SCI;
(4) ist  YeI und ZCY, soist Zel,
(5) st MCI und M<m, 50 ist ZVYeI.

YeM
10*
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Setzen wir nun:

(6) 8’ = E [Y CZ‘X wund

¥ XeS

N Ye 1|

Ist Y eine beliehige Menge des Systems S, so ist oftenhar
YszX; da hiebei N'-YCY, so schlieft man sofort aws (3) und (4),
XeS
daf N'-Yel. Nach (6) und mit Riicksicht auf die Voraussetzung (iii)
des Hilfssatzes 10 hat man also:
NCc

(7) SCS und demnach
eSS’

Nehmen wir an, das System PHN)--8' onthalte zwei zu-

einander fremde Mengen ¥, und Y, als Elemente. Da V,CN CZ‘A’,
x‘fﬂs
und analog 1’2C2;X, so folgt aus (6), dals N-Y, und NV, zu I
. Xan .

nicht gehoren. Aus N'-Y,monel und Y, -Y,==0 erhilt man aber
mit Hilfe von (2): N'—N'-Y,=N'—Y,eI und N-Y,CN'—Y,,
wonach auf Grund von (4): N'-Y,el; somit sind wir zu einem
Widerspruch angelangt. Bs gilt foglich:
(8) das System P#N)—S8" enthiilt keine zwei fremde Mengen als

Elemente.

Nehmen wir schlieBlich an, es gebe ein System M'C8', derart
daB M'<m und N Cz'Y, und setzen wir: M= /f[‘.)z’e,M"]. s

_ YeM’ N.Y
ist offenbar M glﬁ und gemiB (6) MCI; nach (5) ist also 2‘1’51‘. :
‘ Yedr
Da ferner N'CN, so ist N CZ‘ (N'-.Y):Q’Y; auf Grund von (3)
) Yel’ YeM

ist folglich N'e, der Bedingung (1) entgegen. Dadurch ist unsere
Annahme widerlegt, also:

(9) es gibt kein System M'CS’, so daB w <m ouand N CJ}J‘Y .
Yo’

Nach (7), (8) und (9) hat das System S alle behaupteten
Eigenschaften
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Hilfssate I2. Hs seien m und p 2wei Kardinalzahlen, N eine
Menge und S ein Mengensystem, die folgenden Bedingungen gendigen:

. A
(1) mz= 2 2° und m = Ko
Py

(ii) die Michtigkeit N=m ist von m aus schwach erreichbar;

(ili) jedes System TCPE(N)—S wvon mnicht leeren paarweise
fremden Mengen hat eine Mdichtigheit <q;

(iv) NC D'x.
XeS

Unter diesen Voraussetzungen gibt es ein System MC S mit einer

Miichtigheit <m, so dap NCZ'X.
XeM

Beweis. Wire die Behauptung des Hilfssatzes falsch, so
wiirde os ein System. 8" geben, das der in der Behauptung des Hilfs-
satzes 11 angegeben Bedingungen (I)-(TII1) gentigt; das wiirde im
Binklang mit Hilfsdefinition 1 bedeuten, dafl die Xardinalzahl
“::ﬁ“ dem System Q(m) nicht angehért. Da nun nach Hilfssatz 9
und nach der Voraussetzung (ii) neQ(m) ist, so mul man die
Behauptung als giiltig anerkennen.

Der eben formulierte Hilfssatz ist der allgemeinste Satz des
vorliegenden Artikels; er hat bereits (so wie iibrigens manche der
Vora,ngehendeli Hilfssitze) den Charakter eines Uberdeckungssatzes.
Da aber seine Formulierung etwas kompliziert ist, so wollen wir
hier als eigentliche Uberdeckungssitze zwei Spezialfille dieses Hilfs-
satzes angeben.

Zweiter Uberdeckungssatz. Es sei m eine unendliche Kardi-
nalzahl, N eine Menge und S ein Mengensystem, die folgenden Be-
dingungen gendigen:

(ii) jedes System TCPE(N)—S von micht leeren paarweise frem-
den Mengen ist endlich;

(i) NC Y'X.

Xe&

Unter diesen Voraussetzungen gibt es ein System MCS mit einer

Miichtigheit <m, so daf NC D'X.
XeM
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Beweis. Bs genligh in Hilfssatz 12 q==8, setzen (da offenbar

2‘2":&0 .

»<No o .
Dritter Uberdeckungssatz. Es sei m eine unendliche JCapr-

dinalzahl, N eine Menge wnd S ecin Mengensystem, die [olyenden
Bedingungen geniigen

(i) die Mdchiigkeit N=n ist von m aus schwach erreichbar;

(ii) jedes System TCPt(N)—S von nicht leerem paarweise frem-
den Mengen hat eine Mdichtigheit <

(i) NCZX.

XeS

Unter diesen Vorauwssewsungen gibt es ein System MCS mit

einer Mdchtighkeit <2™, so daf NCZVX.
NeM
Beweis. Man wendet wiederum Hilfssatz 12 an, wobel man nt

durch 2™ ersetzt und mit q die kleinste Kardinalzahl - bezeichnet
(man hat dann offenbar

22n_22v<0m r[p< m1<2‘m MY ym om_ .)m,
p<q

und man schlieBt leicht aus Definition 2, dafl die Zahl n, die von
m aus erreichbar ist, umsomehr von 2™ aus erreichbar ist).

Die drei oben aufgestellten Uberdeckungssiitze lassen ver-
schiedene Umformungen und Verallgemeinerungen zu. Kine nale-
liegende Umformung besteht darin, daf man in diesen Sitzen die
Voraussetzung (iii) wegliBt, der Behauptung dagegen eine otwas
schwichere Form gibt (die Formulierung des ersten U berdeckungs-
satzes nihert sich dadurch der urspriinglichen Formulierung von
Sierpinski). Auf diese Weise gewinnt man folgendes

Korollar 1. Unter den Voraussetzungen (i) und (i i) des ersien

Uber deckun(}esatws gibt es ein System MCS, so daf M<m und

“2/ X<Lm ist.

XeM
Unter den Voraussetzungen (1) und (i) des zweiten l*/‘l)z")'(ii('(fk'u,'n,q.s'~
salzes bt es ein System MCS, so dafi M<m  und N — Z';\"
endlich dst. YeM

Unter den Vorausseteungen (1) und (i) des dritten Ul)(")"({(?(ﬂf'lM'b{]N-

satzes gibt es ein Sysiem MCS, so dap M<2™ und N -
XeM

N oist.
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Beweis. Da die SchluBweise in Bezug auf jeden der drei Uber-
deckungssiitze dieselbe ist, wollen wir uns hier auf den Fall des
zweiten Satzes beschrinken.

Is sei also nt eine Kardinalzahl, N eine Menge und $ ein Mengen-
gystem, die den Voraussetzungen (i) und (ii) dieses Satzes gentigen.
Wir erweitern S zu einem System 8, indem, wir setzen:

=8+ [ [we ).
{@}

Wie leicht ersichtlich, erfiillt 8" alle Voraussetzungen. (i)-(iii)
des nweiten Uberdeckungssatzes; es gibt folglich ein System M'CS’,
so daf M'<<m und N CZ‘X.

XeM’

By sei nun M=M'.8. Man hat offenbar MCS, M'<M'<m

und  N— DXC DX
XeM XeM’'— S
fremden Teilmengen von N besteht, die zu 8 nicht gehoren, so ist
es nach der Voraussetzung (ii) endlich; daraus folgt aber, dafl auch
die Menge ZWX und ihre Teilmenge N ——ZX endlich ist. Somit
XeM'— S XeM
hat dag System M alle behaupteten Eigenschaften.

Da das Systern M'—S aus paarweise

s soi bemerkt, daB man ebenso leicht aus Kollorar 1 die drei
Uberdeckungssivtze ableiten kann, Sind z. B. die Voraussetzungen
(i)-(iii) des ersten Uberdeckungssatzes erfiillt, so gewinnt man zu-

nimhst. aul (%rund des Korollars 1 ein System M, CS, so dab 1E<m

und N ——2 p

NeM,
schlieBt man aus der letzteren Formel auf die Existenz eines Sy-
stems M,CS, so daf M,<m und N -—ZVX CZ‘X (vgl. den Beweis
XeM, XeM,
von Hilfssatz 1). Man setzt nun: M=M,+M, und zeigt miihelos,
daB das System M der Bohauptung des ersten Uberdeckungssatzes
genligt.

T<m ist. Mit Riicksicht auf die Voraussetzung (iii)

[ine weitere Verallgemeinerung der drei Uberdeckungssitze
besteht in einer Abschwiichung der Voraussetzungen (i) und (ifi):
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Korollar 2. Der erste (baw. der zweite und der dritte) Uber-
deckungssatz bleibt giltig, wenn man in ihm die Voraussetzungen (i)
und (iii) durch folgende Vorauwsseteung ersetzt:

(i') es gibt ein System PCS, so daff P=p von m aus starl
(baw. schwach) erveichbar ist und daf N CZV_X.

. Xel”
4 Beweis davon ist dem Beweise von Hilfssatz 3 vollig analog
(am einfachsten kann man Korollar 2 aus den drei Uberdeckungs-
sitzen durch Anwendung des verallgemeinerten Hilfssatzes 3 ab-
leiten; vgl. hiezu die Bemerkung auf 8. 138).

Bs ist zu bemerken, daB nicht nur die drei eingentlichen Uber-
deckungssiitze, sondern auch andere Sitze von analogen Charakter
(z. B. Hilfsséitze 9 und 12) einer den Korollaren 1 und 2 entyprechen-
den Verallgemeinerung unterworfen werden kinnen,

Man kann ferner die Uberdeckungssiitze in die Form der Sitze
ither sog. Ideale, d. h. iiber additive und erbliche Mengensysteme,
kleiden. Manche der so gewonnenen Ergebnisse sind einer weiteren
Verallgemeinerung fihig und zwar fithren sie zu gewissen Sitzen

iiber additive und multiplikative Mengenfunktionen; die lotzteren

Sitze haben ihrerseits gewisse interessante Anwendungen, namentlich
in der allgemeinen Booleschen Algebra und insbesondere in den
Untersuchungen iiber das von J. v. Neumann und M. H. Stone
erdrterte Reprisentationsproblem. Wir haben vor, alle diese Tr-
gebnisse anderswo ausfiihrlich darzustellen ).

Die zweifellos wichtigsten Folgerungen aus den 1 berdeckungs-
sitzen betreffen das abstrakte MaBproblem?). Eine Funktion m
wird bekanntlich als eine endlich-, bzw. abzihlbar-additive Maf-
funktion in der Menge NV bezeichnet, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

] !) Die zuletzt erwihnten Exgebnisse sind ohne Beweise in meiner Mitteilung
Uber additive wnd multipliliative Mengenkirper und Mengenfunkiionen, ¢ R. Soc.
Sc. Vars. 80 (1937), S. 151 . angefiihrt (vgl. insbesondere Sitze 2.13-2.15, 3.19,
3.20, 3.23-3.25, 5.7—5.9, 7.12 und 7.18).

%) Zum Folgenden vgl. 8. Banach et C. Kuratowski, Sur une générali-
sation dw probléme de la mesure, Fund. Math. 14 (1929), 8. 127 1., ferner die oben
zitlerten Arbeiten von 8. Banach und 8. Ulam wnd das Buel von W, Sier-
pitiski (8, 44 £, 107 £f. und 159), schlicBlich meine Mitteilung Swur les fonctions
additives dans les classes abstraites et lowr application aw probléme de lo meswre,
C. R. Soc. Se. Vars, 22 (1929), 8. 114 11., sowie meinen Anfsatz Une contribulion
& la théorie de la mesure, Pund. Math. 16 (1930), 8. 42 fr.
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(i) jeder Menge XCN ist eine endliche reelle Zahl m(X)=0
zugeordnet;

(ii) fitr jede endliche, bzw. unendliche Folge von paarweise
fremden Teilmengen X, X,,¥,,... der Menge N gilt:

M Xo+ Xy + Xo )= m(X )+ m( X))+ m(Xp) + ...

(iii) fir jedes weN ist m({w})=0;
(iv) es gibt eine Menge XCN, so daB m(.X)%=0.

Nach ecinem von dem Verfagser aufgestellten Satz gibt es in
jeder unendlichen Menge N endlich-additive MaBfunktionen. Aus
dem ersten Uberdeckungssatz (fiir m=4,) ergibt sich dagegen der
bekannte Satz von 8. Ulam, nach dem es keine abzihlbar-additive
MaBfunktion in einer Menge N gibt, wenn nur die Méichtigkeit n
dieser Menge von 8y aus stark erreichbar ist. Beschrinkt man sich
auf Maffunktionen mit einem endlichen Nachbereich d.h. auf
Funktionen, die nur endlich viele verschiedene Werte annehmen,
so kann man aus dem zweiten Uberdeckungssatz schliefen, daB
es keine derart’ge Funktion in einer Menge N nicht einmal dann
gibt, wenn n=2 von 8, aus schwach erreichbar, also z. B. n=2%
ist 1) (wollte man aus dem dritten Uberdeckungssatz eine Folge-
rung fir das MaBproblem ableiten, so miiBte man neben endlich-
und abzihlbar-additiven Maffunktionen noch MaBfunktionen von
einem hoheren Additivititsgrade in Betracht ziehen; doch scheint
eine solche Begriffsbildung etwas kiinstlich zu sein) 2). Es lohnt sich
vielleicht zu bemerken, dafl diese negativen Ergebnisse etwas schér-
fer gefaft werden konnen; es gilt némlich

Korollar 3. Ist die Michtighkeit nw der Menge N won R, aus
stark erreichbar und ist m eine endlich-additive Maffunktion in N,
80 emspﬁcht jeder Menge XCN eine endliche oder unendliche Folge
von Mengen Xy X, Xs,..., derart daf m(X,)=m(X;)=m(X,)=..=0
und X=X+ X,+ X,+... st

Die Behauptung des Korollars gilt auch dann, wenn n von R,
aus schwach erreichbar ist, wenn aber zugleich der Nachbereich von m
endlich 1st.

1) In Bezug auf MaBfunktionen, die nur zwei verschiedene Werte an-
nehmon, wurde dieses Brgebnis schon friher von 3. UTlam und von mir gefunden;
vol. 8. 141, Anm.?*).

%) Alle dieso Ergebnisse bleiben anch dann goltig, wenn man in der De-
finition der Mabfunktion die Bedingung der Nichtnegativitit wegldfit.
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Beweis. Um den ersten Teil des Korollars zu begriindeu,
setzen wir: 8= [YCN und m(Y¥)=0] Durch cine bekannte Schlul-
l j .
Y

weise zeigt man, daB N und S allen Voraussetzungen des ersten
Uberdeckungssatzes geniigen (giibe es nimlich — der Voraussetzung
. . - B - J RN
(ii) entgegen — ein unabzidhlbares System TCPt(N)—S von paar-
weise fremden Mengen, so gibe es auch eine Zahl >0 und eine
unendliche Folge von paarweise fremden Mengen Xo, Xyy..., Xy ...,
fiir die m(X)>e wire; dann aber konnte m(Xo-+Xot...+4 Xi-t-.0)
keine endliche reelle Zahl sein)1). By gibt demnach ein hochst ab-
zithlbares System MCS, so daf NC ZY. Ist nun XCN, so hat
YeM
man .X:Z(A-.Y); die Mengen des Systems /{J [YeM| Lkann
Vel Xy
man offenbar in eine (endliche oder unendliche) Iolge Xy, Xy, Xy, ...
ordnen, und man gewinnt: m(Xo)==m(Xy)=-m(Ay)==...==0 (da MCS
ist) sowie X=X+ X;-+Xo+..., w.z b, w.
In einer ganz analogen Weise wird der zweite Teil des K
aus dem zweiten Uberdeckungssatz abgeleitet.

rollars

Zum SchluB wollen wir unser Augenmerk auf zwei Probleme
aus diesemn Ideenkreis richten, die bisher unentschieden sind.

Vergleicht man die Formulierungen der drei Uberdeckungs-
sittze, so ersieht man sofort, daff man einen Satz § angeben kann,
der als eine Verschirfung jedes der drei Sétze gelten konnte, wenn
er sich einmal erweigen LiBt. Man gewinnt den Natz & dadurch,
daB man entweder im ersten Uberdeckungssatz die Voraussetzung (i)
durch die Voraussetzung (i) des zweiten Satzes ersetzt, oder im
zweiten die Voraussetzung (ii) durch die Voraussetzung (i) des
dritten Satzes, oder schliefilich im dritten die Behauptung durch
die Behauptung des ersten Satzes. Hs ist jedoch bis jetzt noch
nicht gelungen, diesen Satz zu beweisen. Aus dem ersten Uber-
deckungssatz erhellt, daf der in Frage kommende Satz auy der
Cantorschen Alefhypothese ableitbar ist und sogar aus einer schwii-
cheren Hypothese, dergemill fiir jede Kardinalzahl m die Zahl 2™
von m aus stark erreichbar ist; mit Riicksicht daranf scheint die
Moglichkeit, den Satz § zu widerlegen, sehr gerving zu sein. Aus

1) Vel z. B. das oben zitierte Bueh von W. Sievpitski, 8. 108,

icm
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dem dritten Uberdeckungssatz ersieht man noch, daf es geniigen
wiirde, den Satz & nur im Fall N=n=29™ zu beweisen, um daraus
auf die Richtigkeit des Satzes in seiner allgemeinen Form zu
schliefen.

Dag zweite unentsehiedene Problem ist die Frage, ob die Voraus-
setzungen (i) in den aufgestellten Uberdeckungss%ﬁzen iiberhaupt
wesentlich sind und nicht weggelassen werden konnen. Ich halte
es fiir sehr wahrscheinlich, daB die Losung dieses Problems sich
als positiv herausstellen wird: es diirfte sich namentlich zeigen,
daf eine Menge N dann und nur dann der Béhauptung des ersten,
bzw. des zweiten oder des dritten Uberdeckungssatzes geniigt (in
Bezug auf jedes die Voraussetzungen (ii) und (iii) erfiillende Mengen-
system 8), wenn die Michtigkeit dieser Menge von der gegebenen
Kardinalzahl mt aus schwach erreichbar ist.
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