Uber die Zusammensetzung von Polynomen.

Von
Hans Fried (Wien).

Herr W. Sierpinski hat die Frage gestellt, ob es fir jede
Bairesche Funktion erster Klasse f(#) eine Darstellung
fle)=lim Py P;... P,(x)

=00

gibt, wobei Pi(z), Ps(®), ..., Py(2) ... Polynome sind?). In vorliegen-
der Arbeit wird diese Frage in be]a,hendcm Sinne beantwortet.

Ein Polynom P(z) werde als speziell bezeichnet, wenn es oin
Intervall [z, z,] 2) g1bt s0 dass

2, <0, P(w,)==0, P(z) fiir 2<<e; monoton zunehmend,

(1) >0, P(w,)==0, P(x) fir 2>, monoton zunehmend

ist. Das Intervall [#y, %] werde als das zum Polynom gehorige In-
tervall bezeichnet.

I. Hilfssatz. Sind P.(z), P:(), ..., Pn(®)
so st auch PPs...

n sperielle Polynome,
P,(x) ein spezielles Polynom.

Beweis. Fir n=2 sei [2{,2()] das zu Py(x) und [, Q]
das zu P,(x) gehorige Intervall. Wegen (1) gibt es einen Punkt
£>2>0, so dass P,(§,)=af), woraus P, P,(£,)=0 folgt. P,(x) ist
filr #>§, monoton zunehmend, daher auch P,P,(z) fiir o>,

1) Fund. Math. 24 (1935), 8.1, Wie Herr Sierpinski in C. R. Soc. Se.
Varsovie 26 (1933), 8. 1-3, bewiesen hat, gibt es Funktionen f(m) von der I.
Baireschen Klasse, die sich nicht in der Gestalt f(x) __11m fofu—t oo foft (), won

bei fy(x), fy(®), ... stetige Punktionen sind, darstellen l&ssen Als Beispiel konnen
eineindeutige nmht monotone f(z) gelten.

%) [wy@,] bedeute immer ein abgeschlossenes, (,,m,) ein offenes Intervall;
es sei @, <v,.
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In gleicher Weise wird die Existenz eines Punlktes £, <0 gezeigt, so
dass Py Py(&)=0 und P, P,(z) fiir o<<¢, monoton zunehmend ist.
P, P (w) ist somit ein speziclles Polynom mit dem dazugehorigen
Inwrva,ll [&, &)

Der Beweis fiir jedes endliche n wird in gleicher Weise mib
Hilfe des Schlusses von n—1 auf n gefiithrt,

Il Hilfssatz: Zu jedem e>0, zu jeder natirlichen Zahl n
und 2u jeder in [—n,n] definiert stetigen Funktion f(x) gibt es ein
spezielles Polynom P(x), so dass

(2) [f() — P(x)|<e filr @ e[—mn,n].

Beweis, Nach cinem Satz von Weierstrass?) gibt es ein
Polynom @ (@), 80 daxs

(3) fla) = Quoli<es  tix @e[—n,n)

¢, () habe den Grad ». I8s sei #' Z7/2 eine natiirliche Zahl und
(4) 0u(@) == 1(@) —az?™ 1 wobel 0<a<s3n¥F.

R8s ist [Qy(#) — Qq(e)]| = a|a®+1|, daher wegen (4)

(5) |Qy(2) —

Da der Grad von @,(z) umgerade ist und der Koeffizient der
hochsten Potenz von » negativ ist, gibt es eine Zahl

()| Sam*+<ef3 fir xe[—n,n]

(6) §>n,
80 dass
7 Q) <0 und monoton @bnehmend ’fl?,r w>s
Qo(2)>0 und monoton abnehmend fiir s<<—s dst.
Is sei
(8) P()=Qy(x) (1—pa?),

3 1 o 32-» und 4 eine Zahl ist, so dass |Q@,()|<4

fiir we[—mn,n). Das Polynom P(x) erfiillt die Behauptung des II.
Hiltgsatzes, 108 ist wegen (8)

(9) [Q wr P(i)] = | B Qg )| < prEA L g3

) 14‘ 13 Ul(!] Legons sur les fonations de variables réelles, Paris 1905, 8. 50.

wobei 0 <<f=min

fiv we[—mn,n].
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Aus (3), (5) und (9) folgt (2). Bs ish noch zu zeigen, dass P(e)
ein spezielles Polynom ist. Aus (8) folgt P(w)=0 fiir m==i1 VB
Es ist4) P'(z)= 1—pa?) — 2Pz Qu(@). Wegen (8) ist 1/)/B>s,
so dass wegen (7) Qg( (1— fa?)>0, 2pzQy(w)<0 fiir |a|>1/VB,

daher P’(z)>0 fiir |w|>1/Vﬂ
Somit ist P(z) ein spezielles Polynom mit dem (lwugehomgon

Intervall [—1/)B, 1/VB].
IIT. Hilfssatz: Ist n eine natirliche Zahl, Py(x) ein spericl-
les Polynom, Q(z) etn Polynom,
(10) A=[—n,n]— E[O<Q ) <1/2m]
und C eine beliebige nirgends dichie Menge, so gibt es ein speziclles
Polynom Py(x), so dass
(11) |Q(2) — Py Py(ix)
Beweis. Ich werde zunichst eine in [—mn,n]| definierte ste-
tige Funktion f(x) konstruieren, so dass
(12) |Q(z)—P, f(z)| <1/2n fir e A-+C-[—n,n].

Da P,(x) ein spezielles Polynom ist, gibt es ein Intervall
{2, 25], WO 2,<0, 2,>0, so dass

<1/n fir xe A0 --n,n].

Py(2)=0, Py(x) fir <, monoton zunehmend,

(13) P,(2,)=0, P(w) tir x>z, monoton zunehmend

ist. BEs gibt somit einen Punkt x;>m,, so dal
(14) P (25)=1/2n.

Wenn die Menge 4 leer ist, d.h. nach (10), dass fiiv jedes
ze[—mn,n] 0<Q(z)<1/ln sei, Werde f@)=m, fir me[—mn,n] gesetzt.
Wegen (13) ist (12) erfiillt.

Wenn die Menge 4 nicht leer ist, setzt sie sich aus endlich
vielen abgeschlossenen Teilintervallen von [-—m,n] zZugammen, in
deren Endpunkten, wenn sie von # oder -—mn verschieden sind,
Q(z) die Werte 0 oder 1/2n annimmt. Bs sei

P, (2)=P,(x) fir o<e, o>,

4) P’(m) bedeutet die Ableitung von P(r).
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51 . ) . . i I
P(w) ist wegen (13) und (14) eine fiir r<<0, x=1/2n defi-
nierte, stetige Funktion. Bs sei ‘

fo) =P 'Qw) fir weA.
f(@) ist eine auf endlich vielen abgeschlossenen Intervallen
delinierte stetige Funktion, die in den Endpunkten der Intervalle,

wenn sie vom n oder —n verschieden sind, die Werte x, oder x,
annnimt. Da

(15) Pif(e)=P P Qo) =Q(z) fir weAd,
ist fiir wed (12) erfiillt.

flw) werde nun zu einer in dem Intervall [—n,n] stetigen Funk-
tion. wie folgt erweitert.

Wenn —nnoned und a'==liminf-4, sei f(z)=f(x") fiir

— N B

Wenn nnoned und @'==limsup 4, sei fz)=Ff«") tir 2’ <z<n.

‘Wenn (a,b)-A==0, aed, bed, fla)=FD), sei f(#)=Fa) fir
assmen b,

Wenn (a,0)- A=0, aed, bed, f(a)5=f(b) gibt es, da ¢ nirgends
dieht ist, ein Intervall [a',b"]<<(a,D), s0 dass [a’d"] keinen Punkt
von ¢ enthiilt, s sei:

fl)=f(a) fir

a<e<al.

) =f(b) fir T/
f(ir) linear fiir o' <o

In jedem Punkt we.[—n,n], der nicht der Menge A angehort,
nimmt f(x) die Worte @, oder @y an; es ist wegen (13) und (14) fiir
einen derartigen Punkt P f(x) entweder 0 oder 1/2n und da fir
einen golehen Punkt 0<Q(r )<’"I/ n, gilt (12).

Ky wei

(16) f—n,n]=[a,f].

Da das Polynom Py@) in [a—1, f+1] gleichmiBig stetig ist,
gibt es oin positives e<<1 so dass fiir zwei beliebige Punkte 2’ und #”
aus dem Intervall [a—1, f4-1] aus |¢" —a'|<e
) [Py(")—Py(@')|-<1[2n
folgt., Nach dem T1. Uilfssatz gibt es cin spezielles Polynom Py(x),
80 (lass

(1%) () = Pyfa)]-=e L

e —m,n .
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Aus (16), (17) und (18) folgt
(19) |Pyf(w) —Py Py(w)|<<1/2n  fiix

weln,n).
Aus (12) und (19) folgt (11), womit LLL Hilfssatz bewiesen ist,
Hawuptsatz, Ist f(z) eine Bairesche Funktion von erster Klasse,
so ¢ibt es eine Darstellung

f(m):limP]Pz‘--Pu(m)z

wobet Py(2), Po(®),..., Pn(z) (Polynome sind.
Beweis. Is gibt eine Zahl «, so dass E[f(x)==a] eine nirgends-
X
dichte Menge ist. Angenommen H[f(z)=a] sei fir jedes reelle o eine
X
nicht nirgendsdichte Menge. Bs miisste fiir jedes a ein offenes Inter-
vall I, geben, so dass E[f(z)==a] in I, dicht wire. Da os nur
abzihlbar viele fremde offene Intervalle gibt, lagsen sich zwei Zahlen,
b und ¢ finden, so dass Ip-I.==0. In dem Intervall I,-I. ist sowohl
[E[f(w)-_—b] als und Eff(w)=¢] dicht, daher muss in jedem Punkt
X <X
von Ip-I. die Schwenkung von f(x) grosser oder gleich |b—¢ gein;
dies steht aber im Widerspruch mit der Tatsache, dass f(w) als
Funktion erster Klasse punktweise umstetig ist. ‘
Fir die Funktion ¢(z)=f(z) — o ist die Menge H[q(z)=0]
nirgends dicht. Wenn es eine Darstellung q(ir)==lim P;Pz...l’,,(w)
. - 1200
gibt, wobei Py(w), Py(%), ..., Pu(x) Polynome sind, so gilt die Darstellung

flw)=lim Py, P,, ..., P,(x),

wobei Py(#)=Py(x)+a. Beim Beweis des Hauptsatzes gentigt es
daher anzunehmen, dass die Menge I[f(x)=0] nirgends dicht ist.
Es gibt eine Darstellung ’

(20) , f(@)=1Lm @ (w),

wobei Q,(#),Qy(x),...,@,(2),... Polynome sind 5). Es sei Py(z) irgend
ein spezielles Polynom,

A, =[—n,n]—EB[0<Q (x)<1/2n
- 0] —B[0<Q,(@)<1/2n],
0”==[——n,n]-E[f(w)=()] fiir  nwz2,

5) E. Borel, Le. 8. 99.
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Nach dem III. Hilfssatz gibt es ein spezielles Polynom P(),
50 dass

Nun zeige ich, dass es fir jede natiirliche Zahl n>2 ein spe-
zielles Polynom P,(x) gibt, so dass
(23) |Qu(w) — Py Py... Pulw)|<1fn fir

Tiir n=2 ist die Behauptung nach (22) richtig. Angenomm.en,
gie sei fir alle n’, fiir die 2<{n'<n—1 (n>3), richtig; ich zeige,
dass gie dann auch fiir » richtig ist. Nach Voraussetzung gibt es
fiir n'=2,3,...,n—1 spezielle Polynome P, (), 80 dass
Qu’(w)"“"Pl-PZ ]?,,/(w)\<1/n', fiir wEA'"'—}—G""

Nach dem I. Hilfssatz ist das Polynom P(w)=P,Py... Py 1(2)
ein spezielles Polynom. Nach dem IIL Hilfssatz gibt es ein spe-
zielles Polynom P,(x), 50 dass

|Qu(w)— PPy(z)|<1/n  fir
way gleichbedeutend mit (23) ist. . o

Bs gilt f(#)=1im P, P,...Pi(z). Es sei z, em beliebiger Punkt.

Wenn fay) ==0 se{l';l eine matiirliche Zahl so dass mge[—ny,nyl.

Wegen (20) gibt es eine natiirliche Zahl ny, so dass fir nz=n,
o non e B[0<Qu(®)<<1/2n]; daher ist nach (21) fiir n>max (ny,ns)

ve A+ O,

.’.U(:‘.A”+ 011- '

@x EA.n‘,‘{— Ouy

n
®oe Ay, SOMit wegen (23)

(24) |@u(wo) —P1Ps ... Pu(mo)|<1/n  fiir fast alle m
und daher wegen (20)
(25) f(@o)=1im PPy ... Pu(mn).

Wenn f(#,)=0, gibt es nach (21) eine natiirliche Zahl Nq, SO
dass fiir n>=n, 4oeCn; daher ist wegen (23) die Ungleichung (24)
erfitllt, woraus (25) folgt.
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