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Eine &aquivalente Formulierung des Auswahlaxioms.

Von
Alfred Tarski (Warszawa).

s sind heute mehrere Sitze bekannt, die auf Grund des
Zermelo-Fraenkelschen Axiomensystems dem Auswahlaxiom
dquivalent sind, so z. B. der Wohlordnungssatz, der Vergleich-
barkeitssatz (.1, der Satz der Trichotomie) sowie verschiedene
Theoreme von speziellerem Charakter aus des Theorie der Gleich-
michtigkeit und der Arithmetik der Kardinalzahlen!). Im vor-
liegenden Aufsatz mochte ich einen neuen Satz dieser Art formu-
lieren, der seinem Inhalt nach sowohl dem Auswahlaxiom selbst
als auch allen oben erwihnten Sitzen ziemlich ferne liegt ?).

Dieser Satz lautet folgendermaBen

Satz 8. Zu jeder Menge N gibt es eine Menge M, die folgender
Bedingung gendigt:

X ist dann und nur dann etn Element von M, wenn X cine Teil-
menge von M ist wnd wenn dabei N wmit keiner Teilmenge Y von X
gleichmiéiehtig ist.

By soll nun gezeigt werden, daf der Satz § dem Auswahl-
axiom tatsiichlich Aquivalent ist 3).

1y Vgl. hiezu F. Hartogs, Uber das Problem der Wohlordnung, Math. Ann.
76 (1915), 8. 438 £f., ferner meinen Aufsatz Sur quelques théorémes qui équivalent
& Paxiome dw choiz, Fund. Math. 5 (1924), 3. 147 £f., sowie die gemeinsame Mit-
teilung von A. Lindenbaum und Verfasser, Communication sur les recherches
de la théorie ‘des ensembles, C. R. Soc. Se. Vars. 19 (1926), S. 3111,

2) UUber das in diese Artikel vorgebrachte Frgebnis hat der Verfasser am
12, XI. 1937 in der Warschauer Sektion der Polnischen Mathematischen Gesell-
sehaft berichtet.

%) Satz & hilngt mit einem Satz zusammen, der in meiner Arbeit Uber
unerreichbare Zahlen, dieser Band, 8. 84, formuliert und dort als Axiom der
unerreichharen Mengen bezeichnet wurde. Mit Ricksicht hierauf sind die
beiden Teile des hier gehrachten Beweises mit gewissen dortigen Uberlegungen
eng verkniiptt, und zwar der I. Teil mit dem Beweis des Hilfssatzes 18 (8. 77 £f.)
and der LI Toil mit der Ableitung des Auswahlaxioms aus dem Axiom der un-
erreichbarven Mengen (8. 85 ff.).
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198 A. Tarski:
I. Die Ableitung des Satzes & aus dem Zermelo-
Fraenkelschen Axiomensystem.

s sei N eine beliebige Menge; wir bezeichnen ihre Michtig-
keit mit n:
) N=n 4.
Wir bestimmen ferner eine Kardinalzahl m folgendermafien:
N o -
(2) m=x,, falls 1<¥g; m=2", falls n=R,.

Da die Zahl m unendlich ist, kann sie nach dem Woblordnungs-
satz als die Michtigkeit einer unendlichen wohlgeordneten Menge,
d.i. als ein Alef, betrachtet werden. By sei nun
(3) Ne==Ne.

Aus (2) und (3) ergibt sich leicht, daf
(4) N8, (und sogar Np== Ry, wenn wur k0 st ).

Dem verallgemeinerten Satz von J.Konig zufolge gill an-
derseits
(5) N>y, 5).

Die Formeln (4) und (5) ergeben sofort: Np<8§jlw, wonach
(6) 1I<Nc/'((!)-

Wir definieren jetzt durch Rekurrenz eine transfinite Reihe
von Mengen M in folgender Weise:

ﬂ’[():(j,
(7) e N ar o :
M= E |AC2 M, und A<n] fir jedes &, so daf V<E<we.
X L

Wir setzen ferner:

(8) M= DM

RN

4) Der Rinfachheit wegen wird im I. Teile des Beweises das Operieren
mit Kardinal- und Orduungszahlen nicht vermieden; man kinnte aber freilich
auch ohne diese Hilfsmittel auskommen.

5) Vgl. hiezu A. Schoentlies, Enhwickelung der Mengenlehre wund ihver
Anwendungen, Leipzig und Berlin 1913, 8. 138, Das Symhbol ,ef(e)" bezeichnet
den Index der kleinsten Anfangszahl, mit der die Zahl we konfinal ist.
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[Die Existenz aller Mengen M: wid ihrer Summe M ergibt
sich aus dem Fraenkelschen Ersetzungsaxiom, das somit in der
vorliegenden Uberlegung eine wesentliche Rolle spielt].

Betrachten wir nun eine beliebige Menge XCM, derart dal N
mit keiner Teilmenge YCX gleichmichtig ist. Wegen (1) ist also
die Formel: {&f >=n falseh; nach dem Vergleichbarkeitssatz haben
wir folglich X«n. Mit Riicksicht auf (6) und (8) erhalten wir

daraus:
XC M.

X<Nepe) und

LWy

Durch Anwendung eines bekannten Satzes®) schlieBen wir
hieraus auf die Bxistenz einer Zahl &, 0<&<o., fir die

xXc 'm,
R
g
gilt. Da hicbei X< ist, so ergibt sich aus (7): Xe M und hienach
anf Grund von (8): XeM.
Somit ist Folgendes gezeigt:
(9) dst XCM wund ist N mit keiner Menge YCX gleichmichtig,
so dst Xell.
Um die inverse Implikation zu begriinden, betrachte man ein
beliebiges Blement X von M. Nach (8) gibt es eine Zahl é<we, 50
daB XeMg aus (7) folgt, daB &<0 sein muf und dall demnach

, v =
XC 2 M, wnd X<n
ist. Auf Grund von. (8) und (1) ergibt sich hieraus sofort, daf XCM
und daf N mit keiner Menge ¥ CX gleichmichtig ist. Es gilt also:
(10) dst XeM, so ist XCM und N st mit keiner Menge YCX
gleichmichiig.

Wir haben somit eine Menge M konstruiert, die mit Riick-
sicht auf (9) und (10) der Behauptung des Satzes § geniigt.

) Vgl hiezn meine Arbeit Sur les clusses d’ensenibles closes par rapport
. . 4 . . 1 15 ’ - e
& certaines opérations dlémentaires, Fund. Math. 16 (1930), 5. 185 f. (Lemme 3°).
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200 A. Tarski:

II. Die Ableitung des Auswahlaxioms aus Satz §

(mit Hilfe der dbrigen Zermelo-Fraenkelschen Axiome),

Bekanntlich ist das Auswahlaxiom cine unmittelbare Folge-
rung aus dem Wohlordnungssatz; es gendigh also, diesen aus Satz &
herzuleiten. :

Zu diesem Zweck wollen wir uns gewisser Mengen bedienen,
die J. v. Neumann als Ordnungszahlen bezeichnet ?); das sind
nimlich soleche Mengen (genauer: Mengensysteme) X, die dureh die
Relation der Inklusion (genauer: durch die Relation ,.ist ein eigentli-
cher Teil von™) wohlgeordnet sind und dabei folgender Bedingung
geniigen: »

st YeX, woist Y=[1'[ZeX, ZCY und Z+Y).
4
Den soeben definierten Ordnungszahlen kommen w. a. folgendo
Eigenschaften zu (die ohne Auswahlaxiom begriindet werden kinnen):

(11) X st dann und nur denn eine Ordnungssahl, wenn
b )

)

XC E [Y ist ¢ine Ordnungszahl wund YCX
.

(12) st X eine Ordnungszahl, so ist wicht XeX;

(13) jede Menge von Ordnungszahblen ist durch die Relation der In-
klusion wohlgeordnet 8).

Es sei nun N eine beliebige Menge. Gemi Satz & gibt es cine
Menge M, die der Bedingung (9) geniigt (von der Bedingung (10)
wollen wir hier keinen Gebrauch machen). Setzen wir:

(14) P = ﬁj [X ist eine Ordnungszahbl und X C M.

X

%) Vgl. J. v. Neumann, Zur Einfiihrung der transfiniten Zahlen, Act.
Litt. Se. Univ. Szeged 1 (1923), 8. 199 £f., inshesondere S. 203 (Satz 9)., Zum
Folgenden vgl. auch J. v. Neumann, Die dwiomalisierung der Mengenlehre,
Math. Ztschr. 27 (1928), 8. 726 £f. Man kann tibrigens die vorliegende Betrach-
tung noch etwas anders gestalten und zwar sie dem zweiten Zerm aloschen
Beweis des Wohlordnungssatzes annithern, ohne die v. N et ainschen Ordnungs-
zahlen explizite einzufithren; vgl. hiezu meine oben sitiorte Arheit THher UNerreichn
bare Kardinalzahlen, S. 85 £f.

8) Vgl. die oben zitierte Abhandlung von J. v. Na wnann, Zwr Kinfihrung
der transfiniten Zahlen, S. 208 £, (Bittze 10, 12 und 18) .
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Betrachten wir ein beliebiges Element X eP. Nach (14) ist X
eine Ordnungszahl und XCM. Ist also Y ein Blement von X, so
folgt aus (11), daB auch Y eine Ordnungszahl ist und daB YCXCM;
mit Rilcksicht auf (14) ist demnach YeP. Folglich ist XCP. Da
nun jedes Rlement von P eine Ordnungszahl und zugleich eine
Teilmenge von P ist, so gilt nach (11):

(15) P ist eine Ordnungszahl.

Nehmen wir nun an, die Menge N sei mit keiner Teilmenge
von P gleichmiichtig. Ist X ein beliebiges Element von P, so ist,
wie wir bereits wissen, XYCP; demnach ist N weder mit X selbst
noch mit einer Menge YCX gleichmichtig. Da hiebei nach (14)
XCM ist, so folgt aus (9), daB XeM. Es gilt demnach: PCM.
Mit Hilfe von (14) und (15) sehlieBen wir hieraus, dal PeP; dies
steht aber im Widerspruch zu (12), da ja P eine Ordnungszahl ist.

Dadurch ist unsere Annahme widerlegt: N mufl mit einer
Teilmenge von P gleichmichtig sein. Nun ist aber P auf Grund
von (13) und (14) eine wohlgeordnete Menge; demnach muff auch
die Menge N wohlordnungsfihig sein.

Wir haben also unser Ziel errveicht: wir haben nimlich aus
Satz § gefolgert, daf jede Menge wohlgeordnet werden kann. Somib
ist der Beweis, dall Satz § dem Auswahlaxiom fquivalent ist, zu
Ende gefiithrt.

Bemerkung 1. Im II. Teil des eben skizzierten Beweises
wurde zugleich folgender Satz implizite abgeleitet (und zwar ohne
Verwendung des Auswahlaxioms und des Satzes §):

s seien M und N zwei Mengen, die folgender Bedinguny genilgen:

ist XCM und ist N mit keiner Teilmenge von X gleichmdéchtig,
so st X e M.

Unter dieser Voraussetzuny enthdlt M eine durch die Relation
der Inklusion wohlgeordnete Teilmenge, die mit N gleichmdchiig ist.

Bemerkung 2. Mit Riicksicht auf den I. Teil des Beweises
und auf die Bemerkung 1 ist nicht nur der Satz & sondern auch
der folgende (logisch schwichere) Satz dem Auswahlaxiom dquivalent:

Satz 8. Zu jeder Menge N gibt es eine Menge M, die folgender
Bedingnung geniigt:

ist XCM und ist N mit keiner Teilmenge von X gleichmdchiig,
80 st X e .
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