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En vertu du th. 3, il ne s’agit que de la suffisance de ces con-
ditions. Or, la relation (6.2) entraine la convergence uniforme dans
tout intervalle fini de la suite des fonctions caractéristiques des
fonctions N @n., ce qui entraine le résultat demandé d’apres le
théoréme classique de M. P. Lévy?7).
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) Voir p.ex. Lévy [4], p. 37 ot suivantes.
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Eine Aquivalenz zwischen der Kontinuumhypothese
und der Existenz der Lusinschen und Sierpinskischen
Mengen.

Von
Fritz Rothberger (Wien).

Wir definieren, wie iiblich?), eine Menge X habe die Higen-
schaft L (und schreiben: X eL), wenn jede nirgendsdichte Teil-
menge von X abzéhlbar ist; und eine Menge Y habe die Eigen-
schaft S (oder: YeS), wenn jede Teilmenge vom Lebesgue’schen
Masse Null abzéhlbar ist.

Aus der Kontinuumhypothese 8, ==2% folgt bekanntlich die
Lxistenz zweier linearer Mengen X und Y von der Michtigkeit
des Kontinuums, wobei Xeli und YeS ist?).

In der vorliegenden Arbeit soll die Umkehrung dieses Satzes
bewiesen werden (Korollar zu Satz 1).

Wir betrachten hier ausschliesslich lineare Punktmengen und
bezeichnen mit & die Menge der reellen Zahlen.

Lemma 1. Wenn eine Menge von positivem dusserem Mass und
von der Michtighkeit 8, existiert, so lisst sich # in 8, Teilmengen von
I. Kategorie zerlegen.

Lemna 2. Wenn cine Menge von I1. Kategorie mit der Mdch-
tigheit %, ewistiert, so ldsst sich & in N, Teilmengen vom Masse Null
zerlegen.

1) Vgl etwa W. Sierpinski, Hypothése du continw, Monografie Matema-
tyezne 4, Warszawa-Lwoéw 1934, p. 87 und 81. )

3 W, Sierpinski, loe. cit., p. 29 #f., Proposition Py und Proposition Pya.
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Beweis von Lemma 13). Nel 4 eine Menge von der Mich-
tigkeit - 8;, deren dusseres Lebesgue’sches Mass  mo(A) = 0 it
Seien ferner zwei Mengen P und ¢ gegeben: P von I. Kategorie,

m{Q)=0, PAQ=a. *)
Wir setzen nun
f (@) =x+y.
Dann ist :_);1 f_.(P).
Ve
Wiire nz‘nn]i(-.h\ 2y NON 6\%17-x(1))7 also wgnomef (1) Liir alle

wed, dann wiire f (wo)=f, (%) none P fir alle wed, somit f (w)e@)
(fir alle wed) und fo(4)CQ. Dies ist aber unwmiglich, denn
m‘,[fx“(A) =m,(4)>0 und m(Q)=0, w.z b.w.

Der Beweis von Lemma 2. ist dem obigen villig analog,
man hat nur iiberall die Ausdriicke fiir Mass und Katoegorie zu
vertauschen (d. h. Mass Null und L. Kategorie, ete.).

Bemerkung. Diese Lemmata gelten nicht nur fir %, son-
dern fiir jede Michtigkeit m<<2™.

Satz 1. Wenn swei nichi-abzéhlbare Mengen Xelo und YeS
existieren, so ist deren Michtigheit =Y =x,.

Beweis. Sei in der Tat YeL und YeS, X und Y nicht-ab-
zihlbar. Von diesen beiden Mengen haf offenbar jede Teilmenge
von der Méichtigkeit &, ebentalls die Rigenschaft L, bzw. S, ist; daher
von I1. Kategorie, bzw. von positivem fdusserem Maxs. Die Voraus-
setzungen der beiden Lemmata sind also erfiillt, und wir kinnen
auf die Existenz der beiden ¥,-Zerlegungen schliessen.

Aus #=D P,, wobei die P, von I. Kategorie seien, folgt
@0 )
T o . == . - . " i
X ::ZQJX-P[,; somit X=§,, da die Summanden rechts abzithlbare
o

Mengen sind. Genau so erhiilt man auch:

w. 7z b, w.

%) Mein Beweis war urspringlich linger und komplizierter; die vorliegenda
Fassung verdanke ich Frl. Braun,

%) Die Existenz solcher Mengen 2 und ¢) folgt hekanutlich aus der loxistens
nirgendsdichter perfekter Mengen von positivem Lehesgue’schem M ass,
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Korollar. Dic Kontinwumhypothese s=2% ist iquivalent mit
der gleichacitigen Ghiltigkest folgender beider Aussayen:

(L) Bs ewistiert cine Menge von der Mdiehtigheit des Kontinuwms
mit der Kigenschaft L.

(S) By cwistiert eine Menge von der Mdchtighkeit des Kontinuums
mil der Bigensehaft S.

Bemerkung. Das Korollar bleibt offenbar richtig, wenn man
in einoer der beiden Aussagen (L) oder (S) die Bedingung ,,von der
Michtigkoit des Kontinunmsg® durch die schwiichere Bedingung
Lhicht-abzihThars ersetzt. :

Warschau, im Mirz 1938,
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