Uber das absolute MaB linearer Punktmengen.
Von
Alfred Tarski (Warszawa).

Einleitung ). Das absolute Maf ist eine Funktion, dic ge-
wissen beschriinkten linearen Punktmengern, den sog. absolut mefbaren
Mengen, eine nicht negative reelle Zahl, und insbesondere der Kin-
heitsstrecke die Zahl 1 zuordnet; zwei kongruente Punktmengen
erhalten dabei das gleiche MaB und day Maf der Summe zweier
(aber nicht abziihlbar vieler) elementiremder Mengen ist gleich der
Summe der Mafle der Summanden.

Die Konstruktion des absoluten MaBes hat einen effektiven
Charakter und einen deutlichen geometrischen Sinn. Sie beruht
auf dem Begriff der (endlichen) Zerlegungsgleichheit von Punkt-
mengen %): eine Menge X heift némlich absolut mepbar, wenn die
obere Schranke der Lingen aller Strecken, die mit einer Teilmenge
von X zerlegungsgleich sind, und die untere Schranke der Léngen
aller Strecken, die eine mit X zerlegungsgleiche Teilmenge ent-
halten, identisch sind; der gemeinsame Wert dieser oberen und
unteren Schranke wird eben als das absolute Maf der Menge X
bezeichnet.

In § 1 dieser Mitteilung werden die wichtigsten Idigenschaften
des Begriffs der Zerlegungsgleichheit zusammengefafit. § 2 enthilt
grundlegende Definitionen und Sétze aus der Theorie des absoluten
Mafes. Man ersieht aus diesen Sitzen, daB die Higenschaften des
absoluten MaBes und der absolut mefbaren Mengen in mancher
Hingicht von denen der anderen bekannten MafBbegriffe ziemlich
stark abweichen. Ist z.B. eine Menge absolut meBbar, so ist nicht
nur jede mit ihr kongruente, sondern auch jede zerlegungsgleiche
Menge absolut meBbar, und wenn eine absolut melibare Menge in
endlich (oder auch in abzidhlbar) viele paarweise fremde und mit
einander kongruente hzw. zerlegunsgleiche Teile zerlegt wird, so iyt
jede dieser Teilmengen absolut meBbar (was bekauntlich fir die
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im Peano-Jordanschen oder im Liebesgueschen Sinne meBbaren
Mengen im allgemeinen nicht zutrifft 3)). Dagegen mull nicht die
Summe oder der Durchschnitt zweier (und wmsomehr abzéhlbar
vieler) absolut melibarer Mengen, die gemeinsame Elemente haben,
selbst absolut mefbar sein.

In §3 wird der enge Zusammenhang ans Licht gebracht,
der zwischen dem absoluten Maf und den allgemeinen, fiir alle
bheschrimkten linearen Punktmengen bestimmten MafBfunktionen
besteht 4). By zeigt sich, daf eine Puhktmenge X dann und nur dann
absolut meBbar ist, wenn alle derartigen MaBfunktionen der Menge X
denselben Wert zuordnen; eben dieser gemeinsame Wert ist mit
dem absoluten Maf identisch.

In §4 sind Sitze enthalten, die die Beziehungen zwischen
dem absoluten, dem Peano-Jordanschen und dem Lebesgueschen
Maf betretfen3). Stellt man die Definitionen dieser drei Begriffe
zusammen, 80 ersieht. man sogleich, daf sowohl die Konstruktion
des absoluten MaBes, als auch die des Lebesgueschen Mafes in
¢iner Verfeinerung des Peano-Jordanschen Verfahrens besteht.
Diese Verfeinerung ist aber in beiden Féllen vollig verschieden:
die Konstruktion des absoluten MaBes berucht auf dem Ubergang
von Strecken, d.i. von elementaren Punktmengen, zu beliebigen
Mengen, withrend die Konstruktion des Lebesgueschen Mafes
auf dem (zweifellos viel wichtigeren) Ubergang vom Endlichen zum
Abzithlbaren berubt ?). Das System der im Peano-J ordanschen
Sinne meBbaren Mengen ist sowohl in dem System der absolut
meBbaren als auch in dem System der im Lebesgueschen Sinne
als cchter Teil enthalten; dagegen ist von den zwei letzteren Syste-
men keines ein Teil des anderen. Bs ist bemerkenswert, dal die
im Liebesgueschen Sinne unmeBbaren Mengen, die bisher kon-
struiert wurden, sich meistenteils als absolut meBbar erweisen:
im Beweise ihrer UnmeBbarkeit im Lebesgueschen Sinne ist schon
oft der Beweis ihrer absoluten MeBbarkeit implizit enthalten ¢).
Bs gibt aber auch solche (beschrinkte) Mengen, die in beiden Sin-
nen unmefbar sind.

In den SchluBbemerkungen wird kurz die Frage besprochen,
ob die Theorie des absoluten MaBes auf n-dimensionale euklidische
Riume mit #>2 ibertragen werden kann; fir n=2 wird diese
Frage bejuhend und fiiv n>2 verneinend beantwortet.

tenaue Beweise werden hier nicht gegeben, ihre Rekonstruk-
tion wird aber durch verschiedene Hinweise ermoglicht.
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§ 1. Zerlegungsgleichheit linearer Punkimengen. lis
werden hier lediglich Punktmengen ciner (cuklidischen) Geraden,
behandelt. Mit B bezeichnen wir das System aller besehrinkten
Punktmengen. Zu B gehiren also inshesondere die (offenen, halb-
offenen und abgeschlossenen) Strecken, Die leere Menge 0 und
die Mengen, die nur aus einem Punkt bestehen, werden zu den
Strecken gezihlt; die Strecken, die mehr als einen Punkil enthalten,
werden eigentliche Strecken genannt. Wir withlen eine bestimmte
eigentliche Strecke # und nennen sie IBinheitsstrecke. Mit XX
bezeichnen wir die Linge der Strecke X. s ist |[B]=1; der
Begriff der Linge sowie auch alle weiter unten erorterten Begriffe
des MaBes werden auf die gewiihlte Hinheitsstrecke bezogen.

Die Formel X=Y bedeutet, wie gewohnlich, daff die Mengen
X und ¥ kongruent sind (d. h. durch eine Translation oder eine
symmetrische Transformation ineinander iihergehen).

Definition 1.1, Die Mengen X wund Y heiffen zerlegungs-
gleieh  (oder genauer: endlich-zerlegungsglediceh), in Zeichen:
X=Y, wenn sie in endlich viele elementfremde Teile zerlegt werden
konnen:

X=X+t Xa, Y=Y1-+..+ ¥,

derart daf
Xa=Yy, ...,

XY,
Aus dieser Definition ergeben sich leieht tolgende Sitze 7):

Natz 1.2. Es gilt X=X fiir jede Punktmenge X5 ist, allgemeiner,
X=Y, so st anch X=Y; ist XY=V, so ist Y=2X; ist Y=V=%,
80 ist X=Z.

Satz 1.3. Sind Xi,.., X, wnd Yi,..,Y, 2wei endliche Folgen
von paarweise fremden Mengen und ist X1=Yy, ..., Xy=Y,, so ist
auch Xqi-+ ...+ X, =Y1+..+Y,.

Satz 1.4. Ist X=1Y, so kann man jeder Menge X,C.X eine mit X,
zerlegungsyleiche Menge Xt=Y.CY in der Weise eindewtig suordnen,
daf auch wmgekehrt jeder Menge Y. CY genaw eine Menge X,CX
entspricht, fiir die X¥=1Yy ist, und so daf die Bedingungen: X,CX,
und XICXY fir beliebige Teilmengen X, und X, der Menge X dqui-
valent sind (demnach ist X*<=¥ und ferner (Xy--Xo)*==X¥-|-X¥,
(Xo Xo)*= X1 X sowie (Xy—No)*==X¥—X¥ fir belichige Teilmengen
Xy und X, von X). )
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Natz 1.5 Ist X=Y, so sind di¢ Mengen X und Y gleichmichtiy;
anshesondere ist dann und aur dann X=0, wenn X=0.

Sate 1.6. Ist X eine beschrinkte Menge, bzie. eine Menge vom
Lebesgueschen MapB 0, bzw. eine Menge von I. Kategorie, und ist
dabei X=Y, so ist auch Y von derselben N atur.

Tieferliegend ist

Natz 1.7. (Mittelwertsatz). Ist XCYCZ, X,CZ,, X=X, und
Z=17,, so gibt es eine Menge Yo, derart daff X,CY,CZy und Y=15)

Korollar 1.8. Fir beliebige Mengen X and Y sind folgende
Bedingungen dquivalent:
(i) es gibt eine Menge Xy, flir die XCTA=1;
(ii) es gibl eine Menge ¥, fir die Y=Y ,CY.
Y [Nach 1.2, 1.7].
Ist YCYCZ wnd X=Z, so ist Y=Y=2Z.
[Nach 1.2, 1.7].
Korollar 1.10 (Aquivalenzsatz). Ist XDX,, YDX,, Y=1,
and Y=2X, so ist X=1. [Nach 1.2, 1.8, 1.9].

Korollar 1.9.

Sats 1.11 (Divisionssatz). Bs seien Xy Xoy Xngry ooy Xasp
WA Y1y ooy Yoy Yoty ooey Yugp 21000 endliche Folgen von paarweise frem-
den Mengen, derart daf Xi=..=X,, Yi=..=1, und
,\',,4_1 ==,,. E,.,\f,,.la,,E Yn,w == Y”.[‘,, .
Wena s dann vine Menge 7 gibt, fir die
Ny oo N oo+ X4 p=ZC Y14 o+ Yot oo+ Yuin
. woar . b g v - — Xxr r 9
so qibt es auch eine Menge Zy, fir die Xat-X w1 =ZC Y1+ Xnp1 ).

Korollar 1.12. Ist unter den Vorausselzungen von 1.11
»Xl ‘1“ ”l" AYH "|‘ "l"' ‘Yn—l»p = -Yl + ”}“ ——Yn + + Yn—k]n so st a""’("h
Xt X =Y+ Yopr. [Nach 1.2, 1.10, 1.11].

Korollar 1.13. Bs seien Xay.ooy Xo und Y1, Yo 20ei mdli(elie
Folgen. von paarweise fremden  Mengen, derart daf "Ylg.':-EA:ll
und Yi=..=Y,. Wenn es dann eine Menye Z gibt, fir dz,(?
X 4 Xy=ZCY 14 o+ Xay 80 ¢ibl es aueh eine Mmycle, fir
die XN, =Z,CY,. [Nach 1.5, 1.11].

Korollar 1.14. Ist wnter den Voraussetzungen  00m 1.13
’ B . . v o N oy o] = 119
X ooe Xz Yot oos 4 Xy 80 08t aneh Xi=1Y,. [N@( h 1.5, 1.12].
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X, =X,=Y und X+ Xo+Z=Y+U, so ist X-+Z=U.
Korollar 1.16. Sind Xiy.oo, Xngr und Yo, ..., Yoy 2wei endliche
Folgen von paarweise fremden Mengen, derart daf
_.Y]_E...E‘Y"_HE Ylﬁ Y;, und .;Y]fl— +,Y,l+~_'5 _Ylﬂl— I Yll'l- 1y
80 ist X+ npo=Y 1. [Nach 1.15].
Korollar 1.17. Ist X0, so gibt es keine moei fremde Men-
gen X, und X,, derart daff X=X +X,=X,=X,.
[Nach 1.2, 1.5, 1.15].
Korollar 1.18. Fs sei X eine beschrinkte Menge wund 7 eine
qufbg(’v i der (”,“ etgentliche 55"67*(407‘(:0 enthalten ist.  Ist  dann
XZ=Y U=0, X=Y wnd X+Z=Y-+U, «so ist Z=17,
; [Nach 1.2, 1.4, 1.15].
Korollar 1.19.  Sind X wnd Y Strecken und gibt es  eine
Menge Y, fitr die X=Y,CY, so ist [.V|<2]Y]. 10)
[Nach 1.2, 1.5, 1.18].

Sate 1.20. Jede Menge X eB mit ciner Michtigheit < 2% gendigt
folgenden Bedingungen.: '

(i) ist X in einer Strecke Y enthalten, so wmfaft jede Streeke Z,
die limger als Y ist, abzihlbar viele paarweise fremde und za X kon-
gruente Mengen Xi,...,Xn,...;

(ii) ist Y eine beliebige eigentliche Strecke, so ist

Y=Y4+X=Y—-X.

jed oyt f maehoee ] A ag
Aus diesem Satz folgt insbesondere, daf offene, halbotfene
und ahgeschlossene Strecken von derselben Linge zerlegungsgleich
sind. Hieraus ergibt sich leicht o

' ILO‘)‘()”{M‘ 1.21. Sind Xy,..., X, paarweise fremde Strecken und
ist ¥ eine eigentliche Strecke, fir die | X+ ...+ |X.,|=|Y], so ist
j\;ﬁ—..:—l—lzz Y; sind X und X, Strecken, XDX, und ist Y eine
eigentliche Strecke, fir die |X|—|X,|=|Y|, so ist X—X,=Y.1)

Sate 1.22. Zu jeder eigentlichen Strecke X gibt es cine unendliche
Folge won  paarweise fremden Mengen  Xyyooy XNiyooy  devart daff
X=X+ . +X+... und Vi=..=X,=. ")

Es sei bemerkt, dall alle oben angegebenen Nitze viel all-
gemeiner formuliert werden kounen. So gelten z B, Sitze 1.2 1.5
und 1.7-1.14 fiir Mengen eines heliehigen metrischen Raumes; in
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einer abstrakteren Tassung werden sie auf Teilmengen einer be-
liebigen Menge M bezogen, wobel die Begriffe der Kbngruenz und
der Zerlegungsgleichheit zu einer heliebigen Gruppe ¢ von ein-
eindeutigen Abbildungen relativisiert werden 12), Sitze 1.15-1.17 sind
nieht in demselben Grade verallgemeinerungsféihig: sie gelten z.B.
fiir Punktmengen einer euklidischen Ebene nicht mehr3); will man
sie abstrakt fassen, so muB man voraussetzen, dafl die Gruppe §,
aul die die Zerlegungsgleichheit bezogen wird, eine Abelsche Gruppe
ist (es geniigen tibrigens etwas schwichere, aber kompliziertere Vor-
aussetzungen). Die iibrigen Siitze sind mit Ricksicht auf ihren
Inhalt nicht zu einer ganz abstrakten Fassung geeignet; man kann
aber fragen, ob sie nicht zumindest auf beliebige n-dimensionale
euklidinehe Réume erstreckt werden kénnen (wobei Strecken durch
n-limensionale Nimplexe oder Wiirfel zu ersetzen sind). Bs zeigt
gich nun, daf Korollar 1.19 in der Ebene seine Grilltigkeit bewahrt 14);
dag anajoge Problem betreffend 1.18 bleibt offen; in einem mehr-
dimensionalen Raum gelten 1.18 und 1.19 nicht. Sitze 1.20-1.22
(und 1.6) bleiben dagegen fir beliehige euklidische Réume giiltig.

§ 2. Grundeigenschaften des absoluten Mafies.

Definition 2.1. Bs sei X eine Punkimenge des Systems B und Z
die Menge der Zahlen z, fir die es eine Strecke Y und eine Menge Xy
gibt, so0 dap |Y|=z und XDX,=Y. Die obere Schranke der Menge Z
wird dann inneres absolutes Map der Punkimenge X genannt

und mit a,(X) bezeichnet.

Definition 2.2. Bs sei X eine Punktmenge des Systems B
und 7 die Menge der Zahlen z, fiir die es eine Strecke Y und eine
Menge Yy gibt, so dap |¥|=z und Y=Y,CY. Die untere Schranke
der Menge 7 wird dann duferes absolutes Map der Punkt-
menge X genannt und mit a.(X) bezeichnet.

Definition 2.3. Ist Xe B und pe=a;( X)=a,(X), so nennen wir
die Zahl = absolutes Map der Punktmenge X und bezeichnen
sie mit a(X); die Menge X selbst heipt damn absolut mepBbar, und
das System aller absolut mepbaren Punktmengen wird mit A bezeichnet.

Tie Wahl der Termini ,,absolutes MaB“ und ,absolut mefbar®
wird ihre Rechtfertigung in den Nitzen 3.18 und 3.19 finden.

Aut Grund der in § 1 enthaltenen Ergebnisse lassen sich aus
diesen Definitionen folgende Sitze ableiten 15,
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Satz 2.4, Ist XeB, so st 0Zai(X)<Sae( X)<-o0.
[Nach 1.2, 1

Korollar 2.5, 1st Xed, so ist 0La(X)<I-4o00. ‘
[Nach 2.3, 2.4).

Satz 2.6. Ist X eine Strecke, so ist (X)) = ae(X) == a(X)==|X
und demmnach XeA. [Nach 1.2, 1.19, 2.1, 2.2, 2.3].
Satz 2.7. Ist X,YeB und X-Y=0, soist

ai(X)+ a( ) <ap( X+ Y) Ky (X) 4 e Y) K to (VA Y) Lo (X) 4 a0 (V).
[Nach 1.2,1.3, 1.8, 1.18, 1.21, 2.1, 2.2].
Korvollar 2.8. Ist XeB, Yed und X.-¥=0, soist

a;( X4+ Y)=a;( X)+a(Y) und (L,(1~|—Y)~—a(( Ol X).
[Nach 2.8, 2.7].
Korollar 2.9. Ist Vi-Yed wnd XY=, S0 it
(Y+Y)—a,( ) {wa((Y)_m( )+ a;(Y). [Nach 2.3, 2.7].
Korollar 2.10 (Additions- und Subtraktionssatz). (e-
horen irgend zwei der drei Mengen X, Y, X+Y su A wund ist dabei
X.¥=0, so gehort auwch die dritte dieser Mengen zu A4 und es gilt:

a(X+T)=a(X)+a(X). [Nach 2.3, 2.7].
Korollar 2.11. Sind Xi,...,.X, paarweise fremde beschrdankte

Mengen, so st (X)) + @ (X) < (.?\'1+ A und
e (Xt +X0) Saol X))+ o Aae(X0); dst dabed Xq,..., XNyed, so ist anch
Kbt Xped wnd al Xt o+ X)=a( X o)+ d-a{ X, ).

[Nach 2.7, 2.10].

Korvollar 2.12. Ist YeD3 und XCY, so ist a;(X)<a/(Y) und

a(X)<a(Y); ist dabei X YeA, so st a(X)<<a(X).
[Nach 2. 2.7, 2.10],
Satz 2.13. Ist XeB und X=X oder insbesondere X =Y, so ist
a;(X)=a;(Y) und a.(X)=a,(Y).

[Nach 1.2, 1.6, 1.8, 2.1, 2.2, 2.4].

Korollar 2.14 (Invarianzsatz). Ist Xed wnd X=X oder
insbesondere X=Y, so ist auch Yed wnd o X)=uf Y).
[Nach 1.6, 2.3, 2. d]
Eine Verschirfung von 2.13 und 2,14 ist

Satz 2.15. Ist XeDB und gibt es zwei Mengen Z und U, derart
dupp ZeB, Z=U, X+Z=Y+U wnd X -Z=Y - U=0, s0 ist ai X )=a,(¥)
und a, (A )=a,(Y); ist dabei Xe A, soist auch Yed wund a(X)== (Y)

[Nach 1.2, 1.3, 1.6, 2.6, 2.8, 2.13; 2.31.

8, 1.10, 2.1, 2.2].
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Zwei Mengen X und Y, die die Voraussetzungen dieses Satzes
erfiillen, konnen als dquivalent durch Subtraktion bezeichnet
werden.

Satz 8.16. Ist X1eB, Xi=...=1X, (oder insbesondere X =.=X,)
paarweise fremd, so st

(li( 1'|‘ +-ln)'—"n c Qi (Xl)-—- —‘n'@i(‘Y”)
(X4 Xp) =00 (X1)=...=n-0,(X,).
[Nach 1.2, 1.3, 1.6, 1.13, 1.21, 2.1, 2.2, 2.4].
Lorollar 2.17 (Multiplikations- wnd Divisionssatz).
Gehbrt wnter den Voraussetwungen von 2.16 die Menge Xi+..+X,
oder eine der Mengen X,.., X, 2u A; so gehdren auch die dbrigen
Mengen zu A und es gilt:
(Xt X)) =n-a(X1)=...=n-a(X,).
[Nach 1.6, 2.3, 2.16].

Natz 2.18. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(i) Xed;

(i) 2w jedem e>0 gibt es zwei Strecken Y, und Y, und eine
Menge Z, derart daf Y| —|Y,|<e, ¥,DZDY, und X=1Z;

(iil) = jedem &>0 gibt es eine Strecke Y und eime Menge Z,
s0 daff a(Z)<e und X=Y+Z;

(iv) 2u jedem e>0 ¢ibt es eine Strecke Y und eine Menge Z,
s0 dap a.(Z)<e wnd X+-Z=YX.

[Nach 1.3, 1.4, 1.6, 1.7, 1.8, 1.21, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4].

Satz 2.19. Damit a(X)=0, isi notwendig und hinreichend, dap
XeB und daf es zu keiner eigentlichen Strecke Y eine Menge X,
gibt, fir die XDX=1Y, [Nach 1.5, 2.1].

Mit Hilfe von 1.6 schlieBt man hieraus, daf das System der
Mengen X mit a;(X)=0 alle (beschriinkten) Mengen von I. Kate-
gorie sowie alle Mengen vom Lebesgueschen Maf 0 enthilt.

wnd

Satz 2.20. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(i) ae(X)=

(il) a(X)=10;

(iii) 2w jeder eigentlichem Strecke Y gibi es, eine Menge Yy, fir
die X=Y,CY;

(iv) ey (11'[)'[ eine unendliche Folge von pawrweise fremden Mengen
Xigeoy Xiyoory derart dafp X=X,=..=X,=... und X+t Xy e B

[Nach 1.2, 1.6, 2.2 2 3, 2.4, 2.12, 2.13, 2.16].

Fnndamenta Mathomalicae. T, XXX, 15
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Korollar 2.21. Ist XCY und a(Y)=0, so ist auch a(X)=0.
[Nach 1.8, 2.20].

Korollar 2.22. Ist die Menge Xed3 von ciner Michtigheit < 2%,
so ist a(X)=0. [Nach 1.2, 1.20, 2.20],

Satz 2.23. Zu jeder Menge XeB yibt es eine wnendliche Folge
von (paarweise fremden) Mengen Xy, ..., Xy .oy derart daf
X=X+ +Xo+.o und a(Xi)=..=aX,)=..=0

[Nach 1.22, 2.20, 2.21].

Es erhellt daraus, dafl das absolute Mafl nicht abzihlbar-
additiv ist.

§ 3. Beziehung des absoluten MaBies zu beliebigen
Mafifunktionen.

Definition 3.1. Eine Funktion f heifft Maffunktion im
Mengensystem 8, wenn BeSCTB aund wenn | folgende Bedingungen
erfillt:

(i) jeder Menge XeS ist eine veelle Zahl f(XX) 20 zugeordnet,
und insbesondere der Menge E die Zahl f(H)=1,;

(i) sind Xy,..., X, und Yi,..,Y, zwei endliche Folgen wvon
Mengen des Systems S wnd gibt es awer endliche Folgen won
paarweise fremden Mengen Xi,..,X, und Yi,..,Y, derart dof
Xi=Xi, ..., X=X, Y=Y, Yo=Yi, ..., Y=Y, und
Xt A X CY i+ Y, sodst f(Xa)4d-F (X)) AV ) A b F(X ).

In der Bedingung (i) dieser Definition kann man die Zeichen =0
weglassen (aus (ii) folgt schon, daB f(.X)=0 ist); die Formeln

ersetzt werden.

Der eben definierte Begriff weicht vom tiblichen Begriff der
MaBfunktion ab. Das hat seinen Grund darin, daB der Begriff der
MaBfunktion hier sehr allgemeinen gefaBt und zwar auf ganz
beliebige Systeme von beschrinkten Punktmengen bezogen wird.
Wir werden weiter unten sehen (Sétze 3.3—3.5), {daf sich der
betrachtete Begriff — unter spezielleren Voraussetzungen iiber das
System 8 — dem iiblichen bedeutend nihert.

Aug 3.1 ergibt sich sofort
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Satz 3.2. Bs sei | eine beliebige Maffunktion in einem Mengen-
system Sy dann gilt

(i) @8t XY, X4 YeS und X-Y=0, so ist f(X+¥)=f(X)+fX);

(ii) 45t X,YeS wund gibt es eine Menge Y., fir die X=Y,CY,
so st fLO)<SHY);

(iii) ist X,YeS und yibt es zwei Mengen Z und U, fir die ZeB,
X4-Z=Y+U und X-Z=Y -U=0, Z=U, so st f(X)=fY);

(iv) st X,YeS und X=Y, so ist f(X)={Y);

(v) ist X,YeS und X=Y, so ist f{X)=FX).

[Nach 1.2, 1.3, 1.21, 3.1].

Satz 3.3. Es sei S ein Mengensystem, das folgende Bedingungen
erfilll:

(I) EeSCD;

(I1) st X,YeS und X-Y=0, so ist auch X+YeS;

(I11) st XeS und X=Y, so ist auch YeS.

Damit unter diesen Voraussetzungen f eine Mapfunktion in S ist,
ist notwendig und hinreichend, daf f die Bedingungen (i) aus 3.1 sowie (i)
und (i) aus 3.2 erfullt. [Nach 1.2, 1.3, 1.8, 3.1, 3.2].

Satz 3.4. Es sei 8 ein Mengensystem, das folgende Bedingungen
erfallt:
(I) EeSCB;
“(IL) gehoren irgend zwei der drei Mengen X, Y und X+Y 2u S
wnd st X-Y=0, so gehirt auch die dritte Menge zu S
(L11) st XeS und X=X, so ist auch YeS.

Damit unter diesen Voraussetzungen | eine MapBfunktion in S ist,
ist notwendig und hinreichend, dap f die Bedingungen (i) aus 3.1 sowie
(i) und (iv) aus 3.2 erfillt. [Nach 1.2, 3.1, 3.3].

Korollar 3.5. Damit f eine Mapfunktion in S=B ist, ist not-
wendig und hinreichend, dap f die Bedingungen (i) aus 3.1 sowie (i)
und (v) aus 3.2 erfillt. [Nach 1.1, 1.6, 3.3].

Sate 3.6. Bs sei Be SCT, g eine Mapfunktion in T und g(Y)=f(Y)
fir jedes YeS; dann ist f eine Mapfunktion in S. [Nach 3.1].
Satz 3.7, Ist f eine Mapfunktion in S und XeB, so gibt es eine

Mapfunktion g im System S-+X}, derart dap g(¥X)=f( Y) fir jedes YeS.
' 16*
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Wir wollen lier ausnahmsweise den Beweis dieses Satzes in grollen Zigon

skizzieren.
Mit 74, baw. Ty, bezeichnen wir die Menge der Zahlen ¢ von folgender

Beschaffenheit: es gibt Punktmengen X .4, Y., YI" Zl,,,,,zq, iy YII'

und Z3,...,2Z;, derart dal}

r
(1) Ty T,e8,
() 1= )+ ot ()~ (T )= =X )],
Y=Y X=X By 2,
sind paarweise fremd, ebenso auch  die

Z“...,qu' S,

(3) X=X =s..=X,,
(4) die Mengen X',,...,4&, l'l’,...,Y;)
Mengen 71,...,Z,

4y

und sehlieBlich

(5y) Apb e X Y ,).’;,:)Z; R = Z;,.
bzw. )
(5) X X b X b VY, C 2 - 7

Man schlieft aus 3.1 (mit Hilfe von 1.2, 1.3 und 1.8), dafl die Ungleichung
t, <<ty fir beliebige Zahlen ¢eT) und tye 7'y besteht; auch zeigh man leicht, dall
die Mengen 74 und 7', nicht leer sind und dafl insbesondere 0e’ll. s gibt dewm-
nach mindestens eine Zahl =0, so dafl ¥, w7ty fir beliebige &¢I} wud fye 1y ist.
Wir bestimmen nun die Funktion ¢ durch die Formeln: g(X)=z und g(1")=f(X)
fiir ¥eS; auf Grund von 3.1 und 1.16 kann man dann nachweisen, daf} ¢ eine
MaBfunktion in S+ {X} ist.

Satz 3.8. Bs sei Soy 81y..y Scy... eine (endliche oder) transfinite
Folge von Mengensystemen, derart daf S:CS, fir (<n<<z (wo v cine
vorgegebene Ordmungszahl >0 ist). Ist dann | eine Mapfunktion in
jedem der Systeme Suy8iy..., 8 ..., s0 ist sie auch eine Maffunktion
in System Sy+Si+...+8:+... (f<7). [Nach 8.17.

Mit Hilfe des Wohlordnungssatzes wird aus 3.6, 3.7 wwd 3.8
folgender wichtiger Satz gewonnen:

Satz 3.9 (Erweiterungssatz). Ist f eine Maffunktion in 8
und SCTCB, so gibt es eine Mapfunktion g in T, derart daf g( ¥ )=f )
fiir jedes YeS.

_Satz 3.10. Ist f(B)=1, so ist f eine Mapfunktion in System
S={n. [Nach 1.2, 1.5, 1.16, 3.1].
Satz 3.11 (Existenzsatz). Bs gibl MaBfunktionen in jedem
System T, fir das EeTCB, und insbesondere im System T==I3.4)
[Nach 3.9, 3.10].
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Natz 3.12. Bs sei SCB, f(Y)=0 fiir jedes YeS und f(B)=1;
damit | eine MaBfunktion in S4B} ist, ist notwendiy wnd hinreichend,
daf S folgender Bedingung geniigt:

(1) es gibt keine Mengen Xy, ..., Xn, X1, ..., X7, fibr die Xy,..., Xpe 8,
X=X, o 2X und BECX 4. +.X, dst. [Nach 1.1, 1.16, 3.1].

Satz 3.13. Bs sei SCTCB und EeX. Damit es eine Maffunk-
tion f an T gibt, derart daf f(Y)=0 fir jedes Y eS8, ist notwendig
und hinreichend, daf S der Bedingung (1) aus 3.12 geniigt.

[Nach 3.1, 3.6, 3.9, 3.12].

Als Beispiel von Mengensystemen, die der Bedingung (i) aus 3.12
geniigen, kann das System der Mengen vom Liebesgueschen Mafie 0
oder der Mengen von I. Kategorie dienen 18),

Wir gehen nun zu Sitzen iiber, die den engen Zusammenhang
zwischen dem abgsoluten MaB und den allgemeinen MaBfunktionen
klarstellen.

Satz 3.14. Ist | eine Maffunktion in 8§ und XeS, so ist
(X)) <AX) <o (X). [Nach 1.2, 1.3, 1.8, 1.21, 2.1, 2.2, 3.1].

Korollar 3.15. Ist | eine Mapfunktion in S und Xed.S,
so ist f(X)=a(X). [Nach 2.3, 3.14].

Natz 3.16. Ist EeSCA, XeB, f(Y)=a(Y) fir jedes YeS
und  a; (V)< f{(X)<ao(X), so ist f eine Mapfunktion in S+{X}.
[Nach 1.6, 2.8, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14, 2.16, 3.1].

Korollar 3.17. Die Funktion a ist cine Mapfunktion im Sy-

stem. A (und, allgemeiner, in jedem System S, fir das BeSCA).
[Nach 2.5, 2.6, 3.16].

Folgende zwei Sitze 3.18 und 3.19 konnen als Hauptergebnisse
dieses Paragraphen angesehen werden:

Satz 3.18. Bs sei S=B und Xe¢B (oder, allgemeiner, S sei
ein System, so dap B e SCB und XeB); T sei die Menge der Zahlen t,

fiir die es eine MaBfunktion f in S gibt, so daf f(X)=t. Es ist dann

- /i’ [a( V) <t<ae(X)]; a(X) ist also die Kleinste und a.(X) die
t

grofte aller Zahlen der Menge T. [Nach 2.6, 3.9, 3.14, 3.16].
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Korollar 3.19 (Bindeutigheitssalz). Hs sel S==B und Xe B
(oder, allgemeiner, 8 sei cin System, so dafs BeSCB und XeS).
Folgende Bedingungen sind dann dquivalent:

(i) Xed;

(i) f(X)=g(X) fitr zwei belicbige Mapfunictionen 1 und g in S;

(iii) f(X)=a(X), bew. =a(X), baw. ==a.(X) fir jede Map-
funktion f in 8. [Nach 2.3, 3.1%].

Man konnte offenbar den Satz 3.18 und das Kovollar 3.19 (etwa fiir S-=13)
als Definition der Begriffe a,(X), n,(,(A) a(X) und o annehmen und somit die
Theorie des absoluten MaBes als ein Bruchstiick der allgemeinen Theorie der
Mabfunktionen aufbauen. Dadurch wiirde aber dom Begriff des absolutien Malies
gein anschaulicher geometrischer Charakter entzogen und die im Grundo ziomlick
elementare Theorie dieses Begriffs witrde in eine Abhiingigkeit von der frans.
finiten (sich auf den Wollordnungssatz grimdenden) Konstruktion der allgemoinen
MaBfunktionen gebracht.

Es sei bemerkt, dall man die in § 2 skizzicrte Konsbruktion folgender-
mafen verallgemeinern kann. Man nimmt als Ausgangspunkt ein beliebiges
Mengensystem S,C B uud eine MaBfunktion q(, in 8, und man operiert vom
Anfang an, d. L. beim Formulieren von 2.1-2.3, nioht mit Strecken und ihrer
Liinge, sondern mit Mengen ¥YeG und ihrem Mafl g,(¥). Man gelangt sowib
zu einer Reihe von Begriffen: dem inneren Mall g,(X), dem dnlleren Maf g, (.X),

/ [g,(X)=g,(X ] und dem erweiterten

dem System der mefibaren Mengen =

MaB g(X)=g,(X)=g,(X) far Xe¢ (die Funktion ¢ kaou als natirliehe K-
weiterung der Funktion g, bezeichnet werden; alle diese Begriffe haben offen-
bar einen rvelativen Charakter und werden auf G und g, hezogen). Definitionen
2.1 und 2.2 erfahren dabei eine gewisse Komplikation (die allerdings ziemlich
gering ist, wenn €, den Voraussetzungen von 3.4 geniigt): ersetizt man iin Beweis
des Satzes 3.7 § durch ¢/, und f durch g,, so kann man g, (&) als obere Sehranke
der Menge T; und g,(&) als untere Sehranke der Menge Ty definieren. Ln ist
a,(X) = g,(X) <9, (X) < a, (X), wonaeh ACH und g(X)=a(X) firjedes Xed (ist
inshesondere (", so erhilt man G==.1; das Operieven mit Mengen Ye/; und
ihrem Maf} go(¥) anstatt mit Strecken und ihrer Liinge gibt also in diesem Fall
nichts neues und verkompliziert nur die Uberlegungen)., Alle Sitze aus §2 (mit
gewissen Modifikationen in 2.18-2.20) sowie Siitze 3.16 und 3.17 lassen sich auf
die neuen Begriffe iihertragen; Sitze 3.14, 8.15, 8.18 und 3.19 hleiben dagegen
nur dann giiltig, wenn man sie auf Systeme beschrinkt, die ¢, umfassen, und
auf MaBfunktionen, die innerhalb ¢/, mit g, tthereinstimmon.
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§4. Beziehung des absoluten Mafles zum Peano-
Jordanschen und Lebesgueschen Mafi. Mit p;(X) bzw.
pe(X) wollen wir day innere bzw. das Aullere Peano-Jordansche
Mafl bezeichnen; p(X) bezeichnet das Peano-Jordansche Mal
gchlechthin und P das System aller im Peano-Jordanschen Sinne
meBbaren Mengen. In analoger Weise beziehen sich die Symbole
L(X), LX), X)) und L auf das Lebesguesche Mall beschrankber
Mengern. 3)

Stellt man die bekannten Definitionen des Peano-Jordanschen
und Lebesgueschen Mafles mit der Definition des absoluten MaBes
zugammen, so erhidlt man sogleich

Sate 4.1. Ist XeB, so ist 0 <p( X)) << min [L(X),a:(X)] und
max [1.(X), . (X)] < pe(X)<H 00,

Korollar £.2. Ist XeP, so ist Xel-A und p(X)=1(X)=a(X).
[Nach 2.3, 4.1].

Um die Beziehungen zwischen dem Lebesgueschen und abso-
luten MaB niher zu untersuchen, bringen wir zunichst folgenden
bekannten Satz in Erinnerung:

Satz 4.3. Bs gibt eine Maffunktion f im System B, derart daf
HX)=UTY) fitr jedes Yel. %)

Korollar 4.4. Die Funkiion 1ist ecine Mapfunktion im System L
(und die Funktion p im System P ). [Nach 3.6, 4.3, 4.2].

Nach einem bekannten Satz aus der Theorie des Lebesgueschen
Malles gibt es zu jeder Menge X eB zwei Mengen Y,Ze L, fiir die
YCXCZ, L,(X)=UY) und I,(X)=I(%) ist. Hieraus erglbt sich

Satg 45 Ist | eine Mapfunktion im System SDL, derart
daf f(Y ) fiir jedes YeL, so ist (X)) <AX)<LAX) fiir jede
Menge AeS. [Nach 1.2, 3.2 (ii)].

Satz £.6. Ist XeB3, so ist max [1;(X), a;(X)]<minfl(X), a.(X)].
[Nach 3.14, 4.3, 4.5].

Korollar 4.7. Ist Xe L, so ist a,(X);{l(X)s;a(,(X);‘ ist Xed,
so dst LX) SL(X); ist Ned-Ly, so dst W(X)=a(X).
: [Nach 2.3, 4.6].
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By sei hier noch eine Folgerung aus 4.3 und L5 angefithr,
die ausschlieflich das Lebesguesche Mafl betrifft:

-

Satz 4.8. Gendigen die Mengen X wnd X den Vorauwsseteungen
von 2.13 oder 2.15, so st ‘max[LD), LY ) <min{l.(X), L(X)]; 48t dabei
X,YeL, so ist YX)=1TY). [Nach 1.6, 3.2 (iii), (iv), 4.3, 4.5].

Wir gehen zu Ergebnissen negativer Natur iiber.

Satz 4.9. Das System L-A ist nicht mit P identischy zu L A—P
gehort 2. B. jede abezihlbare Menge, dic in ciner Strecke dicht liegt,
[Nach 2.22].

Satz 4.10. Das System L ist kein Teil von Ay an L—d gehér
2. B. jede beschrinkte Menge von I. Kategorie mit posilivem Lebes-
gueschem Maf. [Nach 1.6, 2.3, 2.19, 4.7].

Sate L.11. Das System A ist kein Teil von Ly su A—L gehért
z.B. jede Menge, die durch Zerlegunyg einer eigentlichen Strecke in
abzihlbar wviele paarweise fremde und zerlegungsgleiche  Tedlmengen
gewonnen wird. [Nach 1.6, 1.22, 2.20, 4.7

Korollar 1.12. Es gibt beschrinkte Mengen, dic weder gu L
noch zu A gehoren; ist 2.B. Xe L—A, YeAd—L und X Y==0, so ist
X+YeB—L—A. [Nach 2.10, 4.10, 4.11].

» Korollar 4.13. Hs gibt Mengen X,Ye L-A, derart dafp X - Y,
XY, X—-Y, Y—XeL—Ad. [Nach 2.6, 2.10, 2.14, £.10].

Die Systeme A und L-d sind also, im Gegensatz zu P und L,
keine Mengenkorper.

Zum SchluB sei bemerks, dafl man mit Ricksieht aaf 4.4 die Bemerkungen
am Ende von §3 auf das System L und die Funktion I bezichen kann; mit an-
deren Worten: man kann in den Betrachtungen von §2 Strecken und ihre Liinge
durch Mengen des Systems £ und das Lebesguesche Mal ersetzen. Maw gelangt
so.mit zu einer neuen Reihe von Begriffen, sagen wir myX), m,(X), M und m(X)
(die Funktion m kann natirliche Erweiterung dos Lebesgueschen Malies
genannt werden). Satz 4.6 liflt sich dann folgendermaBen ergiinzen:

Ist XeB, so ist max [l,(X),a,(X)] =y (X)-my, (X) = min (1, (X), 0, (X)]

Man ersieht daraus w.a., dafl das System M die Systeme L und . ¥t
M enthilt iibrigens auch soleche Mengen, die weder zu L noell wu A gehiren (z. 1.
Mengen, die wir in 4.12 konstrujert haben)

.
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Schluibemerkungen. Die Theorie des absoluten MaBes kann
mit gewissen Abinderungen auf die euklidische Ebene iibertragen
werden. Al Binheitsmenge £ wird dann, wie iiblich, ein beliebiges
Quadrat (oder Polygon) gewiihlt. Obzwar Sitze 1.15~1.17 filr ebene
Punktmengen im allgemeinen nicht gelten (vgl. Bemerkungen am
Ende von § 1), stellt es sich doch heraus, dall zumindest die Bin-
heitsmenge K nicht ,paradoxal zerlegbar® ist, d.h. kein Ge-
genbeispiel fiir 1.17 bildet: es gibt keine zwei fremde Mengen E,
und. Ky, derart dall F=F+4FE,=F =1, 4); und diese Tatsache ist
fiir die Theorie des abgoluten Mafles von entscheidender Bedeutung.
Das Fehlen von 1.15 verursacht jedoch gewisse Komplikationen
in der ganzen Konstruktion sowie in der Formulierung einzelner
Detinitionen und Sitze, Insbesondere mufi man oft — z.B. bei
der Formulierung 2.1 — statt mit der Zerlegungsgleichheit, mit
der Aquivalenz durch Substraktion operieren (vgl. Bemerkung zu
Satz 2.15).

Der Versuch, die Theorie des absoluten Mafles auf einen drei-
oder mehrdimensionalen euklidischen Raum zu iibertragen, scheitert
dagegen an cinem uniiberwindbaren Hindernis, nfimlich an den
bekannten ,Paradoxien der Zerlegungsgleichheit™: in soleh einem
Raum ist ja jeder Wiirfel (und, allgemeiner, jede beschrinkte Punkt-
menge mit inneren Punkten) ,paradoxal zerlegbar®?).

Anmerkungen.

1) Die in der vorliegenden Mitteilung enthaltenen Ergebnisse stammen in
ihrem wesentlichen Teil aus dem Jahre 1931; ich habe sie in einer Mitteilung
dargestellt, die am 13. II. 1932 der Warschauer ‘Wissenschaftlichen Gesellschaft
vorgelegt wurde (aus dieser Mitteilung ist im Druck nur eine ganz kurze Zusammen-
fassung in polnischer Sprache erschienen; vgl. €. R. Boc. Se. Varsov. 52, 1932,
(1. I11, 8. 12), Ein etwas spiter, namlich in 1934, gefundener Satz aus der Theorie
der Zerlegungsgleichheit (und zwar Satz 1.15) hat es ermdglicht, den ursprin-
glichen Gedankengang zu vereinfachen. Uber die Theorie des absoluten MaGes
in ihrer jetzigen Form habe ich in zwei Vortrigen berichtet: in der ‘Wiener
Mathematischen Gesellsehaftam 16,111, 1985 undin der Polnischen Mathematischen
Gesellsehaft in Warschau am 17. XII. 1937 (vgl. Ann. Soc. Pol. Math. 16, 1938).

2) Val. z. B. 8. Banach et A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), S. 244 ff.
oder A. Tarski, Przeglad matematyczno-fizyczny 2 (1924), 8. 47 ff.

8) Zur Theorie des Peano-Jordanschen und des Lebesgueschen Mafes

vl . Hausdorif, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 399 ff.

4y Die Bxistenz soleher MaBfunktionen wurde bekanntlich von Banach
entdeckt (vgl. 8. Banach, Fund. Math. 4, 1928, 8.7 ff, und sein Buch Théorie
des opérations lindaires, Monogr. Mat. 1 (1932), 8. 321). Der hier in § 3 skizzierte
Beweis dieses Krgehnisses weicht in mancher Hinsicht von dem Ban achschen ab.
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5) Die gleichzeitige Verfeinerung des Peano-Jordanschen Verfahrens in
den beiden angedeuteten Richtungen ist mit Riwksicht aut die bekannten ,Paro-
doxien der abziihlbaren Zerlegungsgleichheit® wnndglich (vgl. die in Anm. 2
zitierte Arbeit von Banach und dem Verfasser).

%) Vgl. etwa Hausdorff, op. cit., S. 4181 (insbesondere 8. 419, Z. 2024
vou oben) und W. Sierpinski, dieser Band, 5. 96-- 99,

7) Zu den Sitzen 1.2-1.6, 1.9 und 1.10 vgl. Bn,uu,(‘ll-'_‘m'ﬂ'lci. op. cit.;
Satz 1.14 wurde von D, Konig, Fund. Math, 8 (1926), 8. 114 {f, bewiesen ; Satz 1.22
stammt von Hausdorff, op. cit.,, 3. 401 £. Die ubug,an Sitze von § 1 (griltenteils
in einer viel allgemeineren Formulierung) wurden von Lindenbaum und dem
Verfasser gewonnen; vgl. hiezu A, Lindenbaum et A. Tarski, C. R. Soc. Se.
Vars. 19 (1926), CL II1, S. 816 ff. und 328 f., sowie A. Tarslki, Atiti Congr. Mat.
Bologna 1928, 2, 8. 243 £f.. Genaue Beweise dieser Sitze sind noch nieht ver-
bffentlicht und sollen in hesonderen Arheiten erscheinen.

8) Iin kurzer Beweis des Satzes 1.7 (oder genauer: eines analogen Sabzes
fir die Relation der (Heichmiiehtigkeit) findet sich im Buch von 'W. Hierpinski,
Zarys teorii mnogodei (Grundvify der Mengenlehre, polniseh), 1. Toil, 8, Aufl.,, War-
szawa 1928, 8. 90,

9) Sitze 1.11-1.18 wurden als Versehiirfungen des von D Kianig stamm-
enden Satzes 1.14 gewonnen; ihr Beweis ist in groflen Zigeu dem Konigschen
analog (vgl. Anm. 7).

10) Korollar 1.19 kann aus dem in Anm. 4 erwithnten Satz von Banach
abgeleitet werden (vgl. Banach-Tarski, op. c¢it., 8. 257 [.); der Beweis von 119
auf Grund von L15 ist jedoeh viel einfacher und stithzt sich nicht auf das
Auswahlsaxiomn.

1) Vgl. die Beweise analoger Siitze fiir ebene Punktmengen in Banach-
-Tarski, op. cit., 8. 258 £f,, sowie in meinen oben zitierten Anfsatz aus Przegl,
mat.-fiz. 2, 8. 53 ff. s ist zu bemerken, dall Korvollar 1.21 einlenchtend und
geine Anwendung in weiteren U'berlegungen enthelrlich wiive, wenn wir uns
entschlieen wollten, lediglich halboffene Strecken (d. L. Strecken mit einemn
Endpunkt) hier zu betrachten.

12) Vgl. hiezu meinen in Anm. 7 zitierten Aufsatz aus Atti Cougr, Mat.
Bologna 1928 sowie J. v. Neumann, Fund. Math. 18 (1929), 8. 81 f,

18) Vgl 8. Mazurkiewicz et W. Sievpinski, Comptes Rendus 158 (1914),
8. 618 und 5. Ruziewicz, Fund. Math. 2 (1921), S. 4 ff.

1) Zum Beweis vgl. Banach-Tarski, 5. 257f. (im Gegonsatz zu dem
Fall der geraden Linie ist kein direkter Beweis dafiir bekanut; vgl. Anm. 11).

1) Die Kenntnis der Theorie der Zerlegungsgleichheit vorausgesetzt, bietet
die Begriindung der Ergebnisse aus § 2 keine groBe Schwierigkeiten; die Sehluli-
weisen sind denen aus der Theorie des Peano-Jovdanschen nnd Liebesgueschen
Mafles analog (vgl. Amm. 3).

8) Satz 3.13 in Bezug auf das System S der Mengen von 1. Kategorie wurde
von E. Szpilrajn gewonnen,
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On the equivalence of some classes of sets ).
By

7

Edward Szpilrajn (Warszawa).

We say that two mathematical objeets A and B (sets, classes
of sets, sequences of sets, finctions, ete.) defined respectively in
two spaces v and Y are equivalent in the sense of the General Theory
of Sets, or brietly equivalent, if there exists a one-one transformation
of the space U into the space Y which transforms 4 into B 2).

This paper contains some simple theorems on the equivalence,
concerning the category, the property of Baire and measures.

Terminology and notation. X being any metrical space and E a subset
of X, we shall denote by

Y the smallest complete space including X

D(E) the set of all the points z¢ X at which 7 is of the second category
in X 3);

Int(H) the interior of K

Te(#) the boundary of I;

B(.Y) the class of all the Borel subsets of A%

K(Y) the class of all the sets of the first category in X

R(.V) the class of all the sets possessing the Baire property in X i e. the

sobs of the form (—K,--K, where ¢ is open in X and K, K e K(X).

Next, we shall denote by

J the closed interval <0, 1»;
N(J) the class of all the sets of measure zero coutained in &
M (&) the class of all the sets measurable (L) contained in &

A metrical space X will be said Borel space if AEB(A) A one-one trans-
formation will be called a generalized homeomorphism. if both the transformation
itgelf and its inversion are measurable (B) 4).

1) Presented to the Polish Mathematical Society, Warsaw section, on
Pobruary 25, 1938.

%) or the equivalence ol sequences of sets see Sz pilrajn {2]

3) Of. Kuratowski {1], p. 45.

1) oo Kuratowski [2] and [1], p. 221
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