Quelques théorémes sur le plongement topologique
des espaces?).

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

Dans le vol. 28 de ce Journal (p.338) j’ai démontré le ,thdo-
réme auwiliaire” suivant: A et B diant deux ensembles fermds ot dis-
joints, situés dans un espace métrique séparable & de dimension <N,
les dléments g de Vespace (9T tels que g(A)-g(B)=0 constituent
dans cet espace un ensemble ouvert ¢t dense ?).

Je vais en déduire & présent le théoréme que voiei:

Théoréme 1. A et B dlant deusw sous-ensembles fermds dum

espace métrique séparable & de dimension <n tels que le produit AB est
7 4 “ 2 . 13 .

compact, les léments g de Vespace (7™% satistaisant & lo condition

(1) 9(4)-g(B)=g(AB)
constituent dams cet espace wn ensemble résiduel 2).

Ensuite, je vais donner, en m’appuyant sur le th. 1, une dé-
monstration du théoréme de M. Noébeling sur le plongement deg
espaces réguliers dans les espaces réguliers compacts 4) (d’ailleurs,
en le généralisant légérement).

1) Présenté 4 la Soc. Polon. de Math., Section de Varsovie, le 5. X. 1987.
%) &= cube & n dimensions, Y% = espace des transformations continues
de ¥ en sous-ensembles de 9, métrisé par la formule [fy—f,|== sup|fy (@)-—rfyw)|.
%) Un ensemble est dit résiduel lorsque son complémentaire est do pminim'e
catégorie (c.Ad. somme d'une série d’ensembles non donsos). Liospaco (1)
étant complet, tout sous-ensemble résiduel y ost dense,
%) Math. Ann. 104 (1931), p. 81.
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1. Démonstration duw th. 1. Soit 8, la sphére ouverte
de centre AB et de rayon 1/k (c. & d. ’ensemble des points dont
la, distance de AB est <1/k). Posons:

Ak=A~—Sk, d’out

Ak-B=0 et A——B:A1—|—Az+.

En appliquant le théoréme auxiliaire au couple d’ensembles
A, et B, on en conclut que ensemble @p= F[g(A4) g(B)=0] est
g

dense et ouvert, donc que l’ensemble @=®,-P,-... est résiduel
(comme un G4 dense).
Soit ge®. La démonstration du th.1 se réduit & établir la

formule (1). Or:

9(4) =2 g(4x)+9(4)—2 g(4s)=
=2 9(A0)+111g(4)—g(ANIC2 g(An+[] 904 — A C X gl Ax)+ [1 908,

Comme?1) [k] m)=g(1}]sk)=g(AB), il vient

9T)-4TBYCE AR 4B} 9(AB)

d’ot la formule (1), puisque L’hypothése ge® implique que

ng(Ak)-é(_B)=o.

Remarque. L'ensemble des fonctions g satisfaisant & (1) estun G5 En effet,
la condition nécessaire et suffisante pour que g ne satisfasse pas 4 (1) s’exprime
en symboles logiques de la fagon suivante

§<[yeﬂ>] [yeg(B)][ynon-eg(AB)]}.

L’opérateur F(g)=g(A4), ol g est considérée comme une variable parcou-
rant lespace (92711 ogt continu et par conséquent I’ensemble des fonctions ¢
satisfaisant & la condition entre crochets { } est un F (partie commune de deux
ensembles fermés et d’un ensemble ouvert). Sa projection 'est donc également.

1) D'une fagon générale, si Z est un sous-ensemble compact dun espace
& et 8, une sphére de centre Z et de rayon 1k, on a, pour chaque fonction con-
tinue g définie sur X, Pidentité [] g(S)=g([]8,)=09(2).

k 3

En effet, y appartenant & chaque g(8,), il existe deux suites de points {w,}
et {z,} tels que z,e8,, 2,62, |y—g(x,)|<<1/k et |o,—w,|<1/k. L’ensemble Z étant
compact, il est légitime d’admettre que la suite {z,} est convergente. Soit limz,=z,
d’ott Hma,=2, donc limg(x,)=g(z) et comme limg(x,)=y, il vient yeg(Z).
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2, Application aux espaces réguliers. b‘oi1.; e Un eRpace
(métﬁque séparable) régulier, c.ad. donb cha,quo_ \pmn‘t -'(mh:nm; des
entourages aussi petits que l'on veut avec ﬁ?rontmr(s finie. Chaqgue
espace régulier étant de dimension <1, envisageouns ]’(*,H‘]:)‘(L(“/e f()l(u‘s-
tionnel (J‘*)l T est d’abord & remarquer que Iensemble dos }1011100—
morphies g telles que g(é¥) est régulier n’est pas Il(’e(zgs5:»11‘@1r1ex‘1.14
résiduel, Ainsi, par exemple, si &= E((Km:él) et si h est une

homéomorphie qui transforme & en la courbe y=sinl/w, 0w 1,
il n'existe aucune homéomorphie g, suffisamment voisine de h,
telle que ’ensemble g(&) soit régulier. . o

Convenons de dire, pour abréger, quun ensemble V7 situé
dans un espace compact est en position normale, lorsqu’il existe
une transformation continue f de ¥V en un ensemble régulier ot qui
est une homéomorphie sur V. ‘

La courbe y=sin 1/z, 0<o<C1 est en position normale, puisque la projoction

sur Paxe des x transforme sa fermeture en lintervalle 0w-:l, lo continu de
condensation —1<y <1, »=0, se transformant en Porigine des axes.

Théoréme 2. & damt un espace métrique, séparable et régulier,
les éléments ¢ de Vespace (075)& qui sont des homdomorphies telles que
(&) est en position mormale constituent un ensemble résiduel.

Démonstration. L’espace &€ contient par hypothése une
base composée d’ensembles ouverts Ry, R,,... 1) telle que ensemble
R,—R; est fini, quel que soit 4=1,2,... Pour 7 fixe, appliquons le
th. 1, en posant Ri=A et &—R;=DB, et rapprochons-le du '1;}1‘(50:
réme d’aprés lequel les homéomorphies constituent dans espace (67")GE
un ensemble résiduel?). On en conclut que les homéomorphies ¢
telles que

(2) J(R:)-g(R°—Ry) = g(R— Ry

forment un ensemble résiduel.
Soit g une homéomorphie de ce genre. Posons:
(3) V=g(&0),

Y=V et Gi=g(L).

1) e.ad. qu'a chaque x et & chaque &> 0 correspond un [, tel quo we R,
ot 6(R)<e.
© %) Th.1 de ma note citée des Fund. Math, 28, p. 836, Cf.
de la note présente.

aussi lo N° 3
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On constate d’abord que, g étant une homéomorphie, G; est
ouvert dans V et

(i) (G} forme une base relativement & V.

En outre, en désignant par Fr(Y) la frontiére Y- Y—Y de ¥
(dans l’espace ), on a: :

(ii) Fr(G)CYV,
(iii) ‘ Fr(G)) est un ensemble fini.

On a, en effet,

Fr(Gi)=6:V - G.CGV—Gi=g(Ro)-g(3)—g(R)Cy(R.)-g(—R)=g(E:—Ry)
selon (2).
Le th.2 sera donc démontré (et, partant, le théoréme de

M. Nébeling, qui en est une conséquence) dés que le lemme sui-
vant gera établi: ’

Lemme. V dtant un ensemble régulier dense dans Vespace com-
pact I et Gy, Gy, ... dant une suite d’ensembles ouverts dans V et as-
sujettis. aux conditions (i)-(iil), Pensemble V est en position mormale
dans Uespace .

Plus précisément: la décomposition de Vespace 9f en poinis in-
dividuels de Densemble V et en composantesl) de Vensemble Y—V
est semi-continue et hyper-espace de cette décomposition est régulier?).

Démonstration. Remarquons d’abord que

4) G- Fr(G)=0.

En effet, G['FT‘(@,’)ZGi'éi'tfﬂéi‘CGi'V"_Giz G V.-V—@a;=0,
ear, G; étant ouvert dans V, on a V-V—Gi=V—G..

1) § est une composanie de E lorsque S est un sous-ensemble connexe de F
et n’'est contenu dans aucun autre sous-ensemble connexe de E.

?) Une décomposition d’un espace compact ¥ en ensembles disjoints (dits
tranches de la décomposition) est dite semi-continue lorsqu’a chaque suite con-
vergente de tranches correspond une tranche qui contient la limite de cette suite.
Il existe alors un espace compact 5, dit hyper-espace de la décomposition, et
une transformation continue de 9 en 3, telle que les tranches en question coin-
cident avec les ensembles 1 (z) ol z parcourt = (cf. ma note de Fund. Math. 11,
1928, p. 169 et 173).
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8 étant un sous-ensemble connexe de -V,
(5) Pindgalité 8:-Gi==0 entratne SC G,

car on aurait autrement S-Fr(G))#0, contrairement & (ii).

Ceci établi, passons & la démonstration de la semi-continuité
de la décomposition congidérée. 1 g’agit de montrer que, Sy, 8,,...
étant une suite convergente de composantes de 1’ensemble ¥V,
si le diamétre (L) de la limite L de cette suite est positif, il oxiste
une composante § de ¥—7V telle que LCS. Cela revient & démon-
trer que LCZ—V, car L étant un continu (en tant que limite d’une
suite d’ensembles connexes), l'inclusion LCY—V - implique que I
est sous-ensemble d’une composante de 9—V. v

Or, supposons par impossible qu’il existe un yeLV. Hn vertu
de (i), il existe un G; tel que yeG: et &(G;)<}o(L). D’apros (4)
y est un point intérieur de G L’égalité L=Lim4g, impliqiw donc’
pour n suffisan_}ment. grand, que 8, &30, d’ol, selon (55, AS‘,,C@,’
done 6(8,)<H(G)<LO(L). On est conduit ainsi & une eontrzu‘liul;im.x’
car lla méme égalité L=LimsS, implique que H8.)>18(1) ]mur'r;
suffisamment grand. ) o

La semi-continuité de la décomposition considérée étant établie,
so{t .zzf(y) une fonetion continue telle que les ensembles f’“"(z)
coincident aveic,; les tranches de cette décomposition. Il s’eigit de
prouver que lensemble S=f 3 ’ -espace  de ;
décomposiion’ ot régutior A%), c.&d. Phyper-espace de cetbe

Soit d’abord 2 un point de S de la forme s= Ffy) ol weV. Soit
e>0. Daprés (i), il existe un @ tel que yel et 6.[f(@1)]:<a ‘L’en-
seml)le. G; étant selon (5) une somme de tranches of l’en's'emble
Fr(Gy) ]ouis§?nnt également de cette propriété (comme sous;en;}erﬁble
de V5 of. (i), il vientl) Fy[f(@)]CHENE)]. La fonction f. étant

1) C’est une conséquence de i’énoncé sui
. ¢ sulvant: U et W dtant de -
mseﬂzbles fermés de f(%) et I étant un espace compact, Végalité Fr [f’im'U i"-l/ '9‘9’”180%8
entraine Fr(U)CW. , . =1
ron Pg)lur étabhiloet énoncé, remarquons d’abord que, i Y M) et fermé
. 1,sem e M=ff""(M) Lest également. Par conséquent, &i J~Y(N) est ou ert’
& Pest également. Or, 1’ensemble j“‘l(UwW), comme égal & o

" IO =Y W)=Y 0)—Priy (1),
est ouvert; donc U—W est un Sous-ensemble ouvert de U, d’od

(U—W)Fr(U)=0
et par conséquent Fr(U)(TW. '
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une homéomorphie sur V, done sur Fr(G), Pensemble Fr[f(G;)] est
de puissance au plus égale & celle de Fr(G;) et celle-ei est finie
(selon (iii)). En outre, 2 mon-¢ Fr[f(G;)], car en vertu de (4)
ynon—elﬂoﬂ(@-). De sorte que f(@) est un entourage de z (dans %)
ayant la frontiére finie.

Il est ainsi établi que S est régulier en chaque point de f(V)?).
Nous en concluons que 5 est régulier en chacun de ses points.
En effet, il existerait en cas contraire un continu C contenant plus
d'un point et composé exclusivement de points irréguliers de < #).
On aurait done CCS—f(V), d’ou ;f_1(C)C:3/——V. Or, la formule
f"’1(0)=20 f '(2) représente une décomposition de l'ensemble com-

€

pact f“l((/') en composantes. C étant ’hyper-espace de cette dé-
composition, cela contredit le théoréme d’aprés lequel 'hyper-espace
d'une décomposition d'un espace compaect en composantes est de

dimengion 0 3).

8. Généralisation du théoréme du plongement de Menger-Nobeling.
Comme I'a suggéré M. Mazurkiewicz, la méthode dont je me sers dans la
note présente permet de préciser ce théoréme de la fagon suivante:

Si dim E<<n, les homdomorphies g telles que dim g(F)<<n et que, pour tout
ze %, la dimension de & au point = est dgale & celle de g(et) aw poimt g(zx), consti-
tuent un ensemble résiduel dans Uespace (é72""'1)"—E 4)

Soit, en effet, Ry, IR, .. une suite d’ensembles ouverts tels qu’a chaque
x et & chaque >0 correspond un R; pour lequel on a zeR, J(B)<le et
dim Pr(R) < dim &—15).

D’aprés le th. 2 de Fund. Math. 28, op.c. Pensemble des homéomorphies ¢
telles que dim [g(Ri)-g(QS—R,)]:dim (Ei—Ri) pour tout i=1,2,..., est Tésiduel.

En se servant des notations (3), on constate — comme dans la démon-
gtration de (ii) — que dim F'r((;i,.)s dim Fr(R,), la frontiére de @, étant entendue

relativement & l'espace Y =g(cF). ,

Or, soit y=g(x) un point donné de ¥ et »>>0. Soit xeR;, d[g(R,)I<n
et dim Fr(R,) < dim &—1. La formule (4) étant évidemment valable, G, est
un entourage de y, d’ou dimy?l'= dim, 2%, c.q.f.d.

1) Plus précisément: Pordre de = au point f(y) est égal & Uordre de I au pointy.

2y Cf. K. Menger, Kurventheorie, p. 127. f

3) Cf. ma note citée de Fund. Math. 11, p. 181.

1) La, possibilité de compactifier un espace métrique séparable sans en
augmenter la dimension aux points individuels (qui est une conséquence immé-
diate du théoréme qui vient d’étre établi) a été gignalée par M. Hurewicz dans
les Proc. Akad. Amsterdam XXX, p.430. :

5) Cf. mon livre Topologie I, Monogr. Matem., p. 119.
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