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If ¢ is a é-simplex of K, diameter f(o)<2v--d<e. Hence, for
any d-cycle y of K, f(y) is a simplicial map of ¥ into the complex A4,
it is therefore a cycle of 4. Those cycles of A which are images of
d-cycles of K under f form a subgroup. This group has a finite
basis  ay,@9,...,0r. Let a; be a d-cycle of K such that fla)=a,.
Then ai,az,...,a; is a bagis for the d-cycles of K relative to e-ho-
mologies.

3. If {y} is a weakly convergent cycle and a number ¢>0
is given, there is a subsequence {y.} such that any two of its terms
are e-homologous.

Choose a § 50 that e>d>0. Then choose an integer N so that
n,m>=N implies that y,,y, are d-cycles and y,%¥y,. Let T(¢d)
be the torsion subgroup of H(e,d). Then y,—y, is in T'(e,d). Lot
T'(e,6) be the coset of T(e,d) containing y,. Then each y, (n=N)
isin T"(e, 6). From 2 it follows that (e, §) is finite; hence also 1'(e,d).
Therefore some element of 7"(e,8) must contain infinitely many
of the y’s.

To prove 1 we choose a sequence e—0. Apply 3 to {y,}
and e obtaining a subsequence {y!}. Then apply 3 to {y!} and «,
obtaining {y%}, and so on. The diagonal sequence {y"} is then a
a convergent cycle.

It follows from 1 that the homology groups based on weakly
convergent cycles with weak homologies are identical with the

ilon_lology groups based on convergent cycles with weak homo-
ogies.
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Sur la décomposition des polyédres en produits
cartésiens.

Par
Karol Borsuk (Warszawa).

1. On appelle produit cartésien EiXEsX..XH, des espaces
By, B, ..., B, 'engemble de tous les systémes (z1,®e...,%a), OU Zie Ky,
métrisé par la formule

o n 2
oL (@1, @2y ...y @n), (21,22, .., %n)] =| El(mi'—'vi) )
=

on entend par i-éme soordommée du point
P == (1, B2y ..., 2Ln) €1 BoX ... X Hy

le point x;e ;.

Grand nombre de propriétés topologiques se transportent des
ensembles By, Bs,..., B, sur leur produit cartésien EixX EaX...XEn
et réciproquement. Telles sont p.ex.: compacité, connexité, con-
nexité locale. On en conclut (les espaces péaniens étant compacts,
connexes et localement connexes) que la condition nécessaire et
suffisante pour que lespace EixHaX..XEn soit péanien est que
chacun des espaces F; le goit.

J'appelle un espace B topologiquement divisible par Pespace B,
lorsqu’il existe un espace B’ tel que le produit E'XE' est homéo-
morphe & E; dans ce cas, Pespace B’ est dit diviseur topologique de B.
Tout espace est topologiquement divisible par lui-méme (donc aussi
par tout espace homéomorphe & lui) ainsi que par tout espace ne
contenant guun seul point. Tous les autres diviseurs topologiques
gont. dits vrais. Un espace contenant plus qu'un point et n’admet-
tant aucun vrai diviseur topologique sera dit topologiquement
premier.


GUEST


138 ~ K. Borsuk:

Les ensembles By, Ba, ..., B, constituent une décomposition d’un

espace E en produit cartésien, lorsque J est homéomorphe &

B} By X ... X By, Deux décompositions Ty, B,y ..., By et B, 15, ..., By
de H sont considérées comme identigues, lorsqu’elles ne différent que
par Pordre des facteurs ou par des facteurs se réduisant & un point
— plus precisément, lorsqu’il existe deux permutations: (is,7s,...,%,)
des indices 1,2,...,m et (4,%%,...,%n) des indices 1,2,...,n', ainsi qu’nun,
nombre naturel m<Min(n,n’), tels que B; est homéomorphe & B,
pour tout y=1,2,...,m et que chacun des ensembles B;, et E%,’, pour
y>m se réduit 4 un point.

2. Exemples. 1° Les diviseurs topologiques d’un espace ne

contenant qu’un nombre fini m de points sont évidemament les es-

paces finis dont le nombre des poinfs est un diviseur de m. Par
conséquent, pour qu'un espace fini soit topologiquement premier,
il faut et il suffit que le nombre de ses points soit un nembre pre-
mier. Ainsi les notions de diviseur topologique, d’espace topologi-
quement premier, ete. peuvent &tre considérdes comme des géné-
ralisations des notions correspondantes de la théorie des nombres.

20 Boit P, un espace fini constitué par m points. Pour tout
espace 4, le produit AxF, est homéomorphe & la somme des m
ensembles homéomorphes & 4, disjoints deux & deux et fermés
dang leur somme. I1 en résulte que la condition nécessaire est suf-
fisante pour qu'un espace E admettant un nombre fini de compo-
santes soit topologiquement divisible par ¥, est que, pour toute
composante ¢ de K, le nombre des composantes de ¥ homdéomor-
phes & O soit divisible par m.

3% Ohaque courbe) est un espace topologiquement premier, car
les diviseurs d'une courbe sont aussi des courbes et la dimension

du produit de deux continus de dimension 1 est un continu de di-
mension 2 2).

3. Le probléme d’existence et d’unicité de la décomposition
d’un espace donné E en produit cartésien d’espaces topologique-
ment premiers g’impose d’une fagon naturelle. Pour un espace H
compact de dimension finie et ne contenant quun nombre fini de

1) e.4d. un continu (non vide) de dimension =1,

%) W. Hurewicz, Sur la dimension des produtts cartdsiens, Annals of Math.
86 (1935), p. 194.
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compogantes, Pexistence d’une telle décomposition est une consé-
guence de la compacité des vrais diviseurs topologiques de F et
du fait que la somme de la dimension et du nombre des compo-
santes 28t pour eux plus petite que pour ’espace E.

Dans ’hypothése que le nombre des composantes de ’espace
est fini, une décormposition de F en produit cartésien d’espaces
topologiquement premiers ne doit pas exister nécessairement. En
effet, on congtate sans peine que chagque ensemble fini est un di-
viseur de lensemble parfait ¢ de Cantor et que, pour toute dé-
composition de € en produit de deux ensembles, au moins l'un
parmi eux est homéomorphe a C.

La question d’unicité d'une décomposition en espaces topolo-
giquement premiers est plus difficile. Elle n’est pas résolue méme
dans le cag d’un cube euclidien de dimension >2.

Le probléme d’existence et d’unicité de la décomposition d'un espace E
en produit cartésien d’espaces topologiquement premiers peut &tre posé aussi
lorsqu'on admet les produits infinis3). Dans ce cas, I'ensemble C de Cantor
admet une décomposition en ensembles topologiquement premiers, p.ex. en
un produit infini dont chaque terme est composé de deux points; mais cette
décomposition n’est pas unique, car O se décompose aussi en produit infini dont
chaque terme est composé p.ex. de trois points.

Le probléme suivant peut &tre considéré comme une simplification de
celui d'unicité:

Soit P un diviseur topologiquement premier du produit cartésien E,XH,.
Un des espaces E, et T, est-il toujours topologiquement divisible par PY

Je me propose de démontrer ici le théoréme suivant:

Théoréme. Un polyédre (de dimension gquelconque) m’admet
tout au plus quwune seule décomposition en produit cartésien den-
sembles topologiquement premiers de dimension <I.

4. Soit K un polyddre m-dimensionnel ou l’ensemble vide.
Un point peK sera dit ordinaire, lorsqu’il existe un entourage U
de p (dans K) homéomorphe & un sous-ensemble de l'espace eucli-
dien n-dimensionnel R,; si un tel entourage n’existe pas, le point
sera dit singulier. On voit aisément que 1’ensemble des points ordi-
naires est ouvert. Par conséquent, ’ensemble des points singuliers
est ferm3; nous le désignerons par K,. Envisageons une décompo-
sition simpliciale IT de K. Les propriétés locales de K étant évidem-

_3) Pour la notion de produil cartésien infini, voir p.ex. C. Kuratowski,
Topologie I, Monografie Matematyczne 3, Warszawa—Lwéw 1933, p. 7.
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ment les mémes dans deux points intérieurs d'un méme simplexe
de I7, on conclut que I'ensemble K est un sous-cémplexe de I, De
plus, en tenant compte du fait que K est localement homdéomorphe
4 R, dans chaque point intérieur d'un simplexe n-dimensionnel
de II, on conclut que K; est contenu dang le polyddre (n—1)-di-
mensionnel formé de tous les simplexey de dimension <n de II.

Les composantes de l’ensemble K —K; seront dites portions
ordinaires de K et celles de K, portions singulidres de K. Deux por-
tions de K dont I'une est ordinaire et I'autre singuliére seront dites
contigiies, lorsque l'une est contenue dans la frontiére de 'autre,

Ezemple. Dans un graphe), les points singuliers coincident
avec ceux de ramification®). Chaque portion singulidre d’un graphe
contient exactement un point. Si un graphe connexe admet des
points singuliers, chacune de ses portions ordinaires est homéo-
morphe & an segment dépourvu de Pune ou des deux extrémités.

5. Soit K un polyédre connexe de dimension n, déeomposable
en un produit de courbes ILi,Ls,...,Ln On peut admettre que K
ert non seulement homéomorphe, mais identique au produit
LInXLeX ... XLy Or, les points de K sont de la forme (mi,s,...,%n)
ou we L;. D’aprés 1, chacune des courbes Z; est un continu péanien.
En outre, tous les I; sont de dimension 1, car la dimension du pro-
duit cartésien ne surpasse pas la somme des dimensions des termes °).

8i zy est un point de ramification de la courbe Ly, chaque point
Po= (@10, %20y ..., Tr0) € K. domt la i-éme coordommée @y est dyale & w, est
un point singulier de ¥.

. En effet, on peut admettre sans restreindre la généralité que
z=.l. Le point @, étant un point de ramification de Ly, il existe )
trois arcs simples I,L,L"'CL, ayant xzy comme Dextrémité com-
mune et tels que L-L'=L-L"=L"L'"=(m,). Envisageons, en outre,
dans chacune des dourbes I;, avec j>2, un arc simple L; conte-
nant #;,. En choisissant les ares L,L’,L” et L' suffisamment petits
on conclut que lensemble T=(L+L'+L")X 4% ...xX L ost conz

4) ¢.ad. un polyddre (non vide) de dimension =<1.

)
5) On entend al 0Tnt de ramification un poi d. Old[ﬁ >2 au fens de

:) Voi.r p-ex. K. Menger, Dimensionstheoris, Leipzig-Berlin 1928, p. 240,
) Voir p.ex. K. Menger, Kurventheorie, Leipzig-Berlin 1932, p. 214.
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tenu dang Pentourage arbitrairement donné de p,. Or, ’ensemble T
n’est homéomorphe 4 aucun sous-ensemble de R, Pour nous en
convaincre, choisissons dans chacun des arcs L; un point inté-
rieur @) et POSONs p= (wo,s,...,un). Les ensembles @=LX LsX ...X Ln
et Q'=(L'+L")XL$X ...x L, sont des éléments n-dimensionnels 8)
dont les intérieurs sont disjoints. Le point p appartient & @ et a
Pintérieur de Q’. En tenant compte du théoréme bien connu de
L. B. J. Brouwer?) sur Pinvariance des points intérieurs dans les
espaces euclidiens, on en conclut que lensemble I'=@-¢’" n’est

\

homéomorphe & aucune partie de lespace K.

6. Chaque terme de la de’oomposition»(l’un polyédre en un pro-
duit cartésien d’ensembles de dimension <1 est un graphe.

En effet, les composantes d’un produit cartésien étant les
produits de composantes des facteurs, il suffit de prouver que ces
dernidres sont des graphes. Nous pouvons donc nous borner au cas
d'un polyddre K=LiX LsX ... X Lny 0% Ln,Ls,...,Ln sont des courbes
contenant plus d'un point. Le nombre = coincide alors avec la
dimension de K. Les courbes L; étant des continus péaniens, il
reste & prouver que chacune d’elles n’a qu'un nombre fini de points
de ramificeation 19). : ’ : o

En effet, dans le cag contraire, il exigterait dans T’'une des cour-
bes Li, p. ex. dans L, une suite {z*) de points de ramification dis-
tincts. L, étant compact, on peut admettre que 1a suite {&} converge
vers un point @yel;. En posant Ap=(@®)X LeX...X Lp pour tout
k=0,1,2,..., on obtient une suite de continus deux & deux disjoints
et qui converge vers A, D’aprés 5, les ensembles A4,,4,,..., done
aussi leur limite 4, sont contenus dans l’ensemble K, des pointg
singuliers de K. Or, 'ensemble K, est, d’aprés 4, un polyedre (n—1)-
dimensionnel. Par conséquent, le continu (n—1)-dimensionnel A,
n’est pas un ensemble frontiére dans K,. Comme A4;CK;—A4, pour
tout & suffisamment grand, on est en contradiction avec la con-

vergence de la suite {4z vers A,.

8) ¢.4 d. des ensembles homéomorphes au cube euclidien de dimension n.
9 L. E. J. Brouwer, Zur Invarianz des m-dimensionalen Gebiets, Math.

Ann, 72 (1913), p. 55. ) i
1) K. Menger, Kurventheorie, Leipzig-Berlin 1932, p. 266 et 267.


GUEST


142 K. Borsuk:

7. Admeftons que K=ILiXLyX..XL, ot dimI;={1 pour
i=1,2,...,n. Les points de K sont donc de la forme (zy,ws,...,0,)
olt w6L; D’aprés §, tout point (z1,2,...,24,) dont une au moinsg
des coordonnées est singuliére, est singulier. D’antre part, pour
tout point ordinaire z; de I;, il existe un arc simple L'CI; con-
stituant un entourage de #; dans L;. L’élément n-dimensionnel
LiX L3 ...X Ly constitue done un entourage du point p=(wy, s, ...,s,)
dans K. Il en résulte que I’ensemble K; des points singuliers de I
coincide avec le sous-ensemble de K formé de tous les points
(@, @2, ..., ) dont 1'une au moins des coordonnées est singulidre.
Par congéquent, le polyédre K, est de dimengion n—1 ou vide.

En désignant maintenant par K; (pour tout i==0,1,...) le soug-
ensemble de K formé de tous les points (@y,@s,...,%,) dont au moing 4
coordonnées sont singuliéres, nous allons prouver que

K; est un polyédre (n—i)-dimensionnel ou Pensemble wvide, et
Densemble des points singuliers de K, coincide avec Kiiq.

L’ensemble K; est, par définition, la somme d’un nombre fini
de sous-polyeédres (n—i)-dimensionnels de K qui s’obtiennent en
fixant ¢ coordonnées singulidres et en faisant les autres parcourir
leurs domaines. Par conséquent, K; est un polyédre (n—1)-dimen-
sionnel ou P’ensemble vide. Reste & prouver que Kypi=(K);.

Soit p un point de K. Sans restreindre la généralité, on peut
admettre que p= (10,220, ..., %10, Tit1...,¥x), OU Jles coordonnées
10,205 .-, %10 RODL ginguliéres.

Si toutes les autres coordonnées i1, ups, ..., 2, sont ordinaires,
il existe des arcs simples Lfyy,Li4s,...,L, congtituant regpectivement
des entourages des points wiy1, Bips, ..., @ dang Ly, Loy ooy Ly,
En posant Q:(wm,w;zo,...,wio)XL;+1XL;+2X...XL,,, on obtient un
élément (n—i)-dimensionnel formant un entourage du point p
dans K;. Par conséquent p est un point ordinaire de K.

Si, par contre, 'une (au moins) des coordonnées D1y Bip2 yoeny B
est singuliére, le point p'= (i1, ire,...,,) du polyddre (n—1)-di-
mensionnel K'=TLi1X LiaX ... X L, est singulier. Or, on voit aisé-
ment, que l’ensemble des points appartenant & un entourage U
(dans K;) du point p, dont les 4 premidres coordonnées sont
@10, %205 ---, Tno, €86 homéomorphe (méme isométrique) & un entourage
de p’ dans K’, et par conséquent n’est homéomorphe & aucune
partie de l'espace euclidien (n—1)-dimensionnel R,—,. Ainsi U n’est

homéomorphe 4 aucune partie de Ry de sorte que p est un point
-singunlier de K.
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8. Soit LiX LyX ...X L, une décomposition d*un polyedre n-di-
mensionnel connexe K en un produit cartésien de courbes. Nous
allons prouver que le nombre des I; qui sont des arcs simples, ainsi
que de ceww qui somt des courbes simples fermées, sont des imvariants
topologiques de K,

Désignons par ¢, le cube t-dimensionnel, ¢.4 d. le produit
cartésien de 4 arcs simples, et par 7T le tore i-dimensionnel, c. &d.
le produit cartésien de ¢ courbes simples fermées; @, et T, dési-
gneront l’ensemble se réduisant & un seul point. Soient Eyletm
respectivement: le nombre des I; qui sont des ares simples, de ceux
qui sont des conrbes simples fermées et de ceux qui admettent des
points de ramification. On a20) %k4I+4-m=mn. On conclut de 7 que
m se laisse caractériser topologiquement comme le plus grand des
indices ¢ tels que K;==0. Par conséquent, le nombre k+Il=n—m
est aussi un invariant topologique de K. Il ne reste donc qu’a dé-
terminer le nombre ! d’une maniére invariable. A ce but, remar-
quons que le polyedre K, (de dimension n—m) est somme d’un
nombre fini de polyédres disjoints, homéomorphes & @,x T, Ces
derniers étant acycliques en dimensions >11) et non acycliques
en dimension I, le nombre ! est un invariant topologique.

9. Tout graphe connexe L est déterming topologiquement par les
proprieies topologiques du polyédre K=LxQ,xT, ot %k et I désig-
nent deux entiers non négatifs donnés d’avance.

On conclut de 5 que dans le cas ol tous les points de K sont
ordinaires, le graphe L ne contient aucun point de ramification.
Par conséquent9), le graph I est soit une courbe simple fermée,
s0it un arc simple, soit enfin se réduit 3 un seul point. Pour dis-
tinguer les deux premiéres éventualités de la troigiéme, il suffit de
remarquer que la dimension de K est k11 lorsque L est une
courbe simple fermée ou un arc simple, tandis qu’elle n’est que k41
lorsque L se réduit & un seul point. Pour distinguer la premiere
éventualité de la deuxiéme, il suffit de remarquer que X est acy-
clique en dimension 741 ou non, suivant que L est un are simple
ou une courbe simple fermée.

1) Un polyddre A est dit acyclique en dimension r, lorsque chaque eycle
r-dimensionnel de 4 est homologue & 0 dans 4. Le fait (facile & démontrer aussi
A'une manidre démentaire) que le polyddre @, X T, est acyclique en toutes les
dimensions >1 ot non acyclique en dimension 1, est une congéquence immédiate
du théortme de Kinneth sur les groupes de Betti d’un produit cartésien. Voir
p.ox. P Alexandroif et H. Hopf, Topologie, Berlin 1935, p. 308.
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Dans le cas ot I admet des points singuliers, leur ensemble
se décompose en portions singulidres de K, qui sont de la forme
() X @, % T', ot @y est un point singulier de L. Les portions ordinaires
de K coincident avec les produits cartésiens formés des portions
ordinaires de L et de l'ensemble @,x T, et leurs fermetures coin-
cident avec les produits cartésiens formés des fermetures de por-
tions ordinaires de L et de I’ensemble @, X 1. La fermeture d'une
portion ordinaire de L est un arc simple ou une courbe simple
fermée; dans le premier cas la fermeture de la portion correspon-
dante de K est homéomorphe & @,,, X T, et, dang le second, &
QX T,y Les ensembles @, X T, et @,x T, n’étant pas homéo-
morphes (seul le premier étant acyclique en dimension I--1), on
en conclut que les fermetures des portions ordinaires de I, sont
topologiquement déterminées par celles des portions correspondantes
de K. BEn outre, pour qu'un point singulier w, de L appartienne &
la frontiére d’une portion ordinaire H de L, il faut et il sulfit que
la portion singuliére de K correspondant & @, soit contenue dang
la frontieére de la portion ordinaire de I correspondant i H.

Pour achever la démonstration, il ne reste done qu’d prouver
que deux graphes L et I’ sont homéomorphes lorsqu’il existe entre
leurs portions une eorrespondance biunivoque satisfaisant aux
conditions:

19 Les fermetures des portions ecorrespondantes sont homéo-
morphes;

2° 8i deux portions de L sont contigies (c.ad. quune d’clles
‘est contenue dans la frontidre de Pautre), les portions correspon-
dantes de L' sont aussi contigiies.

En effet, la correspondance en quesfion fait correspondre,
en vertu de 1% & tout point de ramification #, de L (c.ad. & toute
portion singuliére de L) un point de ramification x§ de L'. En
posant p(x)=p(z0), on obtient, d’aprés 2°, une fonction transformant
d'une maniére biunivoque la frontiére (relative &4 L) de chaque
portion ordinaire de L en frontidre (relative & I') de la portion
correspondante de L'. Sil'on prolonge cette fonction sur chaque
portion ordinaire H de I de maniére que la_fonction prolongée
transforme la fermeture de H par homéomorphie en fermeture do
la. portion correspondante H’, le graphe L se trouvera transformé

- par homéomorphie en L', c.q.f.d.
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10. Démonstration dw théoréme dans le cas d'un
polyédre connexe, Soit K=ILyX LaX...X L, ol Ly, Lg,..., L, sont
des graphes connexes. En omettant les graphes se réduisant 4 un
seul point, on peut admettre que tout I; est de dimension 1. Le
nombre des arcs simples et celui des courbes simples fermées étant,
d’aprés 8, un invariant topologique de K, il s’agit de montrer
que les graphes contenant des points de ramification sont topologi-
quement détérminés par le polyddre K.

Or on peut admettre que K=I XIL,X..xL,XQ,xT, ol
chacun des graphes Ly, Ls,...,L, contient des points de ramification.
Les résultats de 8 et 9 nous permettent de nous borner au cas m>1.
D’aprés 7, 'ensemble K, n’est pas vide. Soit po= (@19, Tap, ---s Bng) €K m.
Le point @p est, pour ¢=1,2,...,m, un point de ramification de L;
et I’engemble

(1) Co= B [p=(B10, 020y .+ +; B0y Lrnt1y ++y Ln) € K ]
P

est une composante de ensemble K, c.ad. une portion singuliere
de Vensemble Kpn—, et on a pyeC,. Pour tout i=1,2,...,m, I’ensemble

(2) Aj=F[p=(61,22y...,80) e K 0% mj==wmj pour i=Ej<m]
14

Pensemble L,xX@,x T, En tenant compte de 9,
on en conclut qu’il suffit de déterminer le systéme des ensembles
Ay, A, ..., An & DPaide des propriétés topologiques de K, pour que
le systéme des graphes Ly, Ls,...,Ln soit topologiquement déterniiné.

A ce but, remarquons que chague ensemble A4; est somme de
certaines portions singuliéres et ordinaires de Kn—1, & savoir qui
coincident avec les ensembles des points (@1, ..., %), OU Z=2p
pour i==j<m, les coordonnées Lmiy,Bmi...,%n Parcourant respecti-
vement les graphes Lmit,Lm+te,...,Ln €t @; parcourant une des portions
ordinaires du graphe L;.

L’ensemble Ay+Ao+...+ An renferme toutes les portions ordi-
naires de K,—1 qui contiennent p, & leur frontiére. En effet, si I
est une de ces portions, il existe un indice ¢ (0<<i<<m) tel que J®
coincide avec ’ensemble des points (@1,%z,...,@n) OU BmttyDim-t2y.eeyPn
parcourent respectivement Lm41yLm-+t2,,..,Ln. Lia coordonnée z; par-
court une portion ordinaire de I; et toutes les autres coordonnées
gont singulidres et fixes. Le point py==(@yg,Pag; .-, ¥ng) appartenant,
par D’hypothdse, & la frontidre de I, ces dernidres coordonnées
coinciclent respectivement avec celles de p,, de sorte que I'CA,.
Fundamenta Mathematicae, T. XXXI, 10
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Ceci établi, remarquons que si [ et I" sont deux portions
ordinaires de K, contenues dans 4, il existe dany 4, une suite
finie I'==I\, I, ..., Is=1I" de portions ordinaires de Hu— telle
que, pour tout r=0,1,...,8—1, une au moins des portions singulidres
de Kn—1 est contigiie simultanédment & I% et [huq. Pour gen
convainere, il suffit de noter, que:

1° La propriété analogue a liew pour les portions d’un graphe
connexe arbitrairement donné;

20 Les portions de K,.—1 contenues dans A4; correspondent aux
portions de I; de maniére que les portions contigiies s¢ corres-
pondent mutuellement.

Pour déterminer l’ensemble A4; tout entier, il suffit donc
d’indiquer une portion ordinaire I" de K,— contenue dans 4, et de
trouver une loi permettant d’indiquer, parmi toutes les portions
ordinaires de Km— qui sont contigiies & une portion singulidre de
K située & la frontiere de I, celles qui sont contenuoes dang A4,

Or, il a été établi que toutes les portions ordinaires de K,
contenant p, & la frontiére gont contenues dans la somme
Art-Aot..4+An En outre, on déduit de (2) que chaque ensemble
A; contient une portion ordinaire de K1 contenant Dy 2 la
frontidre. Par conséquent, la classe des portions ordinaires de Ky
contenant p, & la frontiére renferme au moins une portion ordinaire
de chaque ensemble A; et ne renferme aucune portion ordinaire de
Kr— qui ne soit contenue dans la somme Ay+ Ayt ... 4 A,

Soit I' une portion ordinaire de lensemble Km— contenue
dans 4;. Il g’agit donc de caractériser, parmi toutes les portions
ordinaires I"+I" de K, contigiies & une portion ginguliere A de
Ky contiglie & I, celles qui sont contenues dans 4, Sans restrein-
dre la généralité, on peut admettre que i=1. On a done

{3) A= ?[p:(m{o, 220y vey Dm0y Bty oevy Tn) €K7,

ol @fo est un point de ramification de L.
Nous allons prouver que la condition nécessaire ot suffisante
pour que I"CA4, est que tout are simple contenu dang K m—s dont

I'une des extrémjtés, p, appartient & I'et Pautre, p’, & I, contienne
des points intérieurs appartenant i Ky

]Z_‘ln effet, admettons d’abord que I" est contenu dans 4. Or,
les plomts[ p et p’ sont de la forme: == (21, D, ...,w,‘no,wm-;_:l‘, vevy ®n)
et P'= (1,520, ..., B0y Tt 1y ..oy 25). - S0ib P(8)=(4(8), 2y(t), .., a(t)) une

icm
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homéomorphie transformant Pintervalle 0<(<1 en un arc simple
LCKmn—s de maniére que p(0)=p et p(1)=p’. Les portions I" et I"
étant différentes, il existe des points singuliers de L coupant I,
entre @1 et of. Or, il existe un #, (0<<t,<<1) tel que 2y(%,) est un point
singulier de L, tandis que le point () est ordinaire pour tout
0t<ty. {1 en résulte que pour tout 0<t<<t,, done aussi pour t=t,,
il y a parmi les coordonnées as(t),®s(t),...,Zm(t) au moins (m—2)
qui sont singulidres. Par conséquent, pour f=t, il y a parmi les
coordonnées xi(t),sx(t),...,m(t) an moins (m—1) coordonnées singu-
lidres, de sorte que p(ly) e Km—i.

Admettons ensuite que I n’est pas contenu dans 4,. Rien
n'empéche d’admettre que c’est le cas /"Cd, qui se présente. Il
s'agit de montrer qu’il existe des points pel’, p’el” et un are
simple contenu dans K, qui contient ces points et dont 1'intérienr
est disjoint avec Kpm—y. A ce but, choisissons les points p et p’ de
maniére que leurs n—m derniéres coordonnées soient respective-
ment les mémes. Or, parmi les m premierds coordonnées des points
appartenant & I”, les m—1, c.4d. toutes sauf la deuxidme, sont
singuliéres et fixes. Lia portion singulisre A étant, par hypothése,
contenue dans la frontiére de [V, on en conclut d’aprés (3) que le
point p’el” est de la forme  (io, 5,230, ---; Bmdy Bty <oy Ln) OU &p
appartient &4 une portion ordinaire de L, contigiie au point a,,. Or,
il existe un arc simple I’CL, aux extrémités «5 et u,, dont tous
les points intérieurs sont des points ordinaires de L,. D’une fagon
analogue, le point pel” est de la forme (%1, ..., Zm0 Zmtty--ey@n)y
ol », appartient & une portion ordinaire de L, contigiie av point w,,
et il existe dans L, un arc simple L aux extrémités 21 et xfy dont
l’intérieur ne contient aucun point singulier de L.

Envisageons dans lintervalle 0<i<{1 deux fonctiong () et
2,(8) transformant cet intervalle par homéomorphie en L et L’ res-
pectivement et satisfaisant aux conditions:

1 (0) = 1, 1 (1) = w105
22(0) = ara, 2o (1) = 3.

Lia fonction p()==(21(f), 22(t), B30y ...y Bm0y L1, ..., ) €86 done une
homéomorphie transformant 'intervalle 0<t<C1 en un arc simple L'
contenu dans K, et dont les extrémités sont:

P(0) = (@1, D20, B30y -+-y Dy Dmetty +ovy Bn) = D,
(L) = (o, Bhy 30y +vy Dm0+ Banety eey Bn) = P’

Les coordonnées 2,(t) et w,(t) étant ordinaires pour tout 0<<i<<1,
lintérieur de I'are L'’ est contenu dany Km—o—Kn-1, ce qui achéve
la démonstration.

10%
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11. Démonstration dw théoréme dans l¢ cas général.
Faisons correspondre & tout type topologique?®) d'un graphe
connexe de dimension 1 la variable réelle y munie d’un indice
convenable, et au type topologique des graphes se réduisant & un
seul élément — le nomhbre 1.

Soit K un polyddre dont toute composante ¢ admet une dé-
compositioﬁ en produit cartésien des graphes Lu,Ls, ..., Lm. D’aprés 10,
les types topologiques des L; qui ne ge réduisent pas & un seul é&lé-
ment sont déterminés d’une maniére univoque. Soit y; la variable cor-
respondant au type topologique de L. Le produit P(0)=y,y, ...y,
est alors déterminé par le type topologique de C et réciproquement.

Par addition de tous les produits P(() correspondant aux compo- -

santes ¢ de K, on parvient & un polynéme P(K) aux coefficients
entiers non négatifs. Le polyndéme P(K) sera diti polynéme caracté-
ristique du polyédre K.

Le degré du polyndéme caractéristique P(K) coincide évidem-
ment avec la dimension de K. En particulier, le polynéme caracté-
ristique d’un polyedre formé de m points se réduit au nombre m.
On voif, en outre, que le polynféme caractéristique de la somme
de deux polyédres disjoints est la somme de leurs polynémes ca-
ractéristiques et que le polyndme ecaractéristique du produit cartié-
sien de deux polyedres est le produit de leurs polyndmes caracté-
ristiques. I1 en résulte sans peine que, pour tout polynéme

P= Gisy...i, Y1 Ya2 o Yk O
(By %)
aux coefficients a; ; . ; entiers non négatifs, il existe un polysdre
dont le polyndéme caractéristique coincide avec P.

On en conclut que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un polyédre K soit décomposable en un produit cartésien des
graphes topologiquement premiers est que son polynéme caractéri-
stique P(K) soit décomposable en un produit de facteurs linéaires
et premiers (dont les coefficients sont des entiers réels). Cette der-
niére décomposition étant unique d’aprés le théoréme bien connu
de ’algébre, il en est de méme de la décomposition de K. T/ unicité
de cette décomposition est ainsi établie.

1%) On entend par type topologique d’un graphe I la classe de tous les gro-
phes (contenus p.ex. dans P’espace euclidien de dimension 8) homéomorphes & .L.

——————————

Quelques propriétés caractéristiques de la dimension.
Par ‘
S. Eilenberg et E. Otto (Warszawa).

Théoréme auxiliaire. Soient A et B deux sous-ensembles
fermés et disjoints dun espace métrique separable ¥. Pour toute swite
Y1, Ys,... de sous-ensembles fermés de ¥ od AimY <y, il exisie un
ensemble ouwvert GCY tel que

(1) ACE (ii) BCX—-G 1Y)

(iii) dim[ Y- Fr(G)] < n:—1 2). '
Démonstration. Supposons dabord que % est compact.
D’aprés le théordme général de décomposition ?), il existe une de-

composition ¥=F1-+Fas+...+Frn en ensembles fermés de diametre
aussi petit que 'on veut et telle que

(iv) dim Y- Fp-Fr < mi—1 pour k==l et i=1,2,...

On peut donc admettre que Fr-B==0 implique Fi-4=10. Posons
8=2F; ot F-B=0 et soit G=—F. On a évidemment (i) et (ii).
Comme GCJYF, ou F;B=0, il vient

Fr(G)=G-8CYLFwF;
Rkl
ce qui donne (iii) en vertu de (iv) et du théoréme d’addition?).

1) & désigne la fermeture de G.

2) Fr(@)=G—G (pour G ouverts). '
8) ¢. Kuratowski, Fund. Math. 18 (1932), p. 290, corollaire.
4) Voir p.ex. C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa—Lwoéw 1933, p. 126.
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