178 : W. Kozakiewiez. .

Apreés avoir démontré — ce qui ne comporte aucune difficulté —
les théorémes de la théorie des fonctions caractéristiques, analogues
% ceux de M. Glivenko 1) et M. Cramér ) pour les loig de proba-
bilité de deux variables, on peut remplacer la convergence uniforme
de la suite de fonctions caractéristiques par des conditions plus
faibles.

1) V. Glivenko, Sul teorema limaite della teoria delle funzioni caratteristiche,
Giorn. Tstit, Attuari 7 (1936), p. 160—167.

1) H. Cramér, Random variables and Probability Distributions, Cambridge
1937, p. 29—31 et 121. :
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Sur le prolongement des transformations en surfaces
sphériques.
Par
Samuel Eilenberg (Warszawa).

Btant donnés dans une variété n-dimensionnelle & deux en-
sembles fermés et disjoints X et ¥, on peut étudier leur situation
mutuelle dans & soit par la méthode d’homologiel), soit, dans
quelques questions particulidres, par la considération du groupe
fondamental de &&—X—Y 2),

La troisiéme méthode, trés peu développée, est celle de mettre
en jeu aussi les transformations continues f dé X en sous-ensembles
d'un espace 5 convenablement choigi et d’envisager ces transfor-
mations au point de vue de P’existence de leurs prolongements
f(e—Y)C&.

Cest ainsi que M. Borsuk a examiné récemment?) le cas
oll & est une surface sphérique n-dimensionnelle 8" et X=2%, en
aboutissant & des conditions nécessaires de nature homologique
(et qui sont aussi suffisantes dans quelques cas spéciaux), pour
que toute transformation f(X)CX admette un prolongement
fIS"—Y)CX ).

Dans la suite, nous allons fixer 2: ce sera toujours la surface
sphérique m-dimensionelle 8™ (m >0). Nous aboutirons & des con-
ditions pour que toute transformation F(X)CS8™ admette un pro-
longement f(@—Y)CS8™. Ces conditions seront également homolo-
giques, mais cette fois elles seront suffisantes (sans étre générale-
ment nécessaires).

1) Voir p.ex. S. Lefschetz, Topology, New-York 1930, p. 142.
2) K. Reidemeister, Knotentheorie, Berlin, Springer 1932.
8) K. Borsuk, Fund. Math. 29 (1937), p. 191-205.

1) ¢. 4 d. pour que X soit un rétracte de S8"—X.
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La partie I contient l'exposé de la méthode et I'énoncé du
lemme principal, dont la démonstration sera remise & la partie T11.
Ta partie IT est consacrée i quelques appliquations du lemme prin-
cipal; les parties II et III peuvent &tre lues indépendemment ’une
de Dautre. ‘

I
1. Préliminaires. 8¢ désignera un espace métrique compact,
donné dans une décomposition fixe '

=XLQ+Y ol X Y=XQ=Y-0=0,

X et Y désignant des ensembles fermés et ¢ un polyédre simplicial
infini ).

Tous les simplexes de § seront supposés orientés. Un sim-
plexe k-dimensionnel (orienté) sera désigné par a¥ et l’ensemble
fermé qui lui correspond par |af. La chaine (4—1)-dimensionnelle
qui est la frontiere combinatoire de af sera désignée par dal.

2. Cycles infinis mod X °). Soit 9 un groupe abelien.
Une fonction quelconque qui fait correspondre & tout simplexe
k-dimensionnel o de @ un élément a,e8 sera désignée par

X
A=l a,ak
at appellée chalne k-dimensionnelle infinie & coefficients de 9.
Posons
A=3 o

ol la sommation s’étend & tous leg indices ¢ pour lesquels a;==0.
On dira que A* est une chaine mod ¥, lorsque

45 x=0 7).

®) Un polyédre infini est un ensemble @ qui admet une déecomposition gim.-

o0
pliciale, ¢. 4 d. une décomposition de la forme @=_ 4, on 4, sont des simplexes
1=1 ’

géometriques fermés assujettis aux conditions:
1) Al.-Aj est une face (de dimension 3=—1) de 4 ; etde 4,
2) aucun point de @ n’est un point d’aceumulation d’une suite de points
appartenant & de divers termes de la suite {4, '
’ Aingi, un polyédre infini est localement un polyddre fini. La décomposition
simpliciale de @ étant fixée, nous dirons que @ est un polyédre intini sd'r);a.pliaial.
§) Cf. 8. Lefschetz, 1. cit., Chap. VII. ‘
") A désigne la fermeture de A dang 2.
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Soit
A=y a,; dak.
i

Si 94*=0, on dira que A est un eyele infini. Si, de plus,
A" est une chaine mod ¥, on dira que A" est une cycle infini mod Y
(& coetficients du groupe 9).

Un cycle infini %k-dimensionnel y* mod Y (coefficient de §)
sera dit homologue & zéro mod Y, en symboles:

ykF~0 mod ¥,

lorsqu’il existe une chaine (k-1)-dimensionnelle A mody (& coef-
ficients de §) telle que
yr=04",

3. Cellules duales. Admettons maintenant que Q=" est
une variété orientable & n-dimensions ) (n>0). Nous considérons la
composition de Q", duale & celle en af. Les cellules de cette décom-
position seront dites cellules duales tout court. La cellule duale

Iy

a af sera désignée par br " et orientée de fagon & avoir
(3.1) wlaf; B H=1 9).

L’ensemble fermé qui correspond & bi " sera désigné par b7
n—k—1

et 1a frontiére combinatoire de by ™" par s
(3.2) s =R,

Le polyddre [s»—*~1| est homéomorphe & la surface sphérique
(n—k~—1)-dimensgionnelle S""k_l, que nous supposons orientée d’une
maniére fixe. D’autre part, [s"—*~1| sera supposé orienté par le cycle
(h coefficients entiers) s7—*~1. Ceci fait, nous pouvons fixer une trans-
formation continue

(3.3) P8 C LY

parmi celles qui ont le degré 1.

8) Pour tout ce qui concerne la définition des variétés et des cellules duales,
voir 8. Letfschetz, Topology, Ch.III, § 2.

9) L’opérateur y désigne le coeficient d’intersection.
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4. Les groupes (mv). Considérons, pour un m positif, les
transformations continues ¢ de 8 en sous-ensembles de 83 en gym-
boles:

g(8Hcs™ C (m>0).

La classe des transformations homotopes & g sera ddésignée
par [¢g]. Btant donnés deux classes [g;] eb [¢,], on définit la classe
[9]+[g.] comme il suit:

Soit 8'=8L-+ S84 la décomposition de S en deux hemisphores
eb soit geS™. TI existe alors deux transformations gie[g,] et 94610,
telles que:

pour tout weSL gy() |
) — 7 ' =g
pour tout welS. o(i) f
Posons:
§(7) = 94() pour tout meSL
g, (@) pour tout wmedl-
et
Lg]=[g1]-Lg.]-

On peut démontrer que cette addition est univoque et qu’elle
conduit & un groupe abelien au plus dénombrable; nouy les dési-
gnerons par (m') 19). L’élément 0 de ce groupe correspond & la clagse
des transformations inessentielles.

Le groape (m!) & été calculéd dans les cas suivants:

10 (mf) pour i<m. Toute transformation g(8)CS8™ est alors
inessentielle et le groupe (m!) se réduit & 1’élément 0.

2% (m™); la classe d'une transformation g(8™)CS8™ est définie
biunivoquement par le degré de g 1); de-méme, l’addition de clag-

ses correspond & celle de degrés. Le groupe (m™) est done cyclique
infini 12);

1) Le groupe (m') n’est rien d’autre que le i-idme groupe d’homotopie
#;(8™) de 8™ introduit par M.W.Hurewiocz (Proceed. Akad. Amsterdam 88
(1935), p. 113). La définition du texte est celle de M. K. Borsuk (C. R. Paris 202
(1936), p. 1400-3). La notation (m') est due & M. H.Freudonthal (Comp. Math. b
(1937), p. 299). , '

1) P. Alexandroff et H. Hopf, Topologie I, Berlin, Springer 1035,
P 501-505; H. Whitney, Duke Math. Journ. 8 (1987), p. 46-50.

%) W. Hurewicz, 1. citi, p. 114,
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3% (m™t) pour m>3 est cyclique d’ordre 2 13),
4% (m™?) pour m>=3 se réduit & 1’élément 0 4).
B (1)  pour >2 se réduit & I'élément 0 ).
6° (2" et (3) sont toujours isomorphes 19).

On déduit %) facilement de 2° que

(4.1) (8HCH' dant une transformation de degré m, on a pour toute
transformation continue g(8)CS8"

Lgwl=nlg].

5. Définition de y*(f). Soit P* un sous-polyddre k-dimen-
sionnel de Q" 8), tel que P*- X=0. Considérons une transformation
continue

(5.1) H(X+Q"—PHCs™ (m >0).

Pour tout af de @, on a done |sf *7'|CQ"—P", et la transfor-
mation '

(52) ‘ (p;l—‘k—l (Sn—k—l) C Sm

est bien définie. Posons

(5:3) =Tl e,

Toute transformation continue (8" *")Clsi | de degré 1
étant homotope & @r~*%, on a [fpl=[fpr—*~']. L’élément a,(f) est
done défini univoquement par af et par la transformation (5.1).

Posons

(5.4) 7*(f) =§ o,(f) af
olt la sommation s'étend & tous les af de Q"

1) L. Pontrjagin, Congrés International de Mathématiciens, Oslo 1936,
Tome II, p. 140; H. Freudenthal, 1. cit., p. 301.

1) L. Pontrjagin, 1. cit.

15) Alexandroff-Hopi, L cit., p. 515.

16) W. Hurewicsz, L cit., p. 119.

1) H. Freudenthal, 1 cit., p. 303. -

18) Sous-polyddre de Q" veut dire: somme (d’un nombre fini ou DO'I.l) de
simplexes (fermds) de la subdivision simpliciale fixée de @". Le terme n-dimen-
sionnel est employé ici toujours dans le sens d’au plus n-dimensionnel.
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Si |af|nonCP", on a [BFHCQ"—P". La transformation f est
donc inessentielle sur |si—*~Y et par conséquent la transformation
(5.2) est inessentielle, ¢ & d. «,(f)==0. 11 en résulte que

(5.5) raller:at

6. Lenvme principal. y(f) est un cycle infini b-dimensionnel
mod Y & coefficients de (mm*-1),

La relation y*f)~0mod ¥ dmplique Vewistence: d'un sous-
polyédre (—1)-dimensionnel P*™" de Q" tel que P*™.X=0, et d'une
tramsformation continue

fHX+Q"—P)Cs"

qui coincide avee f sur X.

Ce lemme sera démontré dans la partie ILI.

1. Parallélisme de f et de y*(f). On a en vertu de (5.4)
et de (3.1)

(1.1) AP D38 = rla(Pals B =a,(f),
done d’aprés (3.2)
(7.2) [y ()i =a,(f). 1)

Désignons par Q" la subdivision barycentrique de Q. Soit A™*
une chajne finie (n—%)-dimensionnelle de Q" & coefficients d’un
groupe ahelien §, telle que [9A" % CQ"—P* On trouve alors faci-
lement une suite finie B, fy...,fre 9 telle que

A r Nl N
(7.3) 4" ”~1 28,5 k1 dans Q"—P",

ce qui implique en vertu de (7.2) que
(7.4) A DA =2 B,0,().

- Btant donné un cycle fini m-dimensionnel 5™ de {"—P* & coet-
ficients de §, on désignera par g(f;7™) le degré de la transformation f

~

sur le cycle pm 20,

1) L’opérateur v désigne le coefficient d’enlacement.

- #) Le groupe B™(S™) coef. § étant isomorphe & &, on définit g(f,3
o . € ; g, F g(f,pm) eomme
Vélément de B™(8™) coef. ¢ détermin par lo eyele f(Pm); of. p. ex. Alexandyofi.
Hopf, 1. cifi, p. 491.
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Admettons que n=m-+k-+1. On a alors n—k—l=m et ’éle-
ment g(f;d4"*)e$ est bien déterminé. L’élément a(f) étant, comme

onle déduit de sa définition, égal & g(f;si "), on tire de (7.3)
et (7.4)

(7.5) A AT =g(f; 047 7R).

- Admettons, de plus, que &@=8"=Q" et X=¥=0. Pour tout
cycle y™ de Q"--Pk, on a alors ym~0 dans ¢", ce qui implique en
vertu de (7.5) que

(7.6) o[PH(f); Pl =glg; p™).

On voit done que f et ¢%(f) sont paralléles dans le sens intro-
duit par M, Borsuk et moi?) pour m=1.

8. Le cas de Q" mnon orientable. Méme dans ce cas, la
définition de y*(f) et le lemme principal regtent valables, si Pon
suppose que chaque élément du groupe (m"*-1) est d’ordre 2. On
a alors a==-—a pour tout ce(m”*1) et la définition (5.3) de aif)
reste univoque, malgré que by * soit non orienté et que sf "' soib
un cycle mod 2. '

II

9. Cycles convergents modYy, 22)
trique et ¥YC% un ensemble fermé.

Le complexe algébrique k-dimensionnel c¢* (& coefficients ap-
partenant & un groupe abelien §) est dit s-complexe on e-chaine de
ACY, lorsque tous ses sommets appartiennent & 4 (en symboles:
¢*CA4) et que la distance entre deux sommets d’un simplexe de ¢*
reste inférieure & e. ‘

2k est dit e-cycle k-dimensionnel mod ¥ de A, lorsque 2* est
une s-chaine k-dimensionnelle de 4 et Sz*CY.

Le e-cycle 2t mod ¥ est dit e-homologue & zéro mod Y dams A,
en symboles:

Soit & un,espace mé-

2t ~ 0mod Y dans 4,

lorsqu’il existe une e-chaine (k--1)-dimensionnelle ¢*HCA4 telle que
2h—3e T CY.

) K, Borsuk et 8. Eilenberg, Fund. Math. 26 (1936), p. 210.
28) Of, L. Vietoris, Math. Ann. 97 (1927), p.458; 8. Lefschetz, Ann.
of Math. 29 (1928), p. 232-254: P. Alexandroff. Math. Ann. 106 (1932), p. 191.
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Une suite
7= (2, eh,...)

est dite vrai eyele k-dimensionnel mod ¥ de A, lorsqu’il existe un
ensemble compact (en soi) 4;CA et une suite de nombres positifs
g0, tels que 2* est un eqcycle k-dimensionnel mod ¥ de A,

Un vrai cycle Z* est dit homologue & 2éro mod ¥ dans A, en
symboles:

Z*~0 mod Y dans A,

lorsqu’il existe un ensemble compact 4,C4 et une svite &),
tels que zf ~ Omod ¥ dans 4,.
1

Un vrai cycle 2" mod Y de A est dit convergent, lorsqu’il existe
un ensemble compact 4,CA et une suite g—-0, tely que z,"‘mzjf,li_,[ N 0
mod ¥ dang 4,. ‘

Le groupe d’homologie qui s’obtient en considérant les eycles
k-dimensionnels convergents Z*mod ¥ de A (les coofficients otant
pris du groupe 9) sera désigné par

B*(4)mod ¥ coef. 8.
Dans le cas Y=0 le signe ,,mod Y* sera tout simplement omis,
10. Passage des cycles infinis aux cycles convergents.
Dans les applications qui vont suivre, on admettra toujours que:
1% 8 est un rétracte absolu de voisinage %),
20 X C& est un ensemble fermé,
39 YC&—X est un rétracte absolu de voisinage ),

4% T'ensemble ouvert &—X-—Y est donné dang une décom-
position simpliciale (infinie) Q" qui est une variété orientable A n
dimengions.

On sait ) que dans ces conditions

(10.1) Détude des cycles infinis y* mod ¥ de Q" dgwivaut & celle des
cycles convergents Z* mod Y de &—X.

#) K. Borsuk, Fund. Math. 19 (1932), p. 222.

*) Au lieu de 1° et 39, il suffit d’admettre que &€ est un espace métrique
compact et que ¥C &—X est un ensemble fermé tel que

(R) pour tout entowrage U de Y, il existe un entourage V de X tel que chaque
eycle comvergent mod ¥ de V est homologue & zéro mod Y dams U.

) L'idée de la démonstration est indiquée par M. S. Lefschetyz (T'opo-
logy, p.330-334). La démonstration détaillée est nsses simple; elle fait usage
de la propriété (B) de ),
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Soit 9 un groupe abelien discret et au plus dénombrable.
§* désignera le groupe topologique compact, orthogonal?€) & &.
En particulier, (m™) étant isomorphe au groupe des nombres entiers,
(m™)* Vest & celui des nombres réels réduits mod 1.

Soient: Z; un cycle convergent k-dimensionnel mod ¥ de 86— X
& coefficients de § et Z3 ™ un cycle convergent (n—Fk)-dimensionnel
mod X de G0—Y & coefficients de $* Alors:

(10.2) le coefficient d'imterseciion x(Zf;ZT}‘) détermine I orthogonalité
des groupes: '

B*&@—X)modY coef. §, B ¥@—¥)mod X coef. §* ).

11. Théoréme I. Suﬁaposons que

(11.1); B1(@—¥) mod X coef. (mi)*=0 28

et soit f(X)C8™ une tramsformation continue.
8l ewiste un sous-polyédre (n—i—1)-dimensionnel P™ " de "
tel que P"

-X=0, et si la fonction f admet un prolongement

(11.2) flee—y—pP* 8",

oy . . . . . n—i—32
alors il existe aussi un sous-polyédre (n—i—2)-dimensionnel P

de Q" tel que P""*X=0 et que { admet un prolongement

(11.3) f(ee—Y —P " C 8™

En effet, soit »"'(f) le cycle infini mod ¥ de @" & coeffi-
cients de (m!), associé & (11.2). Bn vertu de (11.1),, (10.2) et (10.1),
on a alors y"1(f)~0mod ¥ dans @". L’cxistence du polyédre
P" % et du prolongement (11.3) résulte done du lemme principal.

%) L. Pontrjagin, Ann. of Math. 85 (1934), p. 369. .

27) (Pest un théordme correspondant dans la théorie d’orthogonah?é de
M.L.Pontrjagin (Ann. of Math. 85 (1934), p.912), au théoréme.de duahté\de
M. 8. Lefschetz (Topology, p. 142 et p. 314). Dans la démonstration, on répéte
partiellement le raisonnement de M. Pontrjagin (cf. aussi Math.- Ann. 105 (1!_)31),
p- 190) et le raisonnement employé dans la démonstration de (10.1) (ct. renvoi?)).

Les démonstrations des propositions (10.1) et (10.2), essentielles pour les
théordmes qui suivent, exigent une étude spéciale dépassant les fins de cet article.

) ¢. 4 d. que le groupe en guestion se réduit & I'élément 0.
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Théoréme IL *®) Pour toute transformation continue f(X)C8™,
il emiste _um_sous-polyédre (n—m—1)-dimensionnel P""' o "
tel que P"™" " X=0 et que f admet un prolongement

(11.4) f(a’i’-——YwP"——mmi)CSm.

8™ étant un rétracte absolu de voisinage, il existe un entou-
rage U de X et un prolongement f(TU)CS8™ %), I1 existe done un
sous-polyédre n-dimengionnel P* de ©" tel que P"-X==0 et un pro-
longement f(80—Y —P")C§" Désignons par P la somme de tous
les simplexes au plus (% —1)-dimensionnels de P" et posons f(#)= ¢ e8"
pour touti zeP"—P "', On a aingi P X=0 et J@—Y—P""Cg".

Pour i=0,1,...,m—1, on a (m)=0 et la condition (1L.1), est
alors automatiquement satisfaite. En appliquant done le th. 1 sue-

cessivement & 1=0,1,...,m—1, on aboutit & P"™™ et au prolon-
gement (11.4).

12. Btude du cycle y"~"~" (). Soit f(X)CS" 20). A tout eyele
convergent m-dimensionnel Z" de X & coefficients pris de (m™)*
correspond un élément de (m™)* qui est le degré de f sur Z". Nous
le désignerons par g(f;2™). ‘

En faisant correspondre & tout cycle convergent (m--1)-di-
mensionnel Z™ ' mod X de &—Y 4 coefficients de (m™)* 1'élément
g(f;é’Z”'+1)e(mm)*, on obtient un caractére *) du groupe

B (8—¥) mod X coet. (m™)*,

La transformation f sera dite algébriguement prolongeable sur
&®—7Y, lorsque ce caractére est 0, ¢ & d lorsquon a toujours
&(f; 92" ) =0.

BEvidemment, c’est une condition nécessaire pour l’existence
d’gﬂl prolongement f(8—Y)C8™; elle est toujours satisfaite i
B (&—Y) mod XX coef. (m™)*=0 ou bien B™(X) coef. (m™)*=0.

Le caractére qui vient d’gtre attaché & f détermine en vertu
de (10.2) et (10.1) une clasge d’homologie mod ¥ de cycles infinis
(n—m—1)-dimensionnels y™m1modY de Q" & coefficients de (mm)

¥) Ce théoréme se laisse établir d’une fagon tout & fait élémentaire; of.

8. Eilenberg, Fund. Math. 26 (1936), p. 280 of K. A
(1987), p. 162. b P o K. Borsuk, Fund. Math. 20
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Nous désignerons cetre classe par I " 7\(f). Les cycles
yn—m——le Iwn—m~1 ( f)

gsont caractérigés par I’équation
—m—1 1 1

(12.1) Wy 2 =gl 027,

qui est satisfaite pour chaque cycle convergent (m--1)-dimensionnel
Z™ M mod X de a—Y & coefficients de (m™)*. Tl en résulte qu’on
a " " 7'(f)=0 dans le cas ol f est algébriquement prolongeable
sur 0—7Y et seulement dans ce cas.

Soient maintenant: P™ " le polyedre donné par le th.IT et
yr=m=1(f) le c¢ycle qui correspond au prolongement (11.4). Il résulte
de(7.5) que y"™1(f) satisfait & (12.1), done que y"”"’"i(f)el’"*"’“(f).
TLa classe d’homologie mod¥ de ™™ 1(f) ne dépend done pas du
choix du polyédre P! ot du prolongement (11.4).

En particulier, si / est algébriquement prolongeable sur &0—Y,
on a I f)=0, c. & d. " (f)~0mod ¥ dans @". En vertu du
lemme principal, il existe alors un sous-polyédre (n—m —2)-dimen-
sionnel P"™™ % de Q", tel que P" " *.X=0 et que / admet un
prolongement f(8—Y —P" " *)C8". D’autre part, pour tout cycle
convergent m-dimensionnel Z" de X, larelation Z"~0 dans &—Y
implique la relation Z"~0 dans &@—Y —P" ™ TUn prolongement
f(@e—Y —P" ™" C 8™ n'est donc possible que pour f algébrique-
ment prolongeable sur & —Y. Nous avons ainsi démontré le

Théoréme ILL. Pour qu'une transformation continue f(X)C N
soit algébriquement prolongeable sur &—Y, il faut et il suffit qu'il
ewiste un sous-polyédre (n—m—2)-dimensionnel P2 e Q7 tol que
PR X =0 et que f admette un prolongement

(12.2) f@—F —P 8™,
13. Théoréme IV. Supposons que
(13.1), B (&—Y) mod X coet. (m)*=0

pour i=m-1,m4-2, ..., n—1. Pour qu'une transformation continue
HX)C8™ admette un prolongement f(&—Y)C8™, il faut et il suffit
quelle soit algébriquement prolongeable sur aEL—Y. .
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Théovéeme [Va. Si Pon o (13.1), pour d==m, m--1,.,., - L,

toute transformation continue {(X)C8" admet un  prolongement
A&—T)C 8™ ‘

Le th. IV s’obtient du th. III et du th. I, appliqué succes-
sivement & i=m--1, m-+2, ..., n—1.

14. Cas ot & et X sont des surfaces sphériques.
Admettons que &=8" et que X¥=237" est une image homéomorphe
de 8™. Soit ZI' un cycle convergent de S qui constitue une base
dans le groupe B™(S1") coef. (m™) (¢. & d. & coefficients entiers).

A chaque transformation 30) f(81")C8™ correspond un nombre
entier g(f;81)=g(f;Zi") qui est le degré de cette transformation.
Le th. IV peut étre mis alors sous la forme qui suif:

Théoréme F. RSoit 8i'CS" wune image homéomorphe de §".
Soit YC8"—81" un rétracte absolu de voisinage, tel e

(14.1),  B"7(X) coef. (m)=0  pour i=m+1,m+2,...,n—1,
Pour guwune transformation continue F(ST)C8™  admette un
prolongement f(8"—Y)C8™, il faut el il suffit qu'il ewiste wn eycle

convergent Zs " de Y & cocfficients entiers, tel que
o205 25 )= glf; 7).

La condition est nécessaire. Admettons, en effet, Pexistence
du prolongement f(8"—¥)C8™. A tout eycle convergent 2™ de §"— g™
a coefficients de (m™)* correspond alors un élément g(f;Z™)e(m™)*,
qui est son degré. On obtient ainsi une transformation homomorphe
du groupe B™(8"—Y) coef. (m™)* en groupe (m™)*, c.hd. on obtient
le caractére du groupe B™(8"—X). Or, le groupe B "(¥) coet. (m™)
étant orthogonal & B™(8"—Y) coetf. (m™)* 31), il existe un cycle con-
vergent Z5 "' de ¥ & coefficients entiers, tel que l'on a

(14.2)

_v(Zm;Zéz—»m—~1)=g(f;zm)
pour tout eycle convergent Z" de 8"—Y¥ & coefficients de (mm)*.

%) Dans tout l'article nous nous ocoupons seulement des trangformations

continues.
i) L. Pontrjagin, Ann. of Math, 35 (1934), p. 912,
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Soit ae(m™)*. Le cycle aZi' est alors un ecycle convergent
& coefficients de (m#)*, Done -

o(aZi3 25" ) =g(f;02t),
d’on
' av( 215 25 =ag(f; 1.
Ceci étant vrai pour tout ae(m™)*, on en déduit (14.2).
La condition est suffisante. En vertu du (14.1), et du

i

© théoréme de dualité®) on a en effet

(14.3), BT 8" —Y) coel. (m'y*=0  pour i=m-41,..,n—1.

Soit 2" un cycle convergent mod 8™ de §— Y coefficients
de (mh* (i=m41,...,m—1). 82" étant un cycle convergent 4-di-
mensionnel de S olt i>m, il existe un cycle convergent 'ZT!
de 8—Y & coefficients de (mi)*, tel que ‘Z ~2Z" mod §™ dans
8"=Y. Bn vertu de (14.3), on a done 2™+ ~0mod 8 dans §™—7Y.
I1 est ainsi établi que

(14.4), B™(8"--¥) mod &7 coet. (m)*=0 pour i=m-+1,..n—1.

Soit 2™ un eycle convergent mod 8 de S"—Y 4 coefficients
de (m™)*. 11 existe alors un ae(mm)* tel que 2™ ' ~aZ" dans ST
En vertu de (14.2), on a alors

g(f;azm"l-l):ag(f;Z;n)=av(zin;Zg—111—1)=®(aztzr+1;Z;z—«m—l)'

T en résulte que g(f: 92" )=v(02™™; 25 ™ =0, puisque
87" ~0 dans §"—.

La transformation f étant ainsi algébriquement prolongeable
sur §"—Y, il existe en vertu du th.IV un prolongement f(8"—¥)C 8™

Les conditions (14.1), n’interviennent que dans la démonstra-
tion de la suffisance. Il est peut étre intéressant de savoir si ces
conditions sont essentielles pour le th.V 32),

Si 'on choisit comme f(S7")C8™ une transformation homéo-
morphe de degré 1 (donc—ce qui revient au méme —la transformation
de 87" en ST par lidentité), on a g(f;8T)=1 et le th. V donne une
condition nécessaire et suffisante pour que S soit un rétracte de §™—Y.

82) Of. K. Borsuk, Fund. Math. 29 (1937), p. 198. Dans le cas m=1, la
question a ¢té résolue par Vaffirmative (voir 8. Eilenberg, Fund. Math. 28 (1937),
p. 241).
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15. Cas oit & X et Y sont des surfaces sphériques,
Soient STCS" et 85 "'CS8"—8T des ensembles homéomorphes
4 8™ et 8™ respectivement. Soient Z{'CSY et Zz " TIC.y!
deux cycles convergents & coefficients entiers qui forment respec-
tivement des bases de B"(8™ et de B85 & coefficients
entiers. Posons

BT 88" =215 25"
En posant Y==8""", on constate que les conditions (14.1)
sont satisfaites pour ¢=m-+1,...,n—1. Le th.V implique done le

Théoréme Va. Pour quwune transformation continue F(S7')C8"
admette un prolongement f(8"—S85 " NCE™, il jaut et il suffit que
g(f; 8T) soit un multiple de T(ST;85 ™).

En choisissant comme f la transformation de 87 en 87" par
Pidentité, on en déduit le

Théoréme Vb®). Pour que 87 soit un rétracte de S"—85 "7,
il faut et il suffit que
(87, 85" =1.
En particulier, si 8T et un rétracte de §"—S3 ™, alors g5~
et un rétracte de S"—87.

16. Transformuations algébriquement inessentielles.
& étant un espace métrique quelconque, on dit que la transtor-
mation continue F(2)CS8™ est algébriguement imessentielle, lorsque
g(f,Z")=0 pour tout cycle convergent m-dimensionnel Z" de 9
& coefficients de (m™)*. ,

Soit XCS" un vrai sous-ensemble fermé de 8". Soit #(X)CS™
En vertu du th.II, il existe un polyédre fini (n—m—1)-dimen-
sionnel P"""'C8"—X et un prolongement f(S8"—P""yC g™,

Théoréme IITa. Soit XC8" un vrai sous-ensemble fermd de S
Pour quume tramsformation continue f(X)C8™ soit algebriquement
inessentielle, il faut et il suffit qu'il emiste un polyédre fini (n—m-—2)-
dimensionmel P"""CS"—X et un prolongement K" —P 8y C gm

Ce th. résulte du th. IIT en y posant 82=48" et V=0,

#) Pour le cas n=3, m=1, voir 8. Eilenberg et K. Borsuk, und.

Math. 26 (1936), p. 215.
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Théoréme VI3, Soit & un espace mélrique compact de di-
mension finie et tel que

(16.1)  B(&) coef. (m)'=0  pour i=m41, m+2,...

Toute tramsformation continue f(&)C8™ qui est algébriquement
wmessentielle est inessentielle.

En particulier, si on a aussi (16.1)n, alors toute transformution
continue f()CS™ est inessenticlle.

On peut admettre que 8=XC8" ot »n>2 dim & %). Soit ¥
un ensemble composé d'un seul point de 8"—X. En vertu de (16.1)

. i
on a donc

(16.2), _I)’i"“l(S”—-Y)mml.Xcoef'.(ml)*=() povr i=m41,m+2,...,n—1

ot, d’apres le th. TV, la fonction f admet un prolongement
H(8"—=Y)CS8™. TI en résulte que f est une transformation inessentielle,
puisque 8"—Y est contractile dans soi.

11X

17. Lemme38), Soit A wn sous-ensemble fermé dun espace
médirique compact Y. Soient f,(A)CS™ e f,(AYC8™ deux transforma-
tions 30) homotopes. Pour tout prolongement f,(3)C8™, il existe un
prolongement fo(Y)CS™ homotope & f, (sur ).

18. Lenvine. Si deux transformations:

fl(,X'*“Q”"".Pk)CSm, ]"._;‘(.‘Y-{-’Qn—"Pk)CSm

sont homotopes, on a .
YH(f)=v"Fs)-

n o k
On a, en effet, pour tout «, de Q"

(g 1 =[fopy*1],
¢ b d. az(fi) = (l/(fg).

3y Ce théordme renferme la solution affirmative (pour les espaces de di-
mension finie) d’un probléme posé par M. K. Borsuk, Fund. Math. 28 (1937,
p. 210, .

%) Voir W, Hurewicz, Sitzungsber. Preuss, Akad. 1933, p. 755.

%) K, Borsuk, Annales Soc. Pol. de Math. 16 (1937), p. 218.
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19. Les ensembles I(a¥). Soient s elaf| ot @,elsi—*|. Loy
points #, et x, appartiennent donce au méme simplexe de " ot lo
segment rectiligne @, w, est bien déterminé. L somme de tous ces
segments sera désignée par I(a¥). On vérifie sans peine que deux
segments ne peuvent avoir des points intérieurs comrouns. 11 en
résulte immédiatement que

(19.1)  I(a¥)—|a¥| se laisse déformer dans lui-méme en

L’ensemble I(a¥) peut étre aussi défini de la méme manidre

-k - )

en considérant les segments z,2, pour u,¢ldal] ot w, ,€10, 7. On en
déduit que

-k
(19.2) I(af)—|2af| se.laisse déformer dams lui-méme en |b)™"|.

. . . e ko qah
Soit p, le point d’intersection de a, ot b, "

tout me|b"“k| par le centre *zx du segment zp, on obtient une cel-
lule .concentriqae* avee by désignons-la par *o!".
de *I(ak) est analogue & celle de I(ak):
by~ par *p; "

t

Hn remplacant

La définition
on n'a qu'h remplacer

. k k) S
Soit z,5, un-segment tel que u;elda;] et @,¢|*h; ™. Pour tout
Tex b, OU B2y, POSONY 7(#)=m,. On obtient ainsi une transfor-
mation continue

(19.3) r[*I(a)—da1C "o

telle que:

(19.4) rim)=a  pour we|"bY,

(19.5) riw)el*si—=1  pour meJﬁ’rL*[(a{“)]——|@cp§‘| a7y,

Remarquons encore que la suite des ensembles {I(af)}, les wk
parcourant tous les simplexes de ", n’a aucun point d’accumula-
tion dans Q"

20, Lemme. Etant donnée wne transformation
HX+Q"—PhCs",

il eviste un sous-polyédre (k—1)-dimensionnel P*™'CP* de Q" ¢t ume
transformation

AE+Q = (] —P* ) 8"

qui est homotope & f sur X+Q"—P* et qui coincide avee | sur X.

%) Pr(4) désigne la frontitre de l’ensemble 4.

“En vertu de (19.1), f est donc inessentielle sur I
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‘Boit a%,ak, ... 1a suite de tous les a de P* pour lesquels af)=
¢. & d. pour le%quels f transforme ]s?‘""ll d’une facon 1nessentlelle

tf)»—laﬂ et, & plus
forte raison, sur *I(af)—|a¥. Posons

V= 2 *I(ak)—|ak|.

Les sommandes de V étant disjoints, ouverts et fermés dans v,
et la fonction f étant inessentielle sur chacune d’elles, on conclut
que f est inessentielle sur V. Comme V est un sous-ensemble fermé
de X+Q"—P* et disjoint de X, il existe en vertu de 17 une trans-
formation f,(X+@Q"—P*C8™, homotope & f et telle que

g pour zeV
fz(m)"{f(w) pour zeX.

La transformation f, peut étre définie comme suit:
.Pk~1_ =1;J§I I@aﬂ s
| fil@)  pour zeX4Q"—P
flz) = i 1
l q pour zeV—P .

21. Lemme Soit a**1 un simplewe (k-+1)-dimensionnel de Q
et Be(m"™ k- Y. Il ewiste wune transformation

g(;&r—l_@n {a lz+ll Sm
telle que:

(21.1) YH(g)= B dalH,
(21.2) gw)=q  powr zeX+Q"—*I(a*).

Soit h(S"*)CS™ une transformation telle que [h]= B. Choi-
sissons un ¢’ sS""k“I tel que R(g¢')==¢ et une transformation

N e
telle que |
y(z)=q’ pour m.g]b"“'k—lj__l*bn-k_.l

et qui soit de degré 1 dans cha(lue point de gt

Posons conformément & (21.2):

distinet de ¢’.

pour weX+4Q"—"I(a*),

; N '
(21.3) 9(@) pour ze*I(a*t) —~|9a’*+1|

| ()
13%
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Pour e Fr[*I(at+1)]—|9at+1], on o r(w)e[*s" 4 d’aprés (19.5), co
qui donne yr(x)=q" et hyr(x)=q. I1 en résulte que Ja transformation
J(X+Q"—|a"T)C8" est continue.

Soit

daftl=Ynat o =41
et posons ) it
) p(@)  pour @elb" T,
(')‘14’) ’P,(m) = ' B . k=1 n-—-f~-1
q pour @els; " |—|b l.

, , . —h—1 A

La transformation continue (s |)C8" ™" ainsi définie ext
\ . D L S

de degré n,. La transformation wg " (8" HCS ™ est done

aussi de degré », d’olt en vertu de (4.1)
U“/)i Q,);z~k~--fl] o n[ﬂ
et, comme hy,=g en vertu de (21.3), (10.4) et (21.4),
Lo+t =n,p.
On a done afg)=n,p et yH(g)=2npful=pla*1, c. & d. (21.1).
22, Lemae, Btant donndes: une transformation
P -~
f(A’“.‘i"('J”""‘.P‘)C.Sm,

un simplexe (k+1)-dimensionnel a*t* de @ et un dlément fe(mer1),
il existe une tramsformation
fl(-x"i‘Q“ -—-.Pk‘*“‘|a(th+1|)CS’“
telle que:
(22.1) P =4+ FOurs,
(22.2)  f@)=fla)  pour weX+Q"—P'—I(d"M).

La transformation / est inessentielle sur 3" *7|CQ—P" In
vertu de (19.2), elle est done inessentielle sur I(a*H)—|9ak+1| of
a plus forte raison sur *I(a*+1) —[da*+1|. Les cnsembles *I(at+1) —[9at+]
et X+Q"—P*—I(a"™) 4 Fr[I(a")]—2a""| ¢tant disjoints et fer-
més dans X+@"—P"—9a™"", il existe en vertu de 17 une trans-
formation

fg(X‘f"Q"'—'.Pk'—" iaalk-]ni‘)CSm

homotope & f et telle que:

(22.3) fal@)=J()
(22.4) ol @)=q¢

pour weldX - (b)"_q ]_)lf___ I “1:»‘14)
pour xe "‘I(ak+1) - iaak+1|-
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En vertu de 18, on a done

(22.5) Y2 = v*(1).

Posons '
(22.6) @)= fs@)  pour zeX+Q"—P'—*I(d"T),

' ! glm)  pour wxe*I(attl)—|darHy),

ol g désigne la fonction donnée par 21. II résulte de (21.2), (22.4)
et (22.3) que la transformation fl(X—l-Q"——P"—ié‘aHiDCS’" est con-
tinue et satisfait & (22.2).

Reste & établir (22.1). En vertu de (22.1) et de (22.5), il suffit
4 ce but de démontrer que

VA1) = y*(fa) + H(g)-

Soit a? un simplexe k-dimensionnel de §. Deux cas sont & di-
stinguer:

19 |afnonC|da*H|. On a alors [s;*'|C Q"—*I(a*™). BEn vertu
de (22.6) et de (21.2), on a done:

h(@)=fylz) et
ce qui implique que: ,
ai(fy)=w(fa), a(g)="0

et, par conséquent, que a;(fi)=a(f2)+a:(g).

gl@)==q pour welsy*|

; — —k—1 :
20 |akC|9a*+1|. On a alors [b" " |ClsY, done aussi
*y n—h— "
Fo" 1lC]s? l.
Choisissons la transformation continue de degré 1

(p?—-}z—l ( Sn——.k-—-l ) C Ig;1—k~1]

de fagon que l'on ait:
(pl‘l‘“k'-l ( S;z———k—l) G I*bn~h~1|’

;z—k——l ( Sn—k—l . Sn+——k—1) C |S:z—12—1 I _ I* bn——k«ll,

ot 87 est une hémisphére de §"*'. Comme on a en vertu

de (22.6)
pour ze|B" |
——,k-—ll - I*bn—k—-l‘,

| 9@
@)=} a)

pour zels;
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il vient conformément & la définition de Paddition dang le groupe
(mm*1) (voir 4)
op " 1=her 1+ Lyg 1,
¢ & d. afs)=afa)+aly)
28. Lemme. Etant donndes: une transformation
AX+@"—PHCs"

et une chatne infinie (k+1)-dimensionnelle A mod ¥ @ cocfficients
de (mm=+=1), il emiste un sous-polyédre Pt de Q" tel que P X==0 98)
et une transformation

f(X _}* Qn___-l)gr)cgm
telle que:

P A k41

Y(f) =y o4,

filz)=[{z) pour wel.
Soit af+l,a§+1,...

sionnels de |4*1"

la suite de tous los simplexes (k--1)-dimen-
| On a donc
k1 @ ]
4 =f:2_,1’ B,a; ot Be(mnt=1), =0,
Posons
h pk A ke
Pi=P +i)4:|3a; |

On a PfCP”—[—IA"“[, Lot Py X =0, puisque A" oxt une
chaine mod Y.

Soient fO=f et /@ la fonction qu’on obtient en appliquant, 22
a f0=D, a¥+1 et B, Conformément 3 22, on a done:

X+ Q—PhCs",
PIO)=)+3(5 a1
fO(@)=1%a) pour we X +Q"—Pi—I(ai ).

wH :
. Or, A" étant une chaine mod Y, tous les points d’acewmu-
lation de la suite {I(aH)} appartiennent & ¥. Pour tout ensemble

*®) On & méme P Phy gkt
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compact ZCX+Q"—P% il existe done un iy tel que Z-I(aft?)=0
pour >4, Par conséquent

1O(2)=1®(x)

et il ne reste qu’a poser

pour weZ et 1>1,

fulw)= lim fO(x) pour xeX-Q—Pi.
i»>oa
- 24, Lemme. Etant donnés: une division simpliciale Q" de 8%
un sous-polyédre 0-dimensionnel P° de Q" et une transformation

f(}S'".——-PO) CSm,
da somme des coefficients de y(f) est dgale & 0.

Soient ad,al,...,a% les simplexes de P On a

P(1)= 3 a(faf.

Posons
”

{24.1) W=Dl a(f)al.

i=1

Comme la somme des coefficients de ¢%(f) est égale a celle
de 9, il existe une chaine 1-dimensionnelle A de Q" 4 coefficients
de (m"1), telle que

W=2"(N+4".

En vertu de 28, il existe un sous-polyédre 0-dimensionnel P
de Q" et une transformation f;(§"—P{)C8™ telle que y9(f,)=»?. Comme
[7°(f)|=1a%, on peut admettre en vertu de 20 que P! contient seu-
lement le sommet af, Mais alors f, est une transformation inessen-
tielle, puisque S"—|af| est contractile dans soi. Par conséquent

PW=y"f)=0 et, Laprés (24.1), 2e()=0, e.q. 1.4,
25. Démonstration du lemme principal. Soit o' un
simplexe (k—1)-dimensionnel arbitraire de Q". Soient afaf,...,a%

tous les simplexes k-dimensionnels de @ coutenant a*~' comme
face. Soiti 7, le coeflicient de o*~! dans da¥. On a alors

I
(25.1Y s"*"=i_§1 b "
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Désignons par p, le point d’intersection de ak o bt (o (¢ .
le centre de gravité de af) et par P 1e polyddre 0-dimensionnel
composé de points p,,py,...,p,. On a alors

(25.2) |sn—H—PVCQ— P,

Le polyédre |s»~*| est homéomorphe & 8" et la premiére sub-
division barycenfrique de " fournit une division simpliciale Q"
de [s"~*. Le point p, devient alors un sommet @° ot P devient un
sous-polyedre de (™.

Toute transformation f(X+-Q"— PHCS™ induit en vertu de
(25.2) une transtormation f(§"* 1’0)C 8" celle-ci nous fournit la
chaine »%(f) et les éléments G(f)e(m"~ 1) pour i=1,2,...,r.

Dl’aprés 24, on a donce

(25.3) (=0,

. rn—h n—p
La cellule 577", duale & &) dans (,) y 68t contenue dany la cel-
Tule b7 ot, en verm de (25.1), elle est orientée comme 5h; ™", Par

conséquent al(f):-ma,-(f) et d’apres (25.3) 2,’7#1' f)==0.

S .
Comme e¢’était le coefficient de a* 1 dang la chaine infinie

Y41, la chaine y¥(f) est un cycle infini. 11 résulte de (h.B) qu’elle
est un eycle inlini mod Y.

Supposons maintenant que y4(f)~0 mod Y. Soit done A" la

chaine infinie (k+1)-dimensionnelle mod ¥ i coeflicienty de (mr—i—1),
telle que

Yi(f)+ 94" =0

En vertu de 23, il existe un sous- -polyédre k-dimengionnel P

denQ tel que P1 X=0, et une transformation i X—|—Q—I’1)C s™
telle que pA(f)=0 et fl( #)=fx) pour zeX. Comme ly%(f1)] = 0,

on trouve, en appliquant 20, un ] i i
. polyédre (k—1)-dimensionne
P¥'CPY et une tmnsforma,tmn y ( Fmensionnel

f*(;’f-}-Q—Pk_l)CSm
qui coincide sur X avec f,, done aussi avee f.

icm

On the equivalence of any set of first category
to a set of measure zero.

By
J. C. Oxtoby and S. M. Ulam (Cambridge, U. S. A.).

In m-dimensional euclidean space R™ it is an easy matter
to define sets of first category which have positive measure, and
even, ones whose complements are of measure zero. For instance,
the complement of the intersection of any sequence of dense open
sets whose meagures tend to zero defines such a set. Nevertheless
one may ask whether such a set is equivalent to a set of measure
zero under the group of homeomorphisms of the space onto itself.
In other words, does there exist an automorphism (that is, a homeo-
morphism of the space onto itself) which carries the given set into
one of measure zero. The object of the present note is to show
that such a transformation always exists, indeed that the auto-
morphisms which carry a given get of first category into one of
measure zero form a residual set in the space of antomorphisms,
provided the latter is suitably metrised.

To begin with, consider the unit cube &™ in n-dimensional
euclidean space, (n>1). Let [H] denote the space of all automor-
phisms of & metrise by the formula ?)

o(g, h)=max (lgo—hal, |y~ a—h~1d]),
zed@
where [w—y] denotes the euclidean distance between z and y. The
space [H] is complete and the group operations are continuous
in the metric, so that it forms a metric group.

1) This metric is equivalent to the usual one. See S. Banach, Théorie
des opdrations lindaires, Monografie Matematyczne 1, Warszawa 1932, p. 229.
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