258 S. Mazurkiewicz.

D’autre part, f3(Co)W==0, donc r,nonefs(Cy). Llexistence
des nombres f, ys possédant les propriétés réquises s’en. obtient
par un raisonnement fort simple que jomets.

13. Posons §5=$.[I1(B)x By] et $ =[] $. Dapres 12,

n=1
$" est résiduel dans I'(E)x Rf. D'autre part, si (0,£)c$H®, Iensemble
f(C) ne contient aucun point du plan B, & coordonnées rationnelles,
d’ott dimf(0)<1.

14. Soit G*=6$”; c'est un ensemble résiduel dans I'(E)x E,.
D’avtre part, si (C,f)eG*, ensemble f(0) est une courbe péanienne
blane, qui n’est décomposée localement par aucun de ses points.
C’est donc un continu homéomorphe & la courbe universelle de
M. Sierpineki.

Le théoréme II est ainsi démontré; un raisonnement analogue
& celui de 9 permet d’obtenir le théoréme I.

15. Le théoréme II peut s’exprimer de la maniére suivante:

E étant un espace métrique, compact et contenant une courbe,
toutes les fonctions feRf, & Pexception d’un ensemble de premiere
catégorie dans Rf, transforment toutes les courbes de E, i lex-
ception d’un ensemble de premidre catégorie dans I (F), en
des continus péaniens homéomorphes & la coarbe universelle de
M. Sierpinski.

Warszawa, 16. IX. 1938.
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Sur lexistence d'une base dénombrable
d’ensembles linéaires dénombrables.

Par

W. Sierpifiski (Warszawa).

M. S. Mazur a démontré récemment (sans faire appel & I'hy-
pothése du continu) que s'il existe un ensemble linéaire de puissance
du continw jouissant de la propridté 1 1), il existe aussi une base dé-
nombrable pour les ensembles linédaires dénombrables, c.d d. une famille
dénombrable @ d’ensembles linéaires telle que tout engemble li-
néaire dénombrable est de la forme limH, ot E,e® pour n=1,2,...2)

n=co

Cette proposition de M. Mazur résulte d’ailleurs immédiate-
ment de mon lemme IT des Fund. Math. 80 (1938), p. 5. En effet,
d’aprés ce lemme, si  est un ensemble (infini) linéaire quelconque,
il existe une famille dénombrable @ de sous-ensembles de F telle
que tout sous-ensemble H de F qui est 4 la fois un F, et un Gy re-
lativement & F est de la forme H=1im E, ol E,ed pour n=1,2,...

n==oQ

Or, si un ensemble linéaire B de puissance du continu jouit
de la propriété 4, alors (par définition de cette propriété) tous
sous-ensemble dénombrable de F est non seulement un F,, mais
aussi un G5 relativement 4 F. Il résulte done de mon lemme exi-
stence d’une base dénombrable pour les sous-ensembles dénombra-
bles de B, et il est évident que s'il existe une base dénombrable
pour les sous-ensembles dénombrables dun certain ensemble de
puissance 2%, il en existe aussi pour les sous-ensembles dénom-
brables de chague ensemble de puissance 2%, en particulier pour les
ensembles dénombrables linéaires.

Le but de cette Note est de démontrer (également sans faire
appel & D’hypothése du continu) la réciproque de la proposition
de M. Mazur. '

1) ¢. & d. tel que chacun de ses sous-ensembles dénombrables est un G
relativement & lui.
%) 8. Mazur, C. R. Soc. Se. Lett. Varsovie 31 (séance du 18 octobre 1938).
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260 | W. Sierpinski:

Admettons & ce but quil existe pour les ensembles linéaires
dénombrables une base dénombrable @=(Ey, B,,...) formée d’en-
sembles linéaires. Désignons pour n=1,2,... Par fu(®) la fonction
définie pour x réels par les conditions:

_{ 1 8 el

(1) fal@)= 0 si @noneB,,
et posons pour & réels

(2) f(m)=22'3-—n fu(®).

o
Soit X L'ensemble de tous les nombres réels. Je dis que l'en-
gemble H=f(X) est de puissance 2% et jouit de la propriété A.
Je vais prouver d’abord que si et 2 sont deux nombres réels
différents, on a f(@)==f ().

Soient done x<@' et D={z—k},_o,, - ¢O=(E,, H,,...) étant
une base pour les ensembles linéaires dénombrables, il existe une
suite infinie d’indices {nx telle que D=111112E.,,k. Or, on a weD et
2 non € D; il existe done un indice n, tel que we By, ot o' none By,
d’out selon (1) fy,(#)=1 et fnp(w’)—_—o, ce qui donne sans peine
dapres (2) flz)=+=(*).

Ta fonction j transforme donc d’une fagon biunivoque len-
semble X en Densemble H=f(X). On a par conséquent H=X=2%.

Soit maintenant @ un sous-ensemble dénombrable de H.
Comme QCH=f(X), il existe un ensemble dénombrable KCX tel
que @=7(K). ® étant une base, il existe une suite infinie de nom-
bres naturels mi,ms,... telle que K:}]zimEm,k, d’ol, la fonction f

étant 4 valeurs distinctes:
Q=f(K)=f(;]¢]_—ﬂloEmk) = %}Igf(Emk)y
done, & plus forte raison:

(3) @=Uf (Bm)+[(Bun) + 1 (Bumg) 4 1 (Brmy) +F (Bimy) +-- LA Bimg) .o

Or, pour tout % naturel donné, I’ensemble f(E,) est ouvert
dans H=#(X), puisque f(Ex) est d’aprés (2) l'ensemble de tous les
nombres de H dont le développement en fraction ternaire a 2 pour
k-itme chiffre, et on voit facilement qu'un tel ensemble est ouvert
dans H. I1 résulte donc de (3) que @ est un @s relativement & H.

Aingi, tout sous-ensemble dénombrable de H est un @ relati-
vement & H, c.a4d. H jouit de la propriété 1, c.q.f.d.
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Base dénombrable 261

Vu le résultat de M. Mazur le théoréme suivant se trouve
établi sans faire appel &4 I’hypothese du continu:

Théoréme. Pour qu'il existe wne base dénombrable pour les
ensembles dénombrables lindaires, il faut et il suffit qu'il existe un en-
semble linéaire de puissamece du continu jowissamt de la proprielé A.

Cependant reste ouvert le probleme P de lexistence d'une
base dénombrable pour toute famille de puissance du continu d’en-
sembles linéaires et, en particulier, pour la famille de tous les
ensembles lindaires Fg1).

Or, je vais construire une famille &' de puissarce 9% P’ensembles (non
linéaires) dépourvue d’une bage dénombrable.

Etant donné un nombre réel i, désignons par E, Pensemble de toutes les
fonetions f(z) de variable réelle ne prenant que les valeurs 0 et 1 et telles que
f()=1. Soit ¥ la famille de tous les ensembles E; ol te X.

(Pest évidemment une famille d’ensembles qui est de puissance 28,
Pour montrer qu'elle est dépourvue d'une base dénombrable, supposons que
@=(H,,H,,...) soit une base pour ¥. Soit f(x) une fonction quelconque (d’une
variable réelle) qui ne prend que les valeurs 0 et 1. Soient H, (. H,,(py
tous les termes consécutifs de la suite H, (n=1,2,...) tels que feH .

Je dis que si f= g, oit fe & et ge ¥, les suites n(f), 1y (f),... €t Ny (g), Mg (G)seen
sont distinctes. En effet, si I'on a f# ¢, il existe un nombre réel ¢ pour lequel
f®+g@), p.ex. f(t)=1 et g(t)=0, et on a:

(4) Je By, g non el .

Or, @ étant une base pour la famille ¥, il existe une suite infinie d’indices
{m,} telle que E[:}]rii’goﬂmk' D’aprés (4), il existe done un indice p tel que jer

et gnone Hy; le nombre p est alors un terme de la suite 1, (f), ny(f), ... sans tre
un terme de la suite n,(g), ny(g),... Ces suites sont done différentes.
I’ensemble 8 de toutes les suites infinies (ou finies) de nombres naturels
étant de puissance 2%, tandis que lensemble F de toutes les fonctions d'une
variable réelle qui ne prennent comme valeurs que 0 et 1 est de puissance
22N">2N“, il n’existe aucune correspondance faisant correspondre & toute fone-
tion f de F une suite s(f) de S de fagon A avoir s(f)= s(g) pour f= g. L’hypothése
que la famille & posséde une base dénombrable implique done une contradiction.

1) (Pest un probléme de M. E. Szpilrajn. Un probléme analogue a été
résolu positivement pour la famille de tous les ensembles lindaires qui sont 4 la
fois des Fq et des Gs (voir mon lemme préeité).
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