28 A. Tulajkov.

Man beweist, dass die Bedingung des Satzes hinreichend ist,
wortlich so, wie bei Montel?) (Montel selbst setzt voraus, dass
der verbotene Wert a nur von Dj, nicht aber von der Funktion 7
abhingig ist).

Die Notwendigkeit der Bedingung beweist man wie folgt,
Wenn die Bedingungen des Satzes nicht erfillt sind, so gibt es
ein D, derart, dass fiir jedes M >0 ein Uy el existiert, welches auf D,
alle Werte 4 mit |a/<<M annimmt. Wiihlt man M,~+oc0, xo kann,
die Folge Uy, offenbar keine konvergente Teilfolge enthalten.

% Le. Fund. Math. 25 (1935), 390.
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Sur la représentation paramétrique réguliere des
ensembles analytiques.
Par

Motokiti Kondé (Sapporo, Japon).

Pour un engemble linéaire N, appelons réguliére (dans N) toute
fonction f(t) définie dans N qui ne prend de valeurs égales pour

des points distinets, c.ad. telle que, pour deux points t,==t, de N,

on a toujours f(t)==7(t,).

Nous dirons qu’un ensemble linéaire E admet une représen-
tation paraméirigue réguliére sur N, si B est ensemble des valeurs
d’une fonetion x==f(#) définie dans N, continue et régulidre dans
cet ensemble. M. N. Lusin a démontré le théoréme suivantl):

Tout ensemble mesurable (B) tndénombrable admet wune repré-
sentation paraméirique réguliére sur Vensemble de tous les mombres
frrationnels, quand on néglige une infinité dénombrable de points de
cet ensemble. '

M. Sierpinski a posé le probléme suivant: ewiste-i-il un en-
semble linéaire N tel que tout emsemble amalytique indénombrable
admette une reprdsentation paraméirique réguliére sur N2 2).

Nous allons - résoudre affirmativement ce probléme 3).
précisément:

Plus

1) N. Lusin, Legons sur les ensembles analytiques, Paris 1930, p. 114.

?) Fund. Math. 26 (1936), p. 334.

%) Pour une autre méthode de résoudre ce probléme, voir M. Kondd,
Sur la représeniation paraméirique des ensembles, Proc. Imp. Acad. Japan 14
{1937), p. 89.
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P étant un ensemble plan quelconque, soit H () Pensemble
de tous les points de P dont x est la projection sur Paxe 0X.

Soit H le crible binaire ¢) de M. H. Liebesgue et N Pensemble
(de Lebesgue) de tous les points binairement irrationnels @ telg
que HY est bien ordonné par rapport i la direction positive de
l'axe 0Y. I’ensemble H® n’est bien ordonné par rapport 4 la
direction positive de l’axe 0Y pour aucun point

1 1 1
L= ot A,
2‘)11 + 2')112 + + 2’)1,/,

Nous allons établir ce

Théoréme. Tout ensemble analytique indénombrable admet une
représentation paramétrique régquliére sur Uensemble de Lebesgue N,
quand on neglige une infinité dénombrable de points de cet emsemble.

L’ensemble N augmenté de lensemble de tons les nombres
naturels est un complémentaire analytique N* tol que tout ensemble
analytique indénombrable admet une représentation paramdétrique
réguliére sur N*,

Remarque. I’ensemble N, qui donne (selon le théoréme) une
représentation paramétrique réguliére, est, comme on sait, un complé-
mentaire analytique. Or, on ne pewt remplacer dans Vénoned du théo-
réme Uensemble N par aucun ensemble analytique.

En etfet, Pensemble B de tous les nombres irrationnels étant
mesurable (B) et indénombrable, il existerait dans le eas contraive
une fonetion régulidre f(¢) continue dans ensemble analytique N
et telle que F serait Pensemble des valeurs de cette tonction., Jonsi-
dérons la fonction inverse f"](:v), uniforme et définie dans E. Pour
tous les nombres rationnels r, les ensembles de points ¢ de N qui
remplissent la condition {>r (ou t<7») sont analytiques, et f(¢) est
continue dans ces ensembles.. Par conséquent, les ensembles de
points # de B pour lesquels /™ (@)>7r (ou ™ (z)<r) sont analytiques,
Comme ces deux ensembles sont complémentaires 1'un 4 Iautre, les
ensembles Ens{f"i(m)>r} et Ens{f"l(w)<7~} sont mesurables (B).
D’apreés le théoréme de M. H. Lebesgue, la fonetion f7'(x) serait
don_c1 mesurable (B). Comme l’image biunivoque de E par rapport
a [ (x), Pensemble N serait aussi mesurable (B). Par Huit(«s,v tiout
ensemble non dénombrable analytique admettrait une représen-
tation paramétrique régulidre sur un ensemble mesurable (B), co qui
contredit un théordme de M. N. Lusin®), ¢. q. £, d. '

) N. Lusin, loc. cit., p. 199. ) N. Lusin, loe. eit.,, p. 166,
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Pour démontrer le théordme, nous préciserons la, définition de
Pensemble de Lebesgue, en la modifiant un peu. Nous désignerons
par R* et appellerons domaine fondamentol ’ensemble de tous les
nombres de Pintervalle fermé [0,1] dont le développement

01 On
&L= 2‘ -+ .+§;{+ ...

(0n=0 ou 1; n=1,2,...)
contient toujours une infinité de chiffres 1. Soit ¢ une suite
infinie de nombres rationnels distinets deux & deux: sy8s,...,5n,...
Menons sur le plan E(z,y) par le point s, de Paxe 0Y Ila
parallele & Paxe 0X et considérons sur cette paralléle les segments
fermés

ol ’i:—.l,...,?z

Alors, en faisant varier & (k=1,2,..), nous obtenons un
ensemble de segments fermés. Désignons-le par H,.

Appelons ensemble de Lebesgue de type (o) et désignons par N,
le complémentaire de I’ensemble criblé au moyen du crible H,, c.ad.
Pengemble des points # du domaine fondamental R* pour lesquels
I’ensemble linéaire HY est bien ordonné dans la direction positive
de Paxe 0Y. L’ensemble N, est un complémentaire analytique non
mesurable (B) quand l’ensemble D de nombres rationnels de la
suite ¢ contient une partie dense en soi. Dans la suite, nous sup-
poserons que ’ensemble D est semblable au point de vue de I’ordre
3 DPensemble R de tous les nombres rationnels, e.a d. qu’il existe
une fonction biunivoque yx(f) qui transforme D en R de maniére
que y(t)<y(l,) pour deux points t,<t, de D.’

Lenvime 1. Quels que soient deus ensembles Ngz (k=1,2) de

Lebesque de type (o), il emiste une fonction biunivoque et(‘))bicontiqggce
D(t) qui transforme R* en lui-méme de la maniére que Ng =®(Ns,).

Démonstration. Soient op={rw} (k=1,2; n=1,2,...) deux
suites de nombres rationnels telles que les ensembles Dy de 7z,
(n=1,2,...) soient semblables par leur ordre a 'ensemble R de tous
les nombres rationnels. On peut alors définir une fonetion biuni-
voque x(t) qui transforme D, en D, de maniére que 2(t)< x(t;) pour
tout couple de points t,<t, de Di.
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Désignons par (@) une fonction de nombre naturel telle
que x(rin) ="y, et considérons la fonetion

Oa)=_> St
b=

définie sur R*. On voit sans peine que @(x) transforme R* en lui-
méme d’une fagon biunivoque.
Pour démontrer que D(x) est bicontinue sur R*, comidérous

o

v 1
pour 4 '“A\./ pon (Mg <mg<<...)

fe=1

Y

d’abord un point wmy= Z 27" de R* ot une suite (o= \"0 kY

(j=1,2,...) de points de R* qui converge vers x, Jtant <lcl)nilé un
nombre naturel 3/, prenons un nombre naturel » tel quon ait
@(n)> M pour n>ny.. Puisque @; converge vers z,, il existe un nombre
naturel M, tel que np=mny, (k=1,2,...,») pour j>>M,. Nous avons

alors
[~<]
D(x D(z))|= 5‘( 1 1
! ( 0) — ./I ’ \<I~ l‘ ‘)r/'(u()k) A ryA(n//,
petiofe]

pour tout j=>M,. Or, n,,,>n0,, pour k>, j=0 ou j>M,, de sorte que
@(np)>M pour les mémes valeurs d’indices, et ¢(n;) sont distinets
deux & deux pour tout j mtu_rel Par suite

I il)o dﬁ(mj ’<2 (

) 1
Iz k M-17
k== M+1 2 2

ce qui montre que D(z) est continue au point @,. Par conséquent,

selon la définition de =, ®(z) est continue dans R*. On montre

d’une fagon analogue que la fonction inverse &~ (w) est aussi con-

tinue sur R*. Done, &(x) transforme E* en lui-méme topologiquement.
Enfin, on a pour tout point # de R*

(1) M) =H.
En effet, si #=2"", 1’ensemble H®
=1 '

1 1
‘f("()k) 9 ‘7—(;;}7;)

est formé de mombres

rationnels 71, (k=1,2,.. : ;‘ ~9o(nk) l’ensemble H(ﬁ(x))

est celui des nombres rationnels Pag(ny) (la_l,d, .). Maig,

.)- Puisque O(z

Z(Tlnk):’”w(nk) (b=1,2,...),

¢e qui entraine I'égalité (1). Or, y(HS”) et HE étant simultanément
bien ordonnés ou non dans la direction positive de l'axe 0Y, nous
avons selon (1) (NP)=NP, ¢. q. L. d.
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Lemme 2, Soient N un ensemble de Lebesg gue de lype (o) et U un
sous-ensemble ouvert de R*. Alors N et UN sont homéomorphes.

Démonstration. Considérons d’abord le cas ot U est un
intervalle de Baire I==(t1,%,...,m) %) de R*. Par une transformation
bicontinue et biunivoque ®(w) qui transforme I en R* de fagon
”kZz”"k+1

=]

IN est t.mnhformv en ensemble de Lebesgue de type (o*) ou
o = {P i)y D’aprés le lemme 1, l’ensemble de Lebesgue
de type (a*) est homéomorphe & N. Par suite, N et IN sont
homdéomorphes.

lonsidérons le cas général. Comme ensemble ouvert, U est
déeomponable en une suite infinie d’intervalles de Baire de R* dis-
joints doux & deux. Hn désignant ces intervalles par I (k=1,2,...),

(<]

nous avons UN mZ LN

que le point .v_-z 27" de I est transformé en Oz

11“’

Or, pour les intervalles de Baire (k)

de RK* ol k=1,2,...,, on a N= 2 E)N et I,N sont homéomorphes
he==1

& (B)N.. Done UN est homéomorphe & N, c. q.f. d.

Lemme 3. Svient B un ensemble analytique conteny dans
Vensemble Ry de tous les mombres irrationnels de Vintervalle [0,1]
ot o={ry}, n=1,2,..., une suite de nombres rationnels telle que Pensemble
de tous les mombres de o est semblable aw sens d'ordre & VUensemble R
des mombres rationnels. Il ewiste dans le plan R(x,y) un crible H el
que les conditions sutvantes soient remplies:

10 B est Densemble criblé aw moyen du crible H.

20 H est un ensemble composé dune infinité dénombrable d’inter-
valles de Baire I, (n=1,2,...), chaque I, dtant situé sur la paralléle
& Pawe 0X qui passe par le point 1 de Paze 0Y.

3% la longuewr de I, converge vers O powr m—-oo.

49 guel que soit Te point x de Ko, H ® contient une infinité denom-
brable de nombres rationnels.

8) Nous entendons par intervalle de Baire (nl,nz,...,nk) de R* P'ensemble
o0

de tous les nombroes wr=Z2"’“k de R* tels que m;=my (t=1,2,...,k) et
Je==1 . R
TUAX (T vay T ) Mg KW o Nous pouvons toujours supposer que
Ty <My < e e Ny,
3

Fundamenta Mathematicao, Tv XXXL
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Le crible H satisfait alors aux conditions suivantes:
inte disti ; 7 Ty )
59 pour deus points distincts z; (1=1,2) de By, on @ H™ = H™,

69 quel que soit le point © de Ry, D—H ® (ot D désigne engemble
de tous les nombres rationnels de la suite o) contient uwne infinitd
dénombrable de nombres rationnels.

Nous appelons H erible du type (o) de K.

Démonstration. Soit S un sous-ensemble de D formé d’une
suite infinie bien ordonnée selon la grandeur croissante. Soient
se (n=1,2,...) les nombres de 8. I’ensemble D—8 étant semblable
au sens d’ordre & P’ensemble R de tous les nombres rationnels, il
existe A’aprés MM. N. Liusin et W. Sierpinski?) nun erible I' formé
d’intervalles de Baire I; tels que 7 eD—8 ot situés respoctivement
sur les droites y=7;, la longueur de I; tendant vers 0 avee 4 of
I’ensemble F étant I’ensemble criblé au moyen de I

Pour obtenir le crible H, rangeons, pour chaque n naturel,
tous les intervalles de Badire d’ordre » en une guite infinie -{Aﬁ,’"}v ol
k=1,2,... et désignons, pour r,eS tels que rp==8i@ 1y, par I,
Pintervalle de Baire A}’), situé sur la droite y=r,. L’ensemble

" H=I'+2I; remplit alors les conditions 1°-4°, et par conséquent
i=1

59-6% du lemme 3. En effet, pour tout point # de Ry, on a
=Y (75—, Or, daprés la définition de H, (H—I)" est
contenu dans § et § est bien ordonné selon la grandeur croissante;
les deux ensembles H™ et I'™ sont donc simultanément bien or-
donnés ou non selon la grandeur croissante. Par suite, H est un
crible qui définit Densemble X. '

D’autre part, le crible H est par définition formé d’intervalles
de Baire I, situés sur les droites y=7; respectivement et dont la
longueur tend vers 0 avec 4. ‘

Enfin, pour chaque point » de R, l’ensemble (H —-1”)('”) con-
tient, d’aprés la définition de H—I, une infinité dénombrable de s;.
L’ensemble H"™ contient done une infinité dénombrable de nom-
bres rationnels et il en est de méme de D—H®Y,

Considérons H™ et H™ pour deux points distincts @ (i==1,2)
de R,. Comme la longueur de I; tend vers 0 avec 4, un intervalle I,
d’indice ¢ assez grand et qui coupe la droite ¥=y, DO COUPE Pas
la droite w=m, On a done H™==H™) ¢. q.f. d.

) N. Lusin et W. Sierpifiski, Sur wn ensemble non mesurable (B), Journ.
de Math. 2 (1923), §7, p. 65-68. . ‘
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Envisageons & présent le crible H,, qui définit 'ensemble de

Lebesgue de type (o). Quel que soit le point z de Ry, il existe un et

un seul point #* de R* tel que H™=HY". Grace & cette correspon-

dance, on peut définir une fonction g(z) sur R, telle quon ait
2*=q(x). On peut alors démontrer le

Lemme 4. g(x) transforme biunivoquement R, en un sous-en-
semble M fermé dans R*, et la fonction inverse p—Y ) est continue sur M.

Démonstration. Comme g¢(z;)4=p(z,) pour deux points dis-
tinets @, et w, de Ry, la fonction ¢(x) transforme R, en M biuni-
voguement.

Pour montrer que M est fermé dans R* soit

(==}
5 ,,1,(:1)

Bn=22 "t , n=1,2,..., une suite de points de M qui converge
fe=x1

{za) ol

N ()
vers un point my=2'2""% de R* Ktant donné un nombre naturel k,
Je=1

il existe pour la suite finie »®,5©,...,»® de nombres naturels un N,

naturel tel que pour n>N,
(2) 1}50)—:1;%") (i=1,2,...,k).

V .
H®) contient les nombres rationnels 7, et Hff”")=H(¢ {aal)

(n=1,2,...). Selon (2), on a rﬁ?eH(@A(w")) pour i=1,2,...,k et n>N,.

Par conséquent, J; désignant la projection (sur ’axe 0X) de l'inter-
valle de H situé sur la paralléle Yy=r,0 4 Paxe 0X, il vient

k
(3) o~ @a)e []J; (n>N,).
. i=1
k -
Or, pour tout %k naturel, on a []J;==0 ol J, est lintervalle
=1

de Baire dont la longueur tend vers 0 avee m—»co. Par suife,

o

[1J; contient un et un seul point; désignons-le par z*. En vertu
7

=1 N S o
de (3), ¢~Y(xn) converge vers g* pour n—»oo, ¢. & d. }5&"’ (wn)=u""

. (%)
D’autre part, comme #* est un point dg Jy, on a rwgomH pour
1=1,2,...
Or, H*” ne contient que les ponts 750 En effet, soient r, un

point de H™ et J la projection (sur I'axe 0X) de lintervalle de H

situé sur la paralléle y=r, & Paxe 0X. Comme J est lintervalle
3%
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ouvert de R, qui contient x* et Lim g '(w,)==a*, il existe un N,
N0
. y {/ y ‘ 1w
naturel tel qu'on a ¢ ~Yz,)ed pour n>N;. Comme I]}rwn):_: g7 o)
(@ . . \
pour tout n naturel, nous avons T”p(:‘]"[((; ") pour n>N,. Par suite,
f)=» pour n>N,. On

on peut choisir un %, naturel de manidre que v,
. . ) b .

voit sans peine que k, <»y. On a done k<o =» pour n>N,, de sor-

te qu’il existe un &, naturel tel que ’égalité ky=k, est réalisée pour une

infinité dénombrable des » et on peut supposer, sans restreindre la

généralité, que ko="F, pour n>Ny, ¢. hd. que »'=» pour n>N,.

. 0 - . N (e
Comme lim o)==y, il vient »5=» ce qui montre que H™" ne

1300
contient que les points 7, (i=1,2,...), c.&d. que Y e
I3

Par conséquent, z, est un point de M et =" (@y) == w* ==l g~ w,).
ey
Done, M est fermé dang B* et ¢ '(2) est continue sw M, c. q. 1. L

Lenvme 5. Dans tout ensemble anolytique B condensd en soi,
il emiste une swite dénombrable d’ensembles Ko, disjoints deww & deum
et condensds dans B

Démonstration. Soit {p,}(n=1,2,...) une partie dénombrable
de E, dense dans E. Soit ¢ un indice donné. Le point P, comme
un point de H, est un point de condensation de E. Nous allons
déterminer par linduction compléte la suite d’ensembles parfaits
(non vides) E,(i) satisfaisant aux conditions suivantes:

b N . : .
10 Ff) est contenu dans HI;; ol I;; désigne lintervalle

1 1 .
fermé [p[—,'—., pi—i—?—. , et non-dense dans cet ensemble.

20 Eff) sont disjoints deux & deux..

Définissons d’abord FY’. Le point p, étant un point de con-
densation de FE, 'ensemble Ir;E est un ensemble analytique indé-
nombrable. II y existe donc un sous-ensemble parfait non-dense
dans E. Désignons-le par F{".

o Supp‘oso.ns maintenant que nous avons déji défini les ensembles
F;” pour i+j<n (n>2) et que les conditions 1° et 20 sont satis-
faites. Considérons Jes intervalles Iy, 1,Iu—,3,...,Jq,,. Puisque les on-
sembles F}’ oll i+j<n sont non-denses dans &, Pensemble Y, )

Hfegn
Nag n ey 11 . i 3 i
Pest également. Or, B étant condensé en soi, il existe dans les

" \7 f) :
ensembles (I, , 1-1—1—;r j%{ F}))E respectivement des ensembles par-
n
e qres 1) s .
faits disjoints FEP (1=0,1,2,...,n—1) non-denses dans F.
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Les ensembles F}') sont ainsi définis par 'induction compléte
pour i-4+j=2,3,... Posons

o0

B, =Z‘ F(i)

Pl s ST (n=1,2,...).

Je dis que les ensembles E, (qui sont évidemment des F, con-
tenus dans F et disjoints deux 4 deux) sont partout condensés dans F.
Soient » un nombre naturel donné, p un point arbitraire de E et I
un intervalle quelconque contenant p. Les points {p } formant une
partie dense de F, il existe un point p; et, pour un % naturel assez
grand, un intervalle I,.’Zn—1 @1y contenus dans I. Alors, d’aprés

19, on a B, @ipyC Ly A0 (selon la définition de By) Foy CIEn.

2" (ap—1)
L’ensemble F;i,)l.,mi h—1) étant parfait et non vide, donc indénom-

brable, et I étant un intervalle arbitraire contenant p, le point p
est donc le point de condensation de En, c. q.f. d.

Lemme 6. E dtant un ensemble anmalytique linéaire condensé
en sot, il existe um complémentaire analytigue Z contenu dans R,
et tel que: ‘

1° E admet une représentation paraméirigue réguliére sur Z
quand on néglige aw plus wne infinité dénombrable de points de Z.

20 quels que soient le point p de Z et DVintervalle owvert I comn-
tenant p, il existe un sous-ensemble parfait P de Z tel que PCIZ.

Démonstration. Soit 7 un ensemble dénombrable de nom-
bres irrationnels, dense dans R, L’ensemble analytique lindaire F
étant condensé en soi, ER, en est aussi un. Il existe done dans F,
d’aprés le lemme 5, une suite dénombrable {E.} (n=1,2,...) d’en-
gsembles F, disjoints deux & deux et condensés dans K.

Posons E*:ERO—~Z’1E’,,. Puisque R,—7T est homéomorphe

4 R, Jet que FE* est un ensemble analytique, il existe dans
le plan R(z,y), d’aprés le théoréme de M. S. Mazurkiewicz®),
un complémentaire analytique Z, tel que E* est la projection uni-
forme de Z, sur I'axe OX et que la projection de Z, sur l’axe OY
est contenue dans R,—T.

8) Voir N. Lusin, loc. cit., p. 284.
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En désignant par £, (n=1,2,...) les points de 7', posons

Z1:Z0"f"2En X (tll);

=1

L’ensemble Z; ainsi défini est un complémentaire analytique -

et on a

Projox Z1=Pl"0joXZo+21En=E* +2 B,=ER,.

ne==]

n==

De plus, cette projection étant uniforme, ensemble analytique
F admet une représentation paramétrique régulidre sur 7, quand
on néglige au plus une infinité dénombrable de points, Or, comme
on sait, il existe une transformation ¢(t) qui transforme 'ensemble
R,x Ry, c. & d., ensemble de tous les points irrationnels du carré
0o, 0<<y<1, en Ry par homéomorphie. D’aprés la détinition,
de Zy, tous les points de Z, sont irrationnels; Z, est done transtormé
par ’homéomorphie ¢(f) en un ensemble Z contenu dans f,. I en-
semble Z est donc un complémentaire analytique tol que Z,, et
par suite FH, admet une représentation paramétrique réguliére sur
Z quand on néglige au plus une infinité dénombrable de points.

On voit de méme que Z remplit la condition 20 du lemme 6. Soient
Poun point de Z et I un intervalle ouvert contenant p,. D’aprés la
définition de ¢(t), IR, est transformé en un ensemble U ouvert
dans R,X R, et qui contient le point ¢~!(py)==(@q,¥,). L’ensemble
T étant dense dans Ry, il existe un point i, tel que Pon a |yy—t,|<s
pour un £>0 donné. On peut choisir donc dans 7' un point ¢, de
maniére que (&o,in,)eU. Le point @y, comme projection de ¢ (p,)
sur I'axe 0X, est un point de E, donc un point de condensation
de E,; par conséquent (xo,,) est un point de condensation de
(EnX(tn,))U. Or, (ByX(t,))U, en tant qu’un F,, contient un ensemble
parfait P. D’aprés la définition de ¢(t), il existe done dans l'inter-
Vaﬂef Idun sous-ensemble parfait de Z, & savoir ’ensemble @(P)
¢. q.f. d.

H
" Démonstration du théoréme. Soit I un ensemble analy-
tique linéaire indénombrable. Alors, 'ensemble B,y de tous les points
de condensation de B qui sont econtenus dans F est analytique et
chaque point de F, est aussi un point de condensation de cet ensemble.
D’aprés le lemme 6, B, admet done une représentation paramé-
trique régulidre sur un complémentaire analytique qui remplit les
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conditions du lemme 6 quand on néglige une infinité dénombrable
de points. Or, E—E, est au plus dénombrable; pour démontrer
le théoréme, il suffit donec de montrer que tout complémentaire
analytique I qui satisfait aux conditions du lemme 6 est une image
continue biunivoque de l’ensemble de Lebesgue, en négligeant une
infinité dénombrable de points.

Selon. les conditions du lemme 6:

1 F est contenu dans R,
20 quel que 8o0it le point # de F' et le voisinage U de , il existe
un sous-ensemble parfait PCU de F.

Soit o={r.} (n=1,2,...) une suite de nombres rationnels telle que
I’ensemble des 7, est semblable an sens d’ordre & ensemble R de tous
les nombres rationnels. Par une démonstration analogue & celle du
lemme 5, on établit Pexistence d'une suite double d’ensembles parfaits
(D} (4,j=1,2,...), disjoints deux & deux, contenus dans F et tels que

pour chaque ¢=1,2,... Pensemble 2> D§° est condensé dans F, de sorte
=1

que chaque point de F' est un point de condensation de Z: D}“. Tout
=

ensemble parfait étant somme d’un ensemble homéomorphe & R*

ot d’un ensemble au plus dénombrable, il en résulte existence des -

ensembles {Fy} (4,7=1,2,...) satisfaisant aux conditions:

19 F; sont homéomorphes 4 R* et disjbints deux & deux,

20 chaque point de F est un point de condensation de ;; Fy
pour tout nombre naturel 1. =
Par une transformation biunivoque et bicontinue qui trans-
forme R* en Fy, Pensemble de Lebesgue N, est transformé en un
sous-ensemble N; de Fy. Posons: '
M=) My, Fi=F—XFy.

i, j=1 i j=1

My=Fy—Ny,
Alors -
F=(F+ M)“I;12_1Nil-

Puisque F; est un complémentaire analytique et M est un
ensemble analytique, il existe, selon le théoréme précité de M. S. Ma-
zurkiewicz, un complémentaire analytique G de R, tel que F,+M
est limage continue biunivoque de G- Comme R,—@G est analy-
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tique, il existe selon le lemme 3 un crible H de type o qui définit

—@ et qui satisfait aux conditions du lemme 3. Désignons par H,
le erible qui définit I’ensemble N, de Lebesgue de type (o). Alors,
pour chaque point # de Ry, il existe un et un geul point a* de R*
pour lequel HY= HSY. Grace & cette correspondance, on peuf dé-
finir une fonetion g(x) sur B, telle que z*=@(z). D’aprés le lemme 4,
¢(z) transforme biunivoquement R, en un sous-ensemble fermé @
de R*, et G en QN,. Or, d’aprés le lemme 4, la fonetion inverse ¢ ~'(x)
est continue sur @; done @N, est transformé par ¢—!(x) d’une fagon
biunivoque et continue en G. L’ensemble Iy M étant une image
continue biunivoque de &, on peut définir une fonetion continue y(»)
qui transforme biunivoquement QN, en -4 M:

7 (QN)=F,+ M.

Maintenant, nous allons prolonger
sur N,.

Comme R*—@ est ouvert dany K* et N, ost un sous-ensemble
de E*, 'ensemble Ny—@) est ouvert dans N,. Done, Ny—€ est somme
d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’intervalles?)
de N, contigus & QN, et n’empidtant pas I'un sur Pautre. En les dé-
~ signant par I,=(an,b,) (00 a,<b, et n=1,2,...), on a donec No—Q=2X1,
et chaque an (b,) peut étre supposé égal & la borne supérieure (infé-
rieure) des nombres z<Can (£>b,) de N, si de tels nombres o
exigtent, et & 0(% 1) en cas contraire. Puisque Ny est contenu dang
Pintervalle [0,1], on peut supposer en méme temps que les
intervalles I, sont contenus dans lintervalle [0,1], e. A d. que
0< < B 1. '

Nous allons définir & présent deux nombres A, et B, pour
tout intervalle I,.

Considérons d’abord le cas ol 0< a,<<b,<1. Pour tout entier
k>0, les intervalles [an—1/k, an] et [baybn~+1/k] de N, contiennent
des points de N,Q. On peut done considérer les bornes supérieures
de x(#) surles [an—1/%, an] et [bn,b,+1/k] de N (pour zeN.Q).

En désignant ces bornes supérieures par A% et BY respectivement,
POSODS: | ’

(@) dune fagon continue

1% ) . i
An ——k]ili-g Aj et B,=lim ,Bfl').

koo

®) Nous entendons ici par (a,b) et [a. b] les intervalle
» ) d # de Ng, qui sont los
ensembles des nombres » de Ny tels que a<<zx<<b et a=g-b mspéaatwement
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Considérons ensuite le eas oll 0=a,<b,<1. Comme pour tout
entier >0 lintervalle [b,b.+1/k] de N, contient des points de N,Q,
on peut définir les nombres BY de la méme facon que plus haut.

Posons alors A,=B,=1im B®.
k>co

Enfin, dans le cas olt 0<<a,<b,=1, on définira les nombres A%

comme dans le premier cas et posera B,,_—_An:lim_»if,")-
k-»00

Etant donnée une suite {e,} (n=1,2,...) de nombres positifs
convergeant vers 0, envisageons les intervalles ouverts

Jn= (mln (-A-n; Bn) —é&ny MaXx (-An ) Bn) + 8")

On voit que Jn 2 Nu est non vide. En effet, d’aprés la
1

k=
ny 008 I,y (N.Q)==0; comme x(N.Q)=F+MCF,
Il en résulte selon la propriété 20 de

définition de 4., et B
on a donc aussi J,F #O

Pensemble F que JnZl’nk#O Par suite, il existe un k, naturel tel

que J, B30 et, (l’apre% le lemme 2, ’ensemble F,; étant homéo-
morphe & R* et N, étant le sous-ensemble de F, obtenu de N,
par cette homéomorphie, on a J, N, #0. Par conséquent,

Jn 2N11k=+: 0.

D’ailleurs, JHZN . est une image biunivoque et continue de No.

En effet, on peut décompoaer R* en un nombre fini aussi bien qu’en
une infinité dénombrable d’ensembles ouverts dans R* et deux & deux
disjoints, done séparés; d’aprés le lemme 2, la partie de N, située
dans un queleonque de ces ensembles est homéomorphe 4 N,, done,
d’aprés le méme lemme 2, homéomorphe aussi & chaque sommande

non vide de ZJnNnk. Or, les ensembles N, étant disjoints deux

a deux, J,,Z,' N, est donec une image biunivoque et continue de No.

Selon le lemme 2, I, N, est homéomorphe & No; il existe done
une transformation blumvoque et continue qui transforme I,N. en

JInD) Nur. Or, il existe une fonction ¢n(z) continue et biunivoque
=1

sur I,N, telle que:

Lm gn(a)=A4n,
x>0

— > — - i n =B,.
palIn No)_J,,kéj‘Nnk (An)—(Ba)y xiltfll— gn(2)
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T e S * o it )
En effet, soit px un nombre réel étranger a R* et situé ontre

Cryi 66 Cpy OU ok_—=a,,_|_b";la£ (k=1,2,...); soit ¢p un nombre réel

N I .
$tranger & RB* et situé entre dp ot dipr, OU dp==by — i
(h=1,2,...).
Alors, on a:
a'n<.‘.<p/z<...<pz<p1<ql<q-z<...<q/f<...<b,,,
lim pr==an et i ge==bn.
hyoo h-»00

En désignant par L1 lintervalle (pip1,pr)y Par Ly 1’jnt‘.urm11@
(q,: ¢,,.,) et par L, lintervalle (p1,qy), DOUS Obtenons Iy N‘,MIL_J LN,
et, d’aprés le lemme 2, chaque LN, est homéomorphe & N,.

Distinguons mainfenant deux cas:

Premier cas: A,==B, Supposons par exeiploe quu A< B,.
De la méme maniére que NOUS AVONS établi Linégalitd J, Z N0,

on peut montrer que, pour chaque intervalle J contenant A,, ou B,

onadJ 2 Nax==0. L’ensemble N ., comme homéomorphede N,, étant
k=

d’aprés le lemme 2 dense en §0i, Z' N Dest aussi et il existe par con-

séquent deux suites monotoneq de points Aistinets g, g, ... 66 vy, ..

appartenant a JHE N qui convergent vers A4, ot B, respecti-
B A+ B
vement. Nous pouvons SUpposer que u<- --’L~2‘~~~--w"' ot w> N l 2,

Soient s; un nombre binairement rationnel étranger a RE* et
situé entre w; et w1, et # un nombre binairement rationnel
étranger & R* et situé entre v; et v.1. Bun désignant par Pu—
intervalle aux extrémités s;, 8,11 et par Py lintervalle aux extré-

<]

Mmités ¢, ters, los ensembles P; sont disjoints et Py 2 Nue==0 pour
cf’ . fe=e
’I;=1 2 puisque 7&14‘16P21_.124N,,]¢ ob D1~|,.16P212.N,,/(. On démontre

(comme auparavant pour lensemble J,IZN,,k que P; ‘_JN,I,, est

alors une image biunivoque et continue (le N oy done aussi de Lo Ny
pour ¢ impair et de IL,N, pour 4 pair.
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L’ensemble J,,kglN,,k-— A,)—By)— V (P Vl\ ak) D'est pas vide,

z~l

puisque w%; et v, lui appart1ennent On démonme sans peine que

o0

Jn E nk — (-An)

==

B,) -—2 P, ZN,,;;) est un ensemble ouvert par
oo
rapport 2 13§1 Nuk; on peut donc montrer comme auparavant que
cet ensemble est une image biunivoque et continue de N, et par
suite de IL;N,.
En désignant par ¢,(z) une fonction continue définie sur I,N,

(e el
qui fransforme biunivoquement & la fois N, Lpip1 en Pyy ) Noug,
k=1

N, Ly en z)z.llEIN,,,l et Ly No en J.0 Nup—(As)—(Ba)—2> Pi( D Noa),
W k=1 =1 k==t

nous obtenons une fonetion biunivoque et continue sur I,N, qui

transforme I,N, en lensemble J,) Nnk—(A,,)—(Bn) et telle que:
h=1 '

lim g.(z)=A4, et
x>0
xelpNy

lim @, (x)=Bn.
X=>bp—~0
xeI,Ng
Deuxieme ¢as: A,=B, En conservant les significations pré-

An+Bn
2

cédentes de {u} et {s;) (la condition u;<< étant maintenant

superflue), désignons par Py.; l'intervalle aux extrémités ssi, 8a
et par Py Pintervalle aux extrémités sa, saip1. AlOTS @u(z) est une
fonetion continue définie sur I,N, qui établit une corespondance

biunivoque entre N Ly et P; 2 N, de méme qu’entre N,L; et
k=1

)_fPiZO'ONnk

JnZane‘“‘“ ““ZPi(lexk):JHZ-Nnk—(An)—(Bn
k=1 =1 k==1 k=1 =1 k=1

simultanément.
La fonction g@.(x), comme biunivoque et continue sur cha-
cun des ensembles I;N,, separés deux & deux, est continue sur

I, N, ﬂzL,N et, les ensembles P; et J,,ZN,, —(4x) —-Z -PlZNnk

i=1
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étant deux & deux disjoints, elle est biunivoque sur I, N,. Les

points s; convergeant vers A,, on & lim gu(2)= lim @, (x)=A4, et
x>y +0 Kby

xely N, x€In Ny

(=] oo
@n (In Na) =J11]£-Nnk *‘“'(-A-n) =Jn kQJIN”k ‘—'(—An) "‘(1311)

Posons y(#)=gn(z) sur I,N,. Alors yx(x) prend des valeurs
distinctes sur des points distincts de N,. Nous allons montrer que
z(z) est continue sur N,.

Soit 4, un point de N,. Lorsque x, appartient & lintervalle
LN, on a y(w)=gu(z) sur I,N, A’aprés la définition de y(x), et g,(z)
est continue sur I,N, La fonction x(z) est done continue en tout
point =z, de I,N,.

Soit maintenant #, un point de QN,. Trois cas sont alors
4 distinguer:

I. 2, est un point isolé de QN,,
II. #, est un point d’accumulation de QN, de deux cOtés,
TII. #, est un point d’accumulation de QN, seulement dun coté.

Dans le cas I, il existe deux intervalles I, et I, tels que
bn=0n=m. Il résulte de la définition des nombres 4, et B, que
I'on a alors B,=y(z,)=A4,; la continuité de x(») au point x,
résulte des formules:

lim x(m): lim x(m): lim (pnl(a/')ﬁ.an.

x->x0—0 x>bp, —0 x-rbyp 0
lim y(z)= lim g(z)= lim =
‘ = (@) =An,.
et x—)—tln2+OX( ) x—>nn‘,+0(pn'( ) ny

. Dans le cas II, la fonction x(x) étant continue sur QN, et le
pomt @, appartenant 2 QN, comme il n’est lextrémité d’aucun
intervalle In et comme en—0, on peut déterminer: d’abord un
intervalle J=(xy—a, %,-+a) de maniére que

19 Doscillation de y(x) sur JQN, soit <& pour un >0 donné,
20 enze entraine I,J=0,

et puis un intervalle J'=(z,—p,z,+p8) tel que

10 f<a,
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Supposons maintenant que weJ'N, et wyzx. Si xeQN, la
condition 1° entraine |y(®)—yx(z,)|<e (puisqu’on a d'aprés 10 J'CJ).
Supposons done que weN,—@. Alors, il existe un intervalle In=(an,bn,)
tel que weln, D’aprés la définition de In, on a J'In=0, ce qui donne
dapres 20 B)y—a<< an, < by, <y+a. Selon la définition de An, Bn et
y(@), les nombres | An,— Bn,|, |An,—yx(2.)] ne dépassent pas 'oscilla-
tion de y(z) sur JQN,; la condition 1° entraine done |4, —Bu|<e et
| An—y(@o)|<e. Or, puisque la valeur de ¢a(z), ot xelnN,, appar-
tient & Pintervalle

In, = (min (Aungy Bu,) —&nyy max (An,Bn,)+ Em.) ,
on a
min (A, Bn,) — &, < @u,(6)<MaX (Any Bn,)+-en,,
ce qui donne |(Aw,—gqn, (@) < |An,—Bn|+en. Nous avons done

| (10— 7 (ae0)| =lgpn, (0) — (0)| < |om, (8) — A |+ | A, — g {0)] <
< 114.11“ ——B”u‘ _—I_ 8"0+ }A"u— 4 (‘DO)} < 2£+ Eny -

Par conséquent, la condition 2° entraine dans le cas considéré
Dinégalité |y () —y(2e)|<3e, de sorte que la continuité de x(x) au
point x, est dans ce cas établie.

Dans le cas IIT, ot le point x, est un point accumulation
p. ex. du cOté gauche et isolé du cOté droit, on démontre la conti-
nuité du coté droit comme dans le eas I, et du coté gauche comme
dang le cas LI

Aingi, dans tout les cas x(x) est continue au point z, et par
suite en tout point de N,.

Ceci établi, considérons l'ensemble %(N,). Selon la définition
de y(x), nous avons

2 (V)= QN)+3 1IN ) =Furt M43 (n 2 Nok—(Ar) —(B))=

-'——F"“Z (Nnk ‘Ju)'-lgl(t]n’gilvnk) ((A")+(B"))

n,k=1

Par congéquent

Z"-‘-—‘X(.N‘,)—}‘-f (Nnk"—rfn)—hg_l (Jn};/_z: Nnk) ((A")+ (B"))'

n, k=1

7 L) r o ‘
2’0 la condition I.J'==0, olt I,={an,bn), entraine Or, 7(N,) et Nue—Ju(n,b=1,2;...) sont disjoints deux & deux

B—a<tn<bn<&y+a. et, d’aprds le lemme 2, Nu—Jn est homéomorphe & N,, quand on
néglige au plus deux points (les points extrémes de Jn). Done, en
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négligeant au plus une infinité dénombrable .de points, I'ensemble
F est somme au plus d’une infinité dénombrable d’ensembles deux
3 deux disjoints qui sont des images biunivoques et continues de N,.
Par conséquent, selon le lemme 2, F' est une image biunivoque et
continue de N,, quand on néglige au plus une infinité dénombrable
de points, c. q. f. d.

Je tiens & remercier, en terminant, Mlle 8. Braun de diverses
remarques et corrections qu’elle m’a prétées pendant la rédaction
de cette Note.

Institut Mathématique
de P'Université Impériale de Hokkaidé,
Sapporo, Japon.
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Algebraische Fassung des Mafproblems.
Von
Alfred Tarski (Warszawa).

Das geometrische MaBproblem besteht bekanntlich im Fol-
genden: es soll in einem gegebenen Punktmengensystem &S eine
MagBfunktion definiert werden, d.h. eine Funktion f, die jeder,
Menge X des Systems eine nichtnegative reelle Zahl f(X), das sog.
MaB, eindeutig zuordnet, wobei die als Eichmenge (Einheit des
MaBes) gewithlte Punktmenge F das MafB 1 erhilt, zwei kongruente
Punktmengen das gleiche Maf haben und schlieflich das MaB
der Summe zweier elementfremder Mengen gleich der Summe der
MaBe der beiden Summanden ist (von der Ausdehnung der letzten
Forderung auf abzihlbar viele Summanden wird hier abgesehen) ).

In der vorliegenden Arbeit will ich eine méglichst allgemeine
und abstrakte Fassung des MaBproblems skizzieren. In dieser Fas-
sung gewinnen Begriffe und Ergebnisse einen algebraischen Cha-
rakter: es wird ein System von beliebigen Dingen betrachtet, fiir
dessen RElemente eine stets ausfithrbare, kommutative und asso-
ziative binfire Operation, die Addition, definiert ist; es wird ge-
fragt, ob es einen Homomorphismus gibt, der dieses System auf
eine Menge von nichtnegativen Zahlen abbildet, und zwar auf eine
Menge, die mindestens eine von 0 verschiedene endliche Zahl ent-
hiilt 2). BEs zeigt sich, daB die Moglichkeit, einen solchen Homuo-
morphismus aufzustellen, ausschlieBlich von der Beschaffenheit
des als Einheit gewihlten Elements abhiingt; eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir besteht in der sog. Normalitéit dieses
Blements. Dieser Fundamentalsatz griindet sich auf gewisse Be-
griffe und Sitze, die an und fiir sich interessant zu sein scheinen
und Verallgemeinerungen von gewissen geometrischen Begriffs-
bildungen darstellen (z.B. die Begriffe des inneren und des &uferen
MaBes). Alle diese Ergebnisse sind in § 1 enthalten.
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