Uber homogene Polynome in (L)

von

S. BANACH (Lwdw).

§ 1.

Wir bezeichnen mit E, £’ zwei vektorielle, normierte und
vollstindige Raume. Eine fiir beliebige x,,...,x aus £ erklirte
Operation u(x,,...,x,), deren Werte dem Raume E’ angehdren,
nennen wir eine n-lineare Operation, falls sie stetig und additiv
inbezug auf jede der Verdnderlichen x ,..., x, ist. Es ist bequem
eine derartige Operation mit

(1) G

zu bezeichnen.

Eine n-lineare Operation (n>>1) heifle symmetrisch, wenn
sich ihr Wert bei beliebigen Permutationen der Variablen nicht
dndert. Werden in einer symmetrischen n-linearen Operation r
Variablen gleich z , weitere r, Variablen gleich 2y, ..., schliefilich
die letzten 7, Variablen gleich z, gesetzt (r,+...-++r,=mn), so
bezeichnen wir die so entstandene Operation mit

Insbesondere ist
ez'=—az.....z.

Die Operation az" nennen wir ein homogenes Polynom n-ten
Grades. Wie leicht zu sehen, enstehen aus verschiedenen sym-
metrischen n-linearen Operationen stets verschiedene homogene
Polynome n-ten Grades.

Als Norm einer n-linearen Operation ax, ... x erkliren
n

wir die Zahl
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la]|= ob.Gr. |ax,...x,|;
311, ey 51
es ist also

laxi...x [ <lallxl.. [0,

insbesondere
la x| <] al.fxl" 9.

Ist E der m-dimensionale euklidische Raum, £’ eine Zahlen-
menge, so fallen die oben erklirten Operationen mit den gewdShn-
lichen n-linearen Formen, bzw. den homogenen Formen n-ten
Grades zusammen. Bezeichnen &; bzw. & (j==1,..., m) die Koor-
dinaten des Vektors x, bzw. x, so hat man
el en

S £

m
ax. X = )‘10
14 i A O

Jn
JireJp=1

Jpeeip=1

|al|= max |ax,...x,| fir 2(;‘;)2{1 (i=1,...,n).
j=1 .
Wir nehmen jetzt an, daB E der Raum (L% sei und daB E’
in (L?) enthalten sei und bezeichnen mit ax,...x, eine symme-
trische n-lineare Operation. Jetzt bedeutet also x, eine in (0,1)
quadratisch integrierbare Funktion x,(f), ebenso ist ax,...x, eine
derartige Funktion. Ist x, , ein weiteres Element aus (L%, so ist

1
(2) [(a xl' i xn) xn+1 d{
S0

offenbar ein (n +1)-lineares Funktional 2).

Wir sagen, das homogene Polynom n-ten Grades ax" sei
symmetrisch, falls das entsprechende Funktional (2) symmetrisch
ist.” Inshesondere heiBt die lineare Operation ax symmetrisch,
falls )

] -
j(axl)xz di = /(a x,) x, dt
0 : *

0

% Vgl. S. Mazur .und W. Orlicz, Grundlegende Eigenschaften der
polynomischen Operationen, Stud. Math. 5 {1935) p. 50—68, 179—189.
?) Ein Funktional ist eine Operation, deren Wertmenge aus Zahlen besteht,
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gilt. In diesem Falle stimmt also unser Symmetriebegriff mit dem
von Herrn D. Huserr in der Theorie der Integralgleichungen ein-
gefiihrten iiberein.

Ein Beispiel eines symmetrischen homogenen Polynoms n-ten

Grades in (LY ist
11
ad'= [ [Rlyeort, 2(8) o x @) diyo..
b0

wo K eine symmetrische Funktion der Variablen tyeaust st be-
deutet, von der Eigenschaft, daB die rechte Seite stets dem
Raume (L°) angehdrt. Dies ist z. B. der Fall, wenn K in den
Verénderlichen ty..v, t,,t quadratisch integrierbar ist.

In dieser Arbeit beweisen wir die Sitze:

Satz L [§5]. Ist ax...x, eine symmetrische n-lineare Ope-
ration in (L%, so gilt ‘

ob.Gr. |ax,...x |= ob.Gr. [ax"] .
(Y= S Py = flxl <t

Satz Il [§ 6]. Ist ax" ein symmetrisches homogenes Poly-

nom n-ten Grades in (L%, so gibt es eine Folge {x} und eine

Zahl 1 (|x|=1 fir i—1,2, ..., |x|=”—}1~”—), derart daf
lim [|lx,— Aax|=0.

Satz Il [§ 6]. Ist ax"ein vollstetiges symmetrisches homo-

genes Polynom n-fen Grades in (L%). so gibt es ein Element x'

und eine Zahl L (|| x|=1, Illzﬁ), so daf3

I—lax”:o.

In den Sitzen II, IIl ist der Satz tiber Existenz von Eigen-

l6sungen einer linearen Integralgleichung mit symmetrischem Kern
als Sonderfall enthalten.

§ 2.
Seien x, y (x+y=0) zwei Einheitsvektoren des euklidi-
schen Raumes R, welche den Winkel o (0<Le <) einschlieBen.
Wir bezeichnen mit #,(x,y) den im Bereiche des Winkels «

%) Die Werte der Operation axy...x, brauchen nicht zu (L?%) angehdren.
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gelegenen Einheitsvektor, welcher mit y den Winkel a/;? bildet,
wobei n irgend eine natiirliche Zahl bedeutet. Offenbar ist
x -+ rp"(x, y) :{:0, y+q),,(x, y):{:O (n=1,2,...),

x+y
TG D= Ty

Setzt man
X =x, x,=Y,

X, ==y (xk—z’ X,_y) (k=3,4,...),

so ergibt sich leicht
lim x, =@, ., (x,y)
’ k>0

§ 3
Hilfssatz 1. Sei az,...z, eine symmelrische n-lineare-
Form der Vektoren z,,...,z, in R, mit |a|=1. Falls fiir zwei

n—1

FEinheitsvektoren x,, x, die Beziehungen x,-+ xZ:}_: 0, cix1 x, =1
stattfinden und x=q (x,, x,) gesetzt wird, so ist ax’=1.
Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall n=2. Nach
Voraussetzung ist
”le:L”sz:l, X+ x2=*=0, Q x; Xy== 1, l|a”=1~

1 2
Wir bezeichnen die Koordinaten von x,, x, mit & bzw. & und

schreiben o
ax, x,= 2a, 5 &, (a=ay,).
ik

Dann ist

2
3§ Yay§i= T8 Ta,8 =1
k i i

und wegen [a|=1

2
thﬁFﬁlﬂE%%<L
k i k

Aus diesen Beziehungen folgt
3 2 (k= =& (i=1,...
%"aiké}c:ék (k=1,...,m), A:ja,-k-,- & (@ yerey )

und hieraus, mit Riicksicht auf a,=aq,,,
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also

2o, (§+8) (S+8) =2(6+8),

a (x1+ x_)zz “ X+ x, “2

Xyt X,

Setzt man nun x==p,(x,, xz):m
17 X

, so ergibt sich

wie behauptet
ax’=1,

Wir nehmen jetzt unseren Hilfssatz fiir n—1 als richtig an;
nach Voraussetzung ist '

x =1, x|=1, X]‘f'xz':f: 0, ax x;—l: L af=1.
Wir setzen
cTzl...z'n_l2 aAXy21...2, 43
dieser Ausdruck ist offenbar eine (n—1)-lineare symmetrische
Form mit |z|<[la]=1. Wegen ax xy ’=a X, x0 ==1 st |a]=1
a die Form & die Voraussetzungen unseres 2Satzes fir n ——-1.
erfiillt, gilt @x}7'=1, oder

n—1__ 4

axyxy =1, wo x,=¢__ (x,, x), X, + x5 0

und ebenso

n—~1
a =1 == ¢
Xg X, 1, wo xX=, 4 (x,, x,), Xyt x,30

- .o

ax, 1%, =1, wo x,;=¢__, (ep_gs X, ), Xt x,F0.
Da nach § 2 kligl X, =, (x;, x,) ist, ergibt sich durch Gren
tibergang

ax"=1 fiir x= 1o (X5 X,).

. VP—E{lfssatz 2. Ist azy...z, eine symmetrische n-lineare For
her: extoren zy,..., z, in R _mit |a|=1, so gibt es einen Eir
eilsvektor x, fiir welchen a x"— +1 ist

Beweis. Ist zunichst n=2, so gibt es wegen |a|=

zwei Einheitsvektoren x,, x, fiir welche ax x,=1 ist. I*:all

*+ xy= 0 ist, so geniigt es X ==X, zu setzen, anderenfalls besit:

nach Hilfssatz 1 der Vektor x— 3 (x;, x,) die verlangte Eigenschafi
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Wir setzen jetzt die Richtigkeit unseres Satzes fiir n—1
voraus. Wegen [la|=1 existieren n Einheitsvektoren x,,..., x,, fiir
welche ax,...x =1 ist. Wir setzen

AZieeeZ, | ==QZ . 2, X, .

Dann ist [|@|<|a|=1, also wegen @x,...x, ;=1 auch [ja|=1.

Nach unserer Annahme gibt es einen Einheitsvektor x,, fir
welchen chg’l: +1, d. h. axg"1 x,—= + 1ist. Im Falle x4+ x,=0
besitzt also wieder x=—=1x,, anderenfalls aber x=¢ (x_, x,) die
verlangte Eigenschaft.

§ 4.

Hilfssatz 3. Ist ax,...x, ein symmetrisches n-lineares
Funktional in (L), so gilt
la|= ob.Gr.|ax"]|.
llxi=1
Beweis. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit |a||==1 an. Ist z==(§,....,5,) ein Vektor des m-dimen-
sionalen Raumes R, so bezeichnen wir mit z das Element
(Eyevny £, 0,0,..) aus (L%). Wir setzen

(1) amzl"'zn::azl"'in;

dann ist @, eine in R erklirte symmetrische n-lineare Form und
I<<1. Nach Hilfssatz 2 gibt es in R einen Einbeitsvektor

la,,
xm,, fiir welchen a, x" = =|a, || stattfindet. Daher ist
2 ax,=+la |, |x,]=1.

Wir beweisen jetzt, daB lim [[a, |=1 ist.

Wegen ||a =1 gibt es zu einem beliebigen ¢> 0 » Einheits-
vektoren y,,...,y, aus (L% von der Eigenschaft, daf

(3) |ay1"‘ynl>1_8

ist. Wir setzen
E k
yk e ()71’ 7’]2, sae n))
m

A r_tfn(q'l‘, ..... nffz), © (k=1,...,n)
gre= @y, 16, 0,0,.00;
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dann ist lim =y, (k=1,...,n), also nach (1), (3)
lim [a, gi'...y) (= lim |ag...q)'|=|ay,...y,| >1—¢.
m—>om m—o

m

Wegen |y, | <1 ist |a,y"...5" | <]a |, also, da |a |<1 und

€ beliebig ist, lim |a [=1.
Aus (2) ergibt sich jetzt lim |a ¥ =1; da|x =1

(m=1,2,...), so ist "
ob.Gr. [ax"|=1=|a|.

[lx][=1
§ 5.

Satz . Ist ax...x eine symmetrische n-lineare Operation
in (L%, so gilt

ob. Gr. [[ax,...x,| = ob.Gr. |ax"].
=1l=1,..., [l b=t lxll<1
Beweis. Wir nehmen [|@|=1 an und bezeichnen mit ¢

eine positive Zahl. Es gibt n Elemente X500, X, so dafl

lla X...x | >1—¢, lxl=1,..., []Ell]|zl.
Setzt man
y=ax..... X,
=aqx X

so ist |g|>1—e.

Sei Y ein lineares Funktional, welches fir alle Y, d. h. in
der Wertmenge der Operation a erklirt ist und der Bedingung

® ' 1Yl=1, Y@ =gl

geniigt. Dann ist
axy...x,=Y(ax...x)
ein symmetrisches n-lineares Funktional in (LY. Man hat ferner

a%.. E=Y(a%...E)=Y@) =|g]>1—s,

also |@||>1—¢. Nach Hilfssatz 3 gibt es daher in (L% ein %,
fir welches ‘

@) |@ax" | >1—e, [%]|=1
gilt. Wegen
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ax'|=|Y(@x")|<[Y].Jax"|
ist nach (1), (2) |aX*"|>1—e. Da |¥|=1 und & beliebig ist,
folgt .
ob.Gr. |ax"|==1=| a|.

ll=ll=1

§ 6.

Satz Il Ist ax"ein symmetrisches homogenes Polynom n-ten
Grades in (L*), so gibt es cine Folge {x,} und eine Zahl % (| x|=1
fir i=1,2,...; |A|=1/|a|), derart daf

lim | x,— Aax][|=0.
Beweis. Setzt man
1
¢)) 54"1-'-"’"’6,..{_1:](“““1---xn)xn+1 dt,
0
so ist
lal<lal ol oeeella,fHx, s

also |a|<|al. .
Zu einem beliebigen &> 0 gibt es n Elemente x,..., X,

(1% |l=1,..., [lx,[|=1) fiir welche
() lax,...x,[>]a]—e;
wir setzen
= = = . xn-l—l .
X"_H: A XjoeaX xn_|_1»~——————”x"+1" ;
dann ist nach (1)
afl...;n+1=j'xn+1§n+ldz=||xn. J=lax...%|,
0
also wegen (2) ~ ~
ax...x,  >|al|—e.

Hieraus folgt |&||>> | a|, also schlieilich
3 : lall=/{al.
Nach Satz | gibt es nun ein x, wofiir

|az" | >[a|—e, |E|=1,
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d. h., mit Riicksicht auf (1), (3),

1
| [@xzdt|>[a]—
0
gilt. Setzt man

7 == sign f(a x"x dt,
b
so ergibt sich

Of[ —Ha Td +W (a5 dt— n ’b[(ax")zdt'
-<1+1-2[1—-ﬁﬂ=|—|2j.
Fiir 2 = ” { ist also v

1

— Pt % — b g F 2&
f[x——lax]dt-” LX<

Satz lll. Ist ax" ein vollstelzges symmetrisches homogenes
Polynom n-ten Grades in (L ), so gibt es ein Element x und eine

Zahl L (x| =1, |l|:—lm), so daf

0

x—Alaa"=0.
Beweis. Nach Satz Il existiert eine Folge {x,}, fiir welche
Ixl=1 (=1,2..), lim ”x——).ax"”zo

ist. Da das Polynom a vollstetig ist, gibt es eine Teilfolge {x, }, ‘
so dafl die Folge {ax] }konverg‘lert Fir x =lim axk ist offenbar

k— o

x=lax".

(Regu par la Rédaction le 10. 12. 1936).





