Sur les multiplicateurs des séries orthogonales

par
S. KACZMARZ (Lwéw) et J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

1. Considérons un systéme orthogonal et normé de fonctions
¢,{) (==1,2,...) définies dans Iintervalle (0,1). On dit que la
suite numérique {1} est un multiplicateur des classes L” et L', en
symbole {4 }e(L", L), si pour chaque fonction f($)eL’ la série

1
o - 3090, a=[fopd
0

est le développement d'une fonction g(#)eL’.

Le but de cette Note est de trouver des conditions néces-
saires et suffisantes pour que {A}e(L", L7).

2. Théoréme 1. Si les fonctions ¢,(f) sont bornées et la
suite {9,(#)} est compléte dans L, alors la formule

(ye L) (1<p<w, 1<g<w)
équivaut aux conditions suivantes:
a) la fonction H(x,t), dont le développement est la série

2 49,0 / 9, (u) du, appartient pour chaque x d la classe L',
1 .
0
b) pour chaque n et chaque systéme de nombres

n—1

8y Eqyeees 6, lel que Z'Iai\”—::I on a

1. o N
(2) {/1211 'H(_‘Ll t)_H(—;ZT’ f)_l lqdi}%Mn—W’

oit M est mdepenclant de {&} et n.
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Supposons d’abord que {%}¢ (L’, L7). La fonction £, (¢), égale
a1l pour 0<C#Cx et & zéro pour x <#<l, appartient a L7,
donc la condition a) est nécessaire d’aprés la définition de {4}
Soit maintenant

1
f=[roa @i, roer.

La suite {p,} étant supposée compléte, la relation g (¥) ~ 2% 19,00

1

définit une opération lindaire 1) g(¢) == U (f) qui transforme toute
S(@HeL’en une g()eL’. 1l existe donc un nombre M de sorte
que

1
lg p
® (flupra) nl [irra)”
0
Etant donné un systtme de nombres &, &,..., ¢, _, tel que
n—1

2/ |&|P=1, posons S (@ =¢, dans (i,i+1). On a
5 n’ n

Jirora=1
0

et la relation (3) donne

1
@ (fruchrae<an.
0

Les coefficients du développement de U ( 7) sont

1 (i4-1)/n

1 1
fU(f)qu(t)dtzlkff(t)gpk(t) dit=1, 28,- _[901: () dt.
0 0 0

In

D’autre part, les coefficients de la fonction

FO=36[HEL g —nek,y]

) Voir S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa 1932

p.- 41, cf. aussi S, Kaczmarz — H. Steinhaus, Theorie der Orthogonal-
reihen, Warszawa 1935, p, 19, [145].
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} ney Gt )
sont [F(t) i, () dt = 2, I_l,\, f(l’k(u) duJ, on a donc
b 0 iln
U(f)=F(.
En substituant ce résultat dans (4), on obtient la condition (2)
et la nécessité est démontrée. ' .
Supposons a présent que les conditions a) et b) sont remplies.

H_l), ol ¢ est
n

L’ensemble des fonctions A (f) ==c ¢, dans (—’l?,

une constante arbitraire, est dense dans L”. Il résulte de la con- .

a—1 - 1 . N
dition b) que la fonction U(h) = c s, [‘H(l—_—}-——, 1) — H(%, i)J
0

n

appartient & L" et que, pour A= h, et h=h,,
g » 1/p
(fl U (h) — U (hy) |”dt)<M(f|/zl-—hz1 dt) .
On a donc, pour f(#) € L” et une suite {A, (2)} telle que

1
f\ f()— h,(H)'dt— 0, la relation
0

tim (10, — U Pt =0.

om0

1l existe alors lim U(h)=U(f), U(f)eL"dont les coefficients

1 n—w
sont 4, [ f(® @, (f)dt, ce qui prouve que {.ye (L, LY.
0

Remarque. Dans le cas g =0, L” signifie la classe des
fonctions bornées et la condition (2) devient

—1 . . ~
N T +1 I —1/p
(5)  vrai max | Xg, lH(I—T, ) —H(— D)| < Mn7.
0 .
Supposons maintenant que 1.<p <, 1<gq <,°° . Dans ce
cas (L7, L") == (L, L* ") %), donc du théoréme 1 on déduit le

Théoréme 2. Sous les hypothéses du théoréme 1 la formule
{}‘;}E(LP’ Lq) (1 <p <, 1< q <oo)

équivaut aux conditions suivantes:

i .1 1/,
N v, S Kaczmarz — H. Steinhaus, L c. p 224, (65415 Yp -+
=1y o Vg =1,



76 S. Kaczmarz — J. Marcinkiewicz

a) la fonction H(x,1), dont le. développement est la série

jvz'i 9, (®) fq’i (u) du,
! 0

appartient pour chaque x d la classe L”;

b) pour chaque n et chague systéme de nombres

n—1

Eos Ey3eney 8,y tel que 3|&,"=1, on a
0

(6) {f’ f’lei [H(l+ 1, t) . H(%, i), Ip’dt}l/\éMn—]/{l,.

n

3. Pour p==1 Ia relation (6) prend la forme

n-1 . .
. ) z 1 . —1/0’
@ veai max | e, [HEE ) — H ]| < M,
~ il .
Dans ce cas on peut obtenir une autre condition en se servant
du lemme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
F () soit l'intégrale indéfinie d’une fonction f(t) e L' (1 < g <),

est que l'on ait, pour chagque n et chaque systéme de nombres
n~—1

8> &y-nr &,y tel que |e,|"=1, Iy relation
0

S | N =T
® | 2o |FED =P | <mn,
0 n- .

Ce lemme est connu, nous allons en reproduire la démonstration
pour la commodité du lecteur. Supposons que F(¢) soit absolu-
ment continue et que sa dérivée 7(¥) appartienne a L?; alors
G~-1)n
1+1 i 1q ,
1FED—F < ( [1rora)”. o,

ifn

donc
n—1 - 1
:1 ) p—
?lp(z‘jz; —FE < M, M"*flfl"dt,
0

ce qui fournit la condition (8).
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D'autre part, si cette condition est remplie, il s’ensuit que
n—1 N .
i _
SIFEY —rypc i,
5 n n
ce qui prouve que F'(f) est absolument continue. Donc, en posant

i N ' i +1
FO=F @, £,O=nFEY PO pour - <1<,

n

on a

1
[1r.orae<ar,
et comme |f, | [f(® I’ f,>0, on en obtient
1 1
(170 e < tim i [in@rde<m.

Le lemme et la formule (7) prouvent le

Théoréme 3. Sous les hypothéses du théoréme 1, la relation

{Aye(L, L% (1< g <o)

équivaut d U'inégalité
1
[1 508000 <M
1 .
0
pour presque ftout x, ol 2, 0,(x) 9, () désigne la fonction g, ()
‘dont le développement est la série

‘f’ }Vk Pr (x) P ®.
1

Remarque. On peut aussi obtenir ce théoréme en utili- -
sant le théoréme de M. F. Risz sur les moments 8), Dans le cas

& 4
articulier ¢ — 2 ce théoréme est connu ). ‘ .
° Une :ilémonstration analogue & celle du théoréme 3 fournit,

4 Paide du théoréme 1, le théoréme suivant:

5, Kaczmarz—Steinhaus, l.e, p.31—-32,
Theorie der Orthogonalentwicklungen (IV),
Steinhaus, | e, p. 228, [665].

% Cf, Banach, ¢, p. 741
4 W. Orlicz, Beitrige zur
Studia math. 4 (1934) p. 5; Kaczmarz—
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Théoréme 4. Sous les mémes hypothéses, la relation

{kye (L, L7) (1< p <w)

équivaut a l'inégalité

1
1200, 0, Pde < m
b 1

pour presque fout x.

4. Le théoréme 3 conduit a la question suivante: Peut-on
remplacer dans le théoréme 1 la condition (2) par

1 1
{f’f'j}“kfl’k(x) (pk(l) ’P’df(quleiglgM?
b o 1

La réponse est négative. En effet, prenons p== g ==2. On,
obtiendrait

f | 2297 () Pdx < M,

done

1
fiZ’lfrpf(x)]ax'<oo,
0

c’est-é-dire2)~f<oo, ce qui est en contradiction avec le fait
que la condition A= 0(1) est déja suffisante pour qu’on ait

{3y e (L2 LY.
5. Remarquons enfin que la relation {&ye (L,

pas en général .= O(1). On le voit en prenant |
définie comme il suit:

L% n’entraine
a suite {¢p, ()}

2,0 =37, pour tel, |1 =d?,
®, () =0 ailleurs,

ot /, désigne une suite d’intervalles d

isjoints, choisis de sorte
que l'on ait ‘ :

28 <o
pour chaque ¢ > 0. ‘
Soit p 22, g< 2 et f®eL” Poson

b= 7 O<a <_‘27- —1).
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La suite {4} appartient & (L", L*). En effet, on a

<{ [iroray<m.

v
n-n

o)
Par conséquent le module de la somme YA a @, (I) ne surpasse
1

~(14)
d‘k

pas dans Vintervalle 7, la valeur M et on a

[120,a,9,00d< MET™,
Iy

Y £ 2 —g—aq r .
ce qui prouve cue 2 hoa,p (el la série 20 ;ta_nj C():cz;n)
vergente. Nous avons ainsi démontré que la formule 4 ==

n'est pas vraie pour p>2, ¢<2.

6. En désignant par L7 la classe des fonctions f(?) telles
que

[ir@rd <o

¢ ar un raisonnement un
pour tout &> 0, on peut démontrer, p

iff théoréme:
peu différent, le » . o e
Si les fonctions @, (x) sonff bornées et si la suite {@,}
compléte dans L, alors la relation

(Aye @, L) ‘ (¢>2)
équivaut aux conditions 'suifuanies :
a) la série j’ A .a; j @;(f) dt converge uniformément pour chaque
foeln b
{12

0

i Y e
H @t — Hay 0]t} < M, | 2 G— @)

B3 . i l-
ott H (x, ) ~ j'l,. @i (6) [ g, (Ddt, {(@,B)} est un systtme que

1 -0 s » . 0
conque de segments disjoints, & un nombre positif arbitraire et
M, une constante qui ne dépend que de ¢.



80 S. Kaczmarz — J. Marcinkiewicz.

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
F(#) soit lintégrale indéfinie d'une fonction f(f)eL"™° (p >1),
est que pour chaque & > 0 et chaque sysiéme de segments disjoints
{(e, 8}, linégalité

| ZFE) — F@l < M,| 26— a) "
soit remplie.

La condition est nécessaire, car, si F'(f)=f(@)eL"™ alors
on a pour chaque systtme {(a, 8)} de segments disjoints

1
e V= 1
| [roar<{[irora) " Do —a i
e 8y 0 )

< M| X (= )|, avec &'=1— p+ p__:%ti.

D’autre part, la condition exige que la fonction F(#) soit abso-

lument continue. Soit f () =F' (), E, = E(2"< f () < 2™,
{(@®, f"))} une suite de systémes de segments disjoints, telle que

5
9 ff(t) dt > 0, i,k arbitraire,
ok
(10) l max {5 — ") <1k,
@ | 2@, 69| > | E,| —1/2",
(12) |E,— 2@, 69| = 0.
Posons enfin f, (1) = F(ﬁ‘{i)) — ;‘k()af")) pour ocg")< < g%
—

et f,()=0 ailleurs. Alors les formules (9), (10) et (12) prou-
vent que f, () —f(?) dans E et la formule (11) donne f,(1)—0
presque partout dans CE . Donc

1
lim inf [r@as [rwad;
R By

il en résulte d'aprés (11) et notre condition que
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[rayde<mg, 17+,
E,

ou encore

l En l < ME Q" | E,, Il/p’..|_;;;
l Eu . < ]lz 2—ll(p'+,_:l)/(pr+£,_1),
/ ] f(t) |I”‘°I dt \< ML 2—'11 [(p’_.'.sl)/(pr_*_s,__n_(P—m].
Ey

1
En supposant 7> p—1— Tie—1" on a

@'+ P+ =) —p—=E§>0,

et par la

: LY
3 [irord< 3 e <.

—-® Ell

(Regu par la Rédaction le 17. 6. 1937).

Studin Mathematica. T. VIL





