Uber die arithmetischen Mittelwerte der Lagrangeschen
Interpolationspolynome

von

P. ERDOS (Manchester) und G. GRUNWALD (Budapest).

§ 1.

Das n-te Lagrangesche Interpolationspolynom der Funktion

f (),

- . w (x) n
(1) Ln [f(x)] 5352f(x(" n — (n) l(n)
SO @ ey~ O
@ 0@ = I c— ),
k=1
ist bekanntlich die einzige ganze rationale Funktion von héch-
stens (n—1)-tem Grade, die an den Stellen xi"), xé"’,..., e

mit der Funktion f(x) iibereinstimmt.
Bekanntlich?) existiert eine im Intervalle —1 <C x <<+ 1 ste-

tige Funktion f(x), so daB ihre Lagrangeschen Interpolationspo-
lynome :

®) LIFN, Lylf (e, LI,

in simtlichen Punkten des Intervalls — 1 < x <+ 1 divergieren (so-

gar unbeschriinkt werden), wenn wir fiir w, (¥) das Tschebycheffsche
Polynom n-ter Ordnung wihlen, d. h.

4) @, (x) == T (x) = cos n arc cos x;

'? G. Griinwald, Uber Divergenzerscheinungen der Lagrangeschen In-
f.erpolatlonspolynome stetiger Funktionen, Ann. of Math. 37 (1936) p. 908—918;
siehe auch ). Marcinkiewicz, Sur la divergence des polynomes d’interpola-

tion, Acta Szeged 8 (1937) p. 131—135.
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es sind also die Grundpunkte der Interpolation die Wurzeln

von (4), d. h. die Zahlen
() A= cos @k —1) g =cos 8 (k=1,2,...,n; n=1,2,...).

Im Folgenden untersuchen wir die Divergenzmdglichkeiten
der arithmetischen Mittelwerte der Folge (3), wenn die Grund-
punkte der Interpolation die Zahlen (5) sind. Bisher war nur be-
kannt ?) daB die arithmetischen Mittelwerte im Falle einer steti-
gen Funktion in einem Punkte divergieren konnen; nach einer
brieflichen Mitteilung von Herrn J. Marcmwiewicz kann die Diver-
genz auch auf einer abzdihlbaren Menge auftreten. In seiner oben
zitierten Arbeit stellt Herr Marcnkiewicz die Frage, ob eine ste-
tice Funktion mit fast i{iberall divergenten arithmetischen Mittel-
werten existieren kann. Diese Frage beantwortend beweisen wir
den folgenden Satz: Es gibt im Intervalle — 1 < x <+ 1 eine ste-
tige Funktion, so daf3 die arithmetischen Mitiel der Lagrangeschen
Interpolationspolynome der Funktion f (x)

L]+ Ly[f 1+ ...+ L, [f(x)]

n

(n=1,2, o)

in samtlichen Punkten des Intervalls —1 < x <+ 1 divergieren
(sogar unbeschrdnkt werden). ‘

Die Konstruktion dieser Funktion beruht im wesentlichen auf
der Methode, welche in der oben zitierten Arbeit von G. GRONWALD
angewendet wurde.

§ 2

Wir ben&tigen einige einfache, auf die Wurzeln der Tsche-
byscheffschen Polynome beziigliche Tatsachen. : L

 Hilfssatz 1. Die T'schebyscheffschen Polynome n-ter un
2 n-ter Ordnung haben keine gemeinsamen Nullstellen.

Beweis., Ware

cos (2k—1) -QZ% == cos (2{—1) '57%7

%) ] Marcinkiewicsz, Sur linterpolation (), Stud. Math. 6 (1936)

p. 1—17. Siehe auch P. Erd&s~P.Turén, On Interpolation (I), Ann. of
Math, 38 (1937) p. 142—155.

6*‘
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so hitte man
20@k—1)=21—1,

was unmdglich ist.

Hilfssatz 2. Wenn 2k —1, m)=1, 21—1,n)=1 und
Vx,g"')txf") ist, dann ist k=1, m=n.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt %;ﬁtl - 2!71?_1_’

wegen (2k—1,m)=1 und (2/—1,n)=1 sind z_k_”:l:l 211
irreduzibel, d. h. 2k—1=21—1, m=n.

Hilfssatz 3.
|cos e 9| +[cos @, ¥|+...+|cos o8|+ |cos 2e ¢ |+ | cos 2 a, ¥ |
+...+|cos 20, 9| >~/§—.

Beweis. Es ist

[cos x|+ |cos2x] >—;—,
denn im Falle
1
|cosx|\<—2—
ist
1 1
|cos2x | = ]1-—2c052xl>/-1—-2—4-—=~§.
§3.

In der Untersuchung der Divergenzerscheinungen von Inter-
polationspolynomen spielen die Funktionen Z,i")(x), die Grund-
funktionen der Interpolation, bezw. die Summe der absoluten

Betréige der Grundfunktionen 3'|/’(x)| eine wichtige Rolle. Fiir
k=1
die Tschebyscheffschen Grundpunkte gilt

. It
i SO 2k—1) 37 CO§Snarccosx

P =(—1)

T
©) n x—cosk(Zk—l)ﬂ
b Sin 9 cos nY

— (1)

. cos I — cos «‘)',(4") '
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Fiir unseren Zweck bendtigen wir nicht die Summe der ab-
soluten Betriige aller Grundfunktionen, sondern nur die Summe
der absoluten Betrige geeignet gewihlter Grundfunktionen. Zu
dieser Auswahl beniitzen wir den folgenden zahlentheoretischen

Hilfssatz 4. Wenn N geniigend grof ist, ist die Anzajfifl
der Zahlen n, fiir welche 1) N<n <—g—N und 2) fiir alle m < 5

1 1 :
o1 1
e TR g Em e
(211, n) =1

ausfdllt, grofier als N|6 (c, und spdter c,, c,,..., sind positive, ab-
solute Konstanten).
Wir beweisen zuerst, daf die Anzahl der Zahlen n’, fiir
welche N < n'< —% N und
1 1
n)=2'— <57
/() oy 5
p/n’ .

ausfillt, grofler als V/6 ist. Fiir geniigend grofles /V ist nimlich

1 ,3N. N N 1
Zf(x)=27([2—;]'—‘[;]) <X =5+2 =

N=x=iN p#2 pi2 2p° pcan P
<—]—V— 2%+c2loglogN<!6!‘-),

‘ 2 52p

und dies ist unsere Behauptung.
\ 1 .
Es sei nun N n —% N und f(n) < DX dann ist

1 o 1 1
nfm = 2k+15n 2k + 1 n/r/n/;:%—lvlén 2k + 1 pin njmp=2k-F1=n/p 2k +1 ’
(2% -1, n) =1 pE2

%) p bezeichnet Primzahlen.

1
Y) Es gilt némlich 3 5
P2

1 1 1 1
=g totsm <3

1.1 1 1 1.
<gtmtegrtzstaot-
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und wegen

1 1 1
5 log m — ¢, il/nlg;%ll;::n#—“—%"‘l < ) log m + ¢,

folgt

SRR I LI 1
oS, T > T8 M a2 G log mt ) > log m—g,
QFF1, ny=1 P2

p/n

und dies ergibt den Hilfssatz.

§ 4.

Es sei x ein beliebiger, aber fester Punkt im Intervalle
—1<x<+1. Wir zerlegen das Intervall —1Lx 1 in m
gleiche Teile und rechnen jedem Teil den rechten Endpunkt
hinzu, den linken aber nicht. Diese Intervalle seien Ly by 1.
Es sei ferner x in I,y enthalten (die /, sind von links ge-
rechnet). Wir betrachten diejenigen Werte von k, fir welche
(2k+1,n) =1 und xf{")z cos (2k—1) #/2nin I, 1,,..., 1, _, oder
in [u enthalten ist. Nehmen wir an, daB es solche Werte von

k gibt; dazu geniigt es, daf} x,(,") in /; enthalten sei, x aber nicht,
also daff :

14200 2 <1y

wegen 1 xi")z cos 0'£")~ cos &t < 7T — 19':0= n[2n < 2|n (wenn
nédmlich #>> &> #> 0, dann ist cos f— cos & < o — () geniigt
es also, wenn m die Ungleichung .

2
D T <m<n

erfiillt, was wir voraussetzen werden.
Unser wichtigstes Hilfsmittel ist

Hilfssatz 5. Es sei n eine natirliche Zahl, fir welche
die Abschdtzung des Hilfssatzes 4 gilt. Wenn x im Intervalle I

R . . X3 ’¢+1
liegt, dann gilt fiir geniigend grofle n und m die Unglez'chung!
®) pX 115")()(), > ¢, (x)| cos nd|log m — c, (x), |

(2k+1, m) =1
a—1

Pz
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wo ¢, (x), c,(x) und spdter c;(x),... nur von x abhdngige pos?tive
Zahlen sind (d. h. sie sind fiir festes x fest) und v der kleinste

Index ist, fiir welchen .xf" ) in einem der Intervalle L, 1,,..., I liegt.

Beweis. Betrachten wir nur solche unsere Bedingungen
erfiillende k-Werte, fiir welche die xg') von der Mitte' des Intervalls
(—1, x) rechts liegen. Die Verhiltnisse zeigt die Figur:

(n) (n) (n)

xn n—1 x4’—1 ’:C . ,
L I ‘

- T T 1 l

—1 P OB e R 1
2 2

m

Unter diesen Bedingungen ist

sin»g%——;—lzlm 7€ > min (\/1—— (3‘—;—1—)2, Vl—x2),

also gilt nach (6)

12 4
|cos n 9| mm(V1—*i75iVl“‘f).
n x—cos(2k——-1)%

@ |P@>

Nach der Definition von # ist

4 k—v
n (n) (n) 4 gn) ___ (")z =
p—xl= (e — ) + (= ) <oA= 9=

T,

also folgt aus (9)
(10) 12 ()] > ey ()

| cos nd| .
2k —@v+1)+-—
T (x) hat in einem von n unabhingigen Intervalle mehr Wurfeln,
als An, wo A>0 nur von der Linge des Intervalls abhingt

und A <1, wenn die Linge des Intervalls kleiner als 2 Vist.'-A'lso
hat 7 (x) zwischen dem linksseitigen Endpunkt von _(;L 41 und

dem Punkt x_';_ ¢, (x) n Wurzeln, wenn n geniigend grof} i;t
(c,(x) <1). Daher folgt aus dem Hilfssatz 4 und (10), daﬁv
. T ‘
S5 e@leosnd|Z ey
o B
x—1 (n) - (n) njimzs =0
""”’"gv\-k é/\,,, ) N
2 I 1 wc(x)l'cosn«‘iIZ R S
>y (%) | cos nxz)kLT TS 3 =t 2k +1
n}m :52/;" T,J n () n<2%4-1=n
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‘ . 1 .
>, (@) |cosnd| Y  w— —c(0) Y S
: (9] (21j+1,n = 2k+1 S,é:))%k 150 2K+ 1

n/m Z2k41=n }—

1

>, (0)|cos nd| Y —— —

@] (21«'+1,,,)=1 2k+1 ¢s (x)
nfm =%k +1=n

> c3(x) | cos n-3| (% logm —¢,) — ¢,(x) > ¢, (x) | cos nﬂ'llog’m——«cz(x).

Nach dem Hilfssatz 4 ist die Anzahl der Zahlen n mit
N < n <3N/2, fir welche die Abschiitzung (8) gilt, groBer als NV/6.

§ 5.
Es sei

n

0 = max ((x)| = max 2
—15 x4 k‘::;l v @ 1= w1 ")

gng ¢ (n) der grofte unter den Werten Oy Oyy.rvy 0,. Es ist klar,
a

<@ <K...<o(n)¥);

ferner ist, wegen 4 (x) =1, o(n) > 0,>1. Fiir eine beliebige

.Funktion —1<f(x) <+1gilt, wenn —1 < x <+1 und g < n,
in sdmtlichen Punkten des Intervalls — 1 L xg+1 die Un-
gleichung

ay (L] <k§‘|z;"’ W) =12,() <o, <oln).

Es sei hi, i==1,2,... eine unendliche Folge natiirlicher Zahlen.
Von nun an wird jedes n aus dieser Folge gewihlt. Teilen wir

das Intervall —1 <x <+1 in m; gleiche Teile. Es seien die
Zahlen m,, i=1,2,... und

(12) nmi< "m,-+1‘< nmi+2< e < My,
so gewihlt, daf} |

s s> 40, 0 (5=1,2,...,m,; i==1,2,..)),

5) Es ist sehr wahrscheinlich, daB o,= o(n) ist.
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nnu+ nml+1-+ et n2’"x+ n7"2+ nmz+1+ et n2mz+ R
(=1,2,..),

(14) e

<
+ n +_1+ “en + nzm‘._l\\ n

m;_.1 mp

(15) logmi> i2i9(3n2:ﬂ,'_1)=i2i’[i (i:2731---)5
16)  n,> e +e@+...telg ) (=2,3,..),

wo die ganzen Zahlen g, g,,... spiter angegeben werden. Es
seien die m, Teilintervalle des Intervalles —1 <x<+1 Il(i),
19,..., I?. Nach den Hilfssitzen 1 und 2 kénnen wir das Po-

m;

lynom ¢,(x) vom Grade g; so bestimmen, daf} fiir
”m[gngg— nmi’ (2k+1’ n)=1’ k\<n—-1

n n kA1
P; (x; )) =@, (xf )) == (_' 1)

ist, wenn nur die Wurzeln
(n) 2n)
an X, x

der Tschebyscheffschen Polynome T"mi () Tz(nm 4q() fiir

g=1,2,...,[n, /2] im Intervalle ll(i) liegen; fiir die weiteren im
Intervalle (—1, l—i— 1) liegenden Nullstellen x, der Tschebyscheff-
schen Polynome 7, (x), T,(x),..., T3nm}(x) sei @;(x,) = 0; es sei

ferner fiir
nm,-—l-—1< n<% nmi-l-l’ (2k+1’ n):1’ k<n-—-1
. k1
g () =g, = (=1,

wenn die Wurzeln

Zn
(18) 0,

der Tschebyscheffschen Polynome T"mi _H_,_,,(x)s Tz(nmi+1+q)(x)
g=12,...,[n,;/2] in den Intervallen L, 1, liegen; fiir die

weiteren im Intervalle — 1 < x <+ 1 liegenden und bisher (in (17)?
nicht aufgezihlten Nullstellen x, der Tschebyscheffschen Polynome
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T, (x), T,(x),..., 3,1 _1(x) sei ¢,(x,) == 0; im allgemeinen sei fiir

"nn-+s\<”<%"mi+§? Qk+1,n)=1, k<{n—1,

n n ) k-1
P, () =, (XN = (=1,

wenn die Wurzeln

(w) ng), x,({Z n) 6)

2,...,In,,./2]) in den Intervallen 11('), ]2(') ]s(l|)~1 liegen; fiir
die weiteren im Intervalle (—1, -+1) liegenden und bisher (in

(17), (18) u. s. w.) nicht aufgezéhlten Nullstellen x, der Tscheby-
scheffschen Polynome T, (x), 7,(x),..., sei ,(x,)==0,

Man kann voraussetzen, dafl
19) <2,
Wir bilden nun die Funktion
p= 3 q)’}-(x)
i=l1 2 7,
@ (x) ist im Intervalle —1 < x <+ 1 stetig und
lp ()] <2

'3n s

§e.

Wir beweisen, dafl fiir einen beliebigen Punkt x des Inter-
valls, —1 <x<+1 ‘
Ej Lilp@l+Lylp @l +...+ L, [px)]

n-row

=+

n
ist.

%) Nach (13) sind die Wurzeln (17), (18),..., (W)... verschieden!

") Es gilt ndmlich der mit Hilfe des Weierstrafischen Satzes leicht be-
weisbare Satz: Ist f(x) eine stetige Funktion im Intervalle ~ 1. x -1
und sind ¥, xy,..., x, gegehene Zahlen, die im Intervalle — 1 <Z x < ~f~1 lie-
gen, so gibt es zu iedem >0 ein Polynom P (x) mit

[P(x) —f(x) | <& (—1<x<C),
CP(x) = f(x) (i=1,2,...,n)

und
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Es sei nimlich x ein beliebiger, aber fester Punkt des Inter-
valls —1 <x <+ 1. Wir zerlegen das Intervall (—1, 1) in
m, gleiche Teile. Es liege x im Intervall /) . Bilden wir die
arithmetischen Mittelwerte 3n,, ;- ter Ordnung der Interpolations-

polynome der Funktion ¢ (x)

Lilp@l+Llp@l+... + Ly, | [9G)]
- 3 nm,.—l—s ’
Es sei
20) Amzélgl,
oy heo =2
| 2 @,(x)
22) A= 2 =

Dann ist (wenn wir zur Abkiirzung ¢ = 3n, ., setzen)

5o LAt L)

L1 [fz(x)] .o+ Lt[f2<x)] + L1[f3(x)]+ o +Lg[f3(x)]
t t

= 21 + ‘22 + Zs '
fi(x) ist ein Polynom vom Grade g__,, d. h.

LIf, (9] =f,(x),

wenn n > g, ,; also ist

g LA+ L, (K@)
IZ%%—wﬂmﬂm t |

- | L LA G+ Ly, LA GO
< |/ + . ;

wegen |f, (x)| < 2 folgt aus (11)

(23)
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oM+ +...+olg_)

PARTE :
und schlieBlich aus (16) und (12)
n,
(24) |2 1<2+ T <3.

Wegen (11) ist
L X +..." L

< 2D+e@+...+¢0) 5 ,-1 ’
t izl 2

i

und nach (15)
o) +e@)+...+o( 1
12)< )9()t @()H2
i=r+1 ’9(3n2m,-_1)
0 3r'm 39(3 nm s)
< I‘+ r+

i=r-41 3 nmr‘l‘s 2i ¢ (3 y mr) ’

0
:\1

also wegen (12)
(25) 1Zi< Z <
! i=r--1 2

' .Es seien nun n;, 2n,, n,, 2ny,...,n,, 2n, die Zahlen
zwischen n, i und 3""., e fiir welche der Hilfssatz 4 gilt. Nach
Hilfssatz 4 ist

1 1
(26) k > '6‘— 3nmr+s = ? nm,—l—s .

Nach Hilfssatz 5 gilt

o LB N> e cos n 9 log m— o, (9
| Ly, 19, @)1 > 65 (x) | cos 2n, 9| log m,~— c, ().

Nach der Konstruktion des Polynoms ¢,(x) haben wir

S1L, 14,6011 = lZi’L,, L1,

=1 nes -t

g
also
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Ly UAGN+Ly | LAG+ .o+ L A0
PAPAES :

t |

L1[f2(x)] +...t th—«l [fz(x)]
(28) — | — T |
lLli[fg(x)] |+ L LA (01 | Ly [y (1] 4 ... +lth_1[f2(x)]|
53 . _ t 3

Die Anzahl der Nullstellen x, der Tschebyscheffschen Poly-
nome, die bei der Definition der Polynome ¢, (x), ,(x),..., ¢, (x)
auftraten und fiir welche @,(x,) == 0 fiir ein i < r, ist kleiner als

+n, gty 0 A0 4+ ny,+...tn

n, s -
(29) + n, | et My g2 '
also wegen

O] <V2Y (k=1,2,...,n; n=1,2,...)
ergibt sich aus (29) und (14)

|L1 [fQ(x)] I ~+ -'-+|L¢_1[f2(x)]]

t
— nm,+ A + n2nu+ n"!g+ e + n2m2+ v +nm,_1-{- e + n2m,._.1
<y2 ;
<2 <1
N \/2 3 nmr+s < b]

und endlich nach (28)

N +.o 4+ L[ (x
Gy |35 A Lalh@lt - HILAON

Zum Schlufl betrachten wir die Summe
I L(/s [fz(x)] I +...+ ILg[fz(x)] |
1

= ULalp, N+ o+ LI, (11} =S

Nach (27) ist

%) L. Fejér, Lagrangesche Interpolation und die zugehdrigen konjugier-
ten Punkte, Math. Ann. 106 (1932) p, 1—55; Formel 28,
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x) 1 ,
S > _E(L(_;_;gg_n}; (lcosn &+ cos 2n, 9|
.
2ke, (x
+...+|cosn,d|+]|cos2n,9|) — -~§1£-)- ,
-
also nach (30) und Hilfssatz 3
: k
1 7 () logm, 2k ¢, (x)
P — !
2 t 2z t2's,
¢s(x) klogm,
s — ¢, (x) —1
und nach (26)
1
Cs (X) log mr ? n, s
-3 e — —1
|22| ) - 3n, .7, 2+ % )
c(x)  log m,
== 624 o T ¢ (x) — 1.
Wegen (15) ist logm, > r2'z,, also
e, (x)
(31 123> 5 r— e —1.

Nach (23) ist
31212 — 13— 5],
was mit (24), (25), (31)
| 21> () r—c; () =1 —3—1=c,(x) r — ¢, (x)
ergibt, daher ist
|2+, firr—w, w.z b w

Nach unseren Betrachtungen kann man leicht eine stetige
Funktion v (x) konstruieren, deren arithmetische Mittelwerte der
Lagrangeschen Interpolationspolynome in den Punkten — 1 und +1
divergieren und in simtlichen Punkten des Intervalls — 1 <x<+1
konvergieren. Die Summe der Funktionen ® (x) und Y (x) ist eine
Funktion f(x), fiir welche die Folge
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¢ LUGI+HL IO+ + LI
t n J
iiberall divergiert.

Zuletzt bemerken wir, dal man mit Hilfe unserer Methode
leicht stetige Funktionen konstruieren kann, fiir welche die arith-
metischen Mittelwerte von der Ordnung m (m beliebig ganz)
der Lagrangeschen Interpolationspolynome iiberall divergieren,
wenn die Grundpunkie der Interpolation die Wurzeln der Tsche-
byscheffschen Polynome sind.

(Regu par la Rédaction le 21. 6. 1937). -





