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5. Theorems 1 and 2 imply the following one.

CoROLLARY. Let us make assumplion A(ay, ay). The existence of a sy-
stem of functions ty(m) (©,§ =1,2,...,n) defined in the inierval (ay, o)
and satisfying the system (4) is necessary and sufficient for the existence
of a function z(z, ¥) of class O* defined in & neighbowrhood of the are
Y =0@),a <z <a, and satisfying equation (1) with condition (2),
where w(Y) is-a given fundtion of class C* in a neighbourhood of ¥ = H
and fulfils the relations (C). .

Remark 1. A proof of relation (16) independent of theorem 1 iy
included in [5].

Remark 2. Theorem 1 is formulated with the assumptions fe Y
#€ (", It holds true, however, for fe (%, ze (™.

. Theorem 2 holds true for fe(™ (2 < m < o0, 0 <1 < m), we(™,
z2e "™ where & = min (41, m). It is also true for analytic f, w, 2.

Remark 3. Theorem similar to theorem 2 ix also  true for
the equation Flay, ...y tn, 2, 2y, <oy ®,) =0, ‘where the function
F(wyy .oy @y 2,y g1y ...,y Gs) i of class O and satisfies the inequality

D (F,) >0,

=l

and for the initial condition given on a certain hypersurface of class ¢

which is not tangent to the characteristics. The precise formulation of -

this theorem is not difficult. The same applies to theorem 1.
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Sur certaines propriétés des intégrales de I'équation
y = f(x,7), dont le second membre est doublement
périodique
par (. Orson (Krakéw)

Le but de la présente note est de démontrer quelques propriétés
des intégrales de Déquation différentielle : .

1) Y=g,
ol g(x,y) est une fonction définie et continue sur le plan tout en'ti.er
et doublement périodique, c¢’est-d-dire il existe deux nombres positifs
%, w tels que Didentité
g(@,y) = g(@+pu, y+qw)
ait liew pour tout couple de nombres entiers p, ¢. Dans la suite je suppo-
serai que % == w = 1. .
H. Poincaré [1] a démontré le thdéoréme suivant:
TaRorBME P. 8% par chague point du plan il ne passe qu'une seule
intégrale o(x) de Uéquation (1), les limites :
lim [p(2)/z], lm [p(2)/s]
Lp 00 Z—p—00

ewistent, sont finies et égales.
En relation avec ce théoréme M. T. Wazewski a considéré ﬂ_so?l
séminaire la fonction f(x), définie et continue pour e (—oo0, +oo), joui-

ssant de la .
Propridté A. Pour tout couple de nombres entiers p, ¢ la fonotzqoz

foal@) € f@+p)+q

satisfait, pour tout w, & Pune des relations swivanies

foa(@) > (@) ou  fpa(@) <f(®)
ou bien fpq(w) = f(w). ‘

M. T. Wagewski a aussi formulé le )
TutiordMr W. §i la fondtion f(x), définie et continue pour ze(—oo,
+o00), a la propriété A, les limites
lim [f (w) /2],

Qe 00
caistent, sont finies et bgales.

»

lim [f(=)/#]
2400
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Dans le cas de l'unicité, toute intégrale de I’équation (1) ayant la
propriété A, le théordme W entraine immédiatement le théoréme P.

BEn démontrant le théordme W j’ai apergu qu’il est possible d’y rem-
placer la propriété A par une autre, plus générale:

Propriété B. Pour tout couple de nombres entiers p, ¢ la fonction
foal@) & f(@+p)+q

satisfait pour tout @ & Vune des relations foq(@) > f(x) ou foa(®) < f(x).
Cela m’a permis d’obtenir une certaine généralisation du théorome
P sans I'hypothése de l'unicité de Vdquation (1).
§1. Je démontrerai d’abord le
TefiortME 1. 80 la fonotion f(v) définie et continue pour me (—o0, +-o0)
o lo propriété B, les limites finies
rlim [fle)fe], lim [f(=) /]
P—> =00 Zepe-}- 00

existent of sont bgales.

Avant de passer & la démonstration, j’établirai le

Lemuz 1. 8i la fonction f(x), définie o continue pour ¢ (—oo, - oo)
satisfait pour towt @ & Vinégalité
(2) [Ha+h)~f(@)]/h < U,

ol M esi une consiante arbitraire, et h est un nombre fize et positif, alors

lim [f(2) /] < M,

L—~-00

lim [f (o) o] < M.

&—>-400

Pour la démonstration‘ nous définissons la fonetion auxiliaire
' Pa) 2 (o) Mo
Pour la fonction F(z) le quotient (2) ne peut pas &tre positif. Bn effet, on a
(3) [F(@-+h)~F @))/h = [f(w-+h)—f(2))/h— M < 0.

, .
Je dis que la fonction F () est bornéde supérieurement pow x> 0. En
effet, 1a fonction F(x) étant continue, il exigte une constante ¢ telle que

(4) F(x) <C pour zel0,h>, h>0.

Je démo‘ntrera'i que la méme indgalité est vraie pour tout @ > 0. Suppo-
sons qu’il n’en soit pas ainsi. Il existe done un % tel que '

(8) F@) =0
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et Pinégalité (4) est vraie pour z¢¢0,%). En vertu de & > h, Z—he(0, Z)
et F(Z—h) < 0, il résulte de la dernitre inégalité et de (5) que

[F(Z)—F(&—h)]/h >0 pour ZE>h>0

ce qui est en contradiction avec (3). L’inégalité (4) est done vraie pour
tout # positif. En divisant I’inégalité (4) par = (z > 0), on. obtient
j@)jo < M+0/w

d’ott résulte la premiére partie du lemme 1.
On peut démontrer tout de méme Pinégalité

(6) F(z) > '
¢’ étant une constante choisie de sorte que ’inégalité (6) soit vraie pour
ze{—h,0), h > 0. En divisant I'inégalité (6) par z(z < 0) et en tenant
compte de la définition de F(z), on obtient
f@)jn < M+C'fo

d’olt régulte la seconde partie du lemme 1.

Pareillement on peut démontrer le

Levvr 1°. 8i la fonction f(x), définie et continue pour xe(—oo, -+-o00)
satisfasi pour tout x & Dinégalité )

[fla+h) —f(@)]h = m,

ol m est une constante arbitraire el h est un mombre fize et positif, on a

im(f(z)je] Zzm e lm[f(z)/z] >m.

Z—>—0c0 x—>+00

Démonstration du théoréme 1. De 1a propriété B il résulte
Dexistence d’une constante K telle que pour tout nombre entier p et tout
@ de DPintervalle |z—p| <1, on ait

(") |f(z)~F(p)| < K.
En effet, choisissons K de maniére que 1'on ait

[f@)—f(0)} < K—2

pour x>0,

pour <0,

pour <0,

pour |x| <1.

Ensuite pour tout nombre entier p on peut choisir ¢ de maniére que ’on ait

(8) lfpa(@)—F (@) < 1. '

Pour cela il suffit de choisir g de sorte que 1’on ait pour un certain x
fl@)—1 < flz+p)+q < f(#)+1,

car il en résulte, en vertu de la propriété B, I'inégalité (8) pour tout z.

’
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Cela posé, on peut évaluer le premier membre de 1’inégalité (7) de
la maniére suivante:

7(2) —F ()} = |fp,a(#—D)—Ip,g(0)]
= |fpg(®—D)—f(B—D) +F(0) =n4(0)+F(x—p)—F(0)|
< fpa(@—p) =1 @ —p) 17 (0)—fp 0 (O)| +-f (2 —p) —F (0)]
<1+4+14+K—-2 =K.

Linégalité (7) est ainsi démontrée. Il en résulte inégalité

(9) Flo)—f(o)] < 2K powr  |ay—ay] <1

Je passe maintenant 4 I’évaluation de la différence
[ (@4+-B) 1 (@) ) —[f(B) —(0) /R,

z étant arbitraire, b fixe et positif. Je choisis p et ¢ de telle manidre que
Ton ait |o—p| <1 et (8). On a alors

fl@+h)—f(@)  f(h)—F(0) ‘ _ | foa@=p W) —fpula—p)  1(h)—5(0)
h ) = h - h
< lfp,q($—p+h)~f(w-—p+:)i+|f(a'——p)~fp,q(w—p)l n

[f@—p+h)—f(h)|+f(0)—F{z—p)|
W .

+

En vertu de linégalité [#—p| <1 et des inégalités (8) et (9), on ob-
tient

fe+h)—j@)  f(k)—f(0) < It1+2K+2K 244K
) ) = B =T
En désignant 2-+4K par K’ on obtient

_%+7(h)—f(0)<f(w+h)~f(w) fm)—f(0) K’

N

k h h b’

De cette dernidre inégalité et des lemmes 1 et 1’ il résulte que

=) f@) _ f(h)—f(0) K’
lim RS A NS
25Fe0 & = m]—l»+nu @x < h

//\

ce qu’on peut écrire de la maniére suivante:

hm [f (@) /2] — lim [f(z) /2] < 2K [h.

2—>+ o0
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Comme K' est une constante et h peut étre quelconque, on a done

Hm([f (2) /o] = lim[f(z) /x].

Z—»+00 Lmrt-00

De méme on peut démontrer que

lim [f(a)/o] = lim f(a)/o].

L—p—00
Cela veut dire que les limites hm [f x)[z] et hm [f( x)[z] existent, sont
finies et égales, c. q. f. d.

§ 2. Dans la suite je m’occuperai des intégrales de I’équation (1)
olt la fonetion g(z, y) est continue sur le plan tout entier et satisfait & la
relation g(x+p,y+4q) = g(z,y) pour tout couple de nombres entiers
P,qh).

Je vais énoncer maintenant une certaine généralisation du théoréme
P dans le cas olt Pon ne suppose pas l'unicité de 1’équation (1). Je vais
démontrer le

THEORBME 2. §7 @(x) est une intégrale de équation (1) passani par
le point (&, n) et telle que pour @ > & elle soit intégrale supérieure et pour
x < & Vintégrale inférieure par rapport aw point initial (£, ), on a

lim [¢(x) /2] = lim [p(2)/o] = f
Z—re-00 Z—>-}00
o B est un mombre fini imdépendant du choiz du point (£, n).

1) I’équation (1) a linterprétation suivante: Supposons donnée dans I’espace
la surface du tore
z = (R-+7rcosy)cosp, y = (R-+rcosy)sing, =z =rsing

ol (p,y) sont des coordonnées curvilignes. Les points (@, w) et (¢+2p=, p--2qmw)
sont identiques pour tout couple de nombres entiers p, g. A chaque point on fait
correspondre 1’élément linéaire G (@, y) non tangent & la courbe ¢ = const. La courbe
¥ = y(p), tangente en chaque point & I'élément lindaire qui Iui correspond, satisfait
& l'équation différentielle

dyjdp = G(p, ¥)
dont le deuxidme membre jouit de la propriété
Glp, v) = Glp+2pn, y+2q7)

pour p, ¢ entiers quelconques. Le deuxidbme membre de 1'égquation (1) jouit de la méme
propriété, on peut donc la considérer comme une équation différentielle définie sur
la surface du tore. Pour cela il suffit de changer les coordonnées du point sur la sur-
face du tore

® = @2z, y=1vp/%n.
Annales Poloniel Mathematiel ITL. 13
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Pareillement, on a le ‘

TakoriME 2'. Si v est une intégrale de Véquation (1) passant par
le point (£, ) et lelle que pour & > & elle soit Vintégrale infériewre, et pour
x < & Dintégrale supérieure, on a

lim [y («) /2] :Tﬁn(ﬂ [y(@)/a] =«
Lr—00 X100
ol a est um mombre fini, indépendant du choix du point (&, ).

Les nombres a, p sont des constantes caractéristiques de 1équa-
tion (1). ’ '

Je désignerai Pintégrale intervenant dans le théordme 2 par @ (x, £, %)
en lappelant Pintégrale du type ¢. De méme, je désignerai lintégrale
intervenant dams le théoréme
2 par y(, £,7m) et je Iap-
pellerai Pintégrale du type o
(Fig. 1).

Afin d’établir le théoréme
2 il faut montrer que

(10) z]jl_n (g (=, &, n)fa]

= lim [p(, & 5)jz] = p

T—st00 0

Y glx&n)

Plxén)

P I
B

B étant fini et indépendant du
choix du point (&, 7). Je vaig
prouver que la fonction ¢(, &, ) a deux propriééés (propriétés 1 et 2,
ci-aprés), dont il résulte la propriété B et, en vertu du théoréme 1, les
formules (10).

Propriété 1. Pour deux points queloongues Py(&y, 1) et Py(fs, my)
ol £ & un seul des deww cas suivants est possible:

(11) oz, &, m) = @le, &2y M2)
ou bien

Fig.

pour tout x,

P(@, &y m) S (@, &yyme)  pour tout w.
Dans la démonstration je distingue deux cas.
Premier cas. Je suppose qu'il existe un ZTe(éy, &) tel que
o, &,y m) > (T, &y M)
L'intégrale p(w, &, n,) étant Pintégrale supérieure pour x > ¥, et linté-

grale p(@, &, 7o) étant Vintégrale inférieure pour » <%, la derniére in-
égalité est vraie pour tout x.

Deuxidme cas. Je suppose que pour tout xe &, &)
Pla, b1y m) < @l &, n).

e ©
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Puisque ¢ (z, &, 1,) est I'intégrale supérieure pour = > &, et g (&, &, 1) <
< 9(é2y &, 72) on & done
o(@, &, m) <@, &, 1) T =&
De méme, puisque ¢(z, &,7) est lintégrale inférieure pour z << &
et o(&, &, m) <@(é&, &,7.) on a done
@, &1, m) < @@, &, 12)

Cette dernidre inégalité est donc vraie pour tout , c. q.f. d.

Propriété 2. Pour tout couple de nombres entiers p,q on a liden-
tité:

(12)

pour

pour =z < §&.

elz—p, & n)+q =gz, £+p, 1+4q). -

(Par une translation d’un nombre entier d'unités dans la direction de 1’axe
x ou de 'axe y de I'intégrale du type ¢ on obtient de nouveau une intégrale
du type ¢.)

Démonstration. La fonction ¢(z—p, £, 7)-+q est lintégrale de .
I’équation (1) passant par le point (&4, n-+¢). En effet

[p(@—p, & n)+ql =¢' (@—p, & 1) = glo—p, ple—p, & 7))
et comme la fonetion g(z,y) est doublement périodique, on obtient
[ple—p, & n)+a] = gl@, p(@—p, & n)+4q).
Ensuite, on a
plé+p—p, & M+q = ¢(& & n)+q = n+4.
En vertu de la définition de la fonction ¢(xz, £+p, n+¢) on a
ple—p, & n)+e¢ <oz, §+p,n+9 &= E+p.

Supposons que pour un certain Z on ait I’inégalité forte

pour

pE—p, & n)+q <&, E+p,n+q) on  T> E+p.
Dans ce cas 'inégalité
@@, &) <p@-+p, t+p, nt+g)—¢ ou T =Z—p > §,

serait aussi vraie, contrairement & la définition de la fonetion g (=, £, 7),
p(x+p, &+p, n+q)—g étant Dintégrale passant par le point (&, ).
L’identité (12) est donc vraie pour x>&-+p. De méme, on peut dé-
montrer qu’elle est vraie pour x<{é-+p.

Des propriétés 1 et 2 il résulte la propriété B. En etfet, la fonction

Ppal, £,1) £ p(a+p, & n)+g
18+
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est, en vertu de la propriété 2, l'intégrale du type ¢ et de la propriété 1
on obtient, pour tout m,

(@, &,m)  ou (e, & n),

ce qui signifie que la fonection ¢ (z, &, ) a la propriété B. L’existence des
limites finies (10) résulte done du théoréme 1. Pour achever la démon-
stration il faut encore démontrer que f ne dépend pas du choix du point
initial. Pour cela désignons par £ la limite de la fonction ¢(w, 0, 0)/x
pour & - +oo. Pour un point (&, %) quelconque je choigis un nombre
entier » de sorte que

Opal, E,1) 20 Tpalrs &) <o

r <0, &n) <r|2.
De la propriété B et de linégalité précédente il résulte que pour tout z
(@, 0,00+ < (v, &7) < p(n,0,0)+r42
d’onr, en divisant par 2 (x> 0) on obtient
(p(2, 0, 0)+r)jo <(p(@, & n))fo < (p(2, 0, 0)+r+2)fe.

Il en résulte que lim[gp(x, &, n)/z] = B pour tout point (£, ). On peut
démontrer tout de méme le théoréme 2'.

§ 3. Soit 8(x) une intégrale quelconque du Péquation (1) passant
par le point (&, %). Alors on a linégalité suivante

< lim [6(2)[2] <

z—>+oo

hm [6(1) 0] < .

Elle résulte immédiatement de I'inégalité

p(e, & n) < 0(@) <oz, &,9)  pour o> &,

En admettant que o < § je démontrerai le théordme suivant:

TekoriME 3. 1. Pour tout nombre 1, Ae(a,p) et pour tout point
(&, m) il emiste une intégrale de Véquation (1) (@) passant par le point (£,n)
et telle que

lim [o(2) /2] = lim [o(2)/2] = .
X400

L—r—00

2. Il ewiste une telle intégrale o(x), passant par le point (&,n), pour
laquelle 1o Z?imite lim {o (w)]2] n'ewiste pas.

Je  vais d’abord construire Vintégrale w(x) pour z > & Du point
(&,n) JG mén%la; droite Y =n+il@—§) (Fig.2). Il existe un % po-

sitif, le méme Pour tout point (&,m), tel que pour @ > £+% la droite
Y =ndA(o—¢ &m située entre les intégrales viw, &, ) et o, &, 19).
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Des théorémes 2 et 2’ et de Pinégalité o < 1 < g il résulte qu'il
existe un h positif tel que linégalité
(13) p(@, 0, 0)+N+2+1 < Iz < p(, 0, 0)+Ny 4442
ait lieu pour tout x> h, N, et N, étant. deux nombres entiers satis-
faisant aux relations

Ny > max |p(z,0,0)], N, > max p(a, 0,0)].
26¢0,1) xel0,1)

Prenant un point (&, ) quelconque, je choisis les nombres entiers
P, q de sorte que

0<é—p <1,

0<nt+g<1.

E En B

De la propriété B, dont jouissent les intégrales y(z, &, 7), ¢z, &, 1)
et la droite y = n+A(x—¢&), et des définitions des nombres N, N,,
P et ¢ on obtient, pour tout x, les-inégalités suivantes:

[Wpa(®, & M—p(2,0,0)] < Ny4+1,  |gpe(@, &, 1) —0(, 0, 0)]
In+g+Ai(@—E&+p)—is] < A-+1.
De ces relations et de linégalité (13) il résulte que ;
Yoa(®) & 1) S e+ —E4p) < gog(@, &, )

pour &> £—p+h >h, ce qui équivaus, en vertu ,vde 1a définition des
Yoo ©6 Ppg, & Vinégalité

p(@, & 1) < nt+i@—E) <ol o> E+h.

Du point de la droite y = n+Ai(z—&) d’abscisse £-+h je méne main-
tenant & gauche une intégrale située entre les intégrales @(z, £,7) eb
y(x, &, ). Elle passera nécessairement par le point (£, »). Dans l'inter-
valle (&, £+h) je pose w(x) égale & cette intégrale. Ensuite du point

<N,+1,

%, &,m) pour
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(£--9%, 9--2h2%) je méne & gauche une intégrale située entire les intégrales
(@, &+h, n-+hi) et p(@, E+h, 7-+hi). Elle passera par le point ({44,
n-+h). Dans Pintervalle {&+h, £+2h) je prends o(x) égale & cette inté-
grale. Enfin, dans les intervalles (g4(mn—1)h, E4nh) je prends pour la
fonction o(x) les intégrales menées des points (£-+nh, n+nhi) et situées
entre les intégrales ¢z, £+(n—1)h, n-H(n—1)4h) et y(®, —, —). On
peut construire tout de méme lintégrale cherchée w(x) pour o < & deo
telle manidre que pour = &—nh on ait w(w) = n—nh (n naturel). Pour
'intégrale ainsi construite on a Vinégalité suivante

o (@) —w (k)| < M

et M suffisamment grand. On peut la démontrer de la méme maniére que
P’inégalité (7). En profitant de cette inégalité on peut évaluer le quotient
o(z)/r de la maniére suivante:

o (@) < o>(£+(%——1)h)+.M

ot -t 0@  ofd
= - E4+(n—1)Ah

E-+nh i
olt 7 est un nombre entier, choisi de telle sorte qu’on ait

0< E+(n—0h <o < E-Fnh.

pour |jp—E—nh| < h

Lorsque # - oo, on & aussi # — oo; on a done

lim w(&+nh) 1 n+nhi—M -
&-+-nh E--nh

N—> 00 Ty 0O

et, de méme
lim w(£+(n~1)h)+M -3
T=p00 5“"(%'—1)’1
On a done
im[w(z)/e] = 1.

Z—r00

On peut démontrer pareillement que lim [w(2)/z] = A
L—pr— 00

Pour la construction de I'intégrale o(x) j’observerai d’abord que pour
Ae(a, p) la droite y = Az+u coupe toutes les intégrales p(wz, £, %) et
y(w, & n). 8i le point (£, n) est situé au-dessus (rvesp. au-dessous) de
cette droite, ’abscisse du premier point d’intersection de la droite et
de Vintégrale (s, §,9) (p(, £, 7)) est plus grande que £ Je méne du
point (&, %) deux droites (Fig. 3)

(a) Y = hl@w—&)+n,
(b) Y = hl@—§)+y

icm°
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oll a < Ay < & < f. Je pose maintenant o(z) = p(x, &, %) pour zelé, &)
olt l'on a choisi & de sorte que w(&, &,7) < A,(& — &)+7. Je mene
du point (&, (&, &, 7)) lintégrale supérieure & droite et je pose ensu-
ite o(z) = (r, &, p(&, &, 1)) pour ze(f, &) ol par & j'ai désigné
T'abscisse du premier point d’intersection de 1’intégrale qo(w, &, »( ~—))
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Fig. 3

et de la droite (a). Ensuite je méne du point &, y+4(&—§) Vinté-
grale y(z, &, n+A(&;,—&)) en posant o(z) égale & celle-ci pour wedf,, &5
olt & est Dabscisse du premier point d’'intersection de Iintégrale
y(e, &, n+A(&—E)) et de la droite (b). Procédant de cette maniére jo
définirai Dintégrale o(z) pour 2> &. Il est aisé de démontrer que
la suite des abscisses &p, &5y ...y &n,y ... tend vers +oo; en effet, le
deuxiéme membre de ’équation (1) étant borné, les différences &;—&;
(t=1,2,...,7n,...), doivent surpasser une constante positive.

Il est évident que pour lintégrale o(x) ainsi construite la limite

lim [o(z)/z] n’existe pas, puisqu’elle coupe la droite (a) aux points d’ah-
L—p00
scisses &y, et la droite (b) aux points d’abscisses &, ;.
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