Sur un systéme d’inégalités intégrales

par Z. OpIAL (Krakéw)

Nous allons congidérer le systéme d’équations différentielles

(1) Yo =71i(@ Y1y W) (E=1,2,...,n)

dont les seconds membres sont définis et confinug dang un domaine ou-
vert ©Q de variables @, ¥y, ..., ¥,. Les théorémes que nous démontrons
dans cette note établissent une certaine relation d'inégalité entre les

intégrales du systéme (1) et les fonctions continues ¢, (@), ..., ¢, (x) sa-
tisfaisant aw systéme d’inégalités intégrales
x
2) g <mt[filo, p1(0), s pu@)de  (i=1,2,..,n;
i
< E4a)

ot le point (&, 7y, ...
positive.

Le théoréme I donne une telle relation dans I’hypothése de la croi-
ssance des fonctions fi(z,y1,...,%,) ({ =1,...,n) par rapport aux va-
riables y1, ¥a, ---» ¥n). Il se pose le probléme de savoir dang quelle me-
sure cette hypothése de la croissance est essentielle pour la validité de

, n) @ppartient au domaine 2 et o est une constante

ce théoréme. Le théordme II constitue la réponse & ce probléme, qui’

. @ été posé par M. T. Wazewski.

Dans le cas de I'équation y' = f(z,y) (c’est-d-dire pour n = 1) le
théoréme I a ébé établi par B. Viswanatham [2]. La démonstration de
B. Viswanatham s’appuie sur la méthode des approximations succes-
sives. La nbtre est fondée sur un autre principe.

§ 1. Tevdtortme I 8 les fonetions f;(x Tylyy ey tn) (F=1,2,...,m)
sont oroissantes aw sens large par rapport & l’msemble des mrwblas

Y1y Yz ooy Yn, L68 fonctions o, (), ..., ¢, (@) continues satisfaisant aw sy-
stéme d"i'négah'tés (2) satisfont aux inégah'tés
(3) Pi(®) <wyilw) (E<w, i=1,2,...,n)

') Cela veut dire que pour y, <y, ..., Jn

SYn o afi(®, s, .o yn) <
o ¥n) G=1,2, ..., m). = e IS

/i(wy Y1
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ot mous avons désigné par vy (x), ..., v, (%) Vintégrale supériewre & droite
du systéme (1) issue du point (&, 1, ..., n,)%). Les indgalités sont vraies
@ drotte de & dans Vintervalle d’existence de toules les fonctions qui y inter-
viennent.

Démonstration. En désignant par v (z,e), w(z, &), ..., v.(@, €)
(e > 0) lintégrale supérieure & droite du systéme (1) issue du. point
(€, m+e, ..., 7mte) on a:
4) iz, g) = 77z+3+ffz s y(Zy 8)y ey pal, E))d:l‘ (t=1,2,...,%).

Des inégalités (2) et des identités (4) on obtient par soustraction
membre & membre

(8)  @i(@)—pi(m, 8) < _5+f[f1 Ly @1 (2),
d’oll, en particulier
(6) Pi(E)—pi(§,8) < —e <0 (i=1,2,..,m).

Nous allons démontrer que

) —filwy mle, 6, . )|de

(M gu@)—ypilw, 8) <0 pour &< et

Admettons le contraire. Il existe évidemment un «, > & tel que pour
un certain indice %

(8) Pr(o)

et que les inégalités (7) ont lieu dans Dintervalle (¢, x,) tout entier. Par
suite, on & dans cet intervalle, en vertu de la croissance de la fonction
Te(®y Y1y -y Un)s

— (T, &) =0

fk( s (@), ~:‘Pn(m)) fk( y Vi@, 8)y .eny Wn(m;‘i))

d’oly, en posant dans (5) x = x, on obtient

Zg
@i (To) — i (%o, &) < _5+f[fk(w7 P1(®), .. ) fk(my w(x, &) )] dx
&
et par suite gy (zo) —yx (2, &) < —¢ ce qui est impossible en raison de
la relation (8).
Les inégalités (7) ont donc lieu & droite de & dans lintervalle d’e-
xistence des fonections ¢(2),..., v.1(®,€),...; ¢ tendant vers zéro, les

fonctions w;(w, ¢) tendent vers u;(x) (voir [1], Satz 10, p. 83) et c’est

?) L’existence de cette intégrale résulte des hypothéses de notre théoréme
(Wazewski [8]).
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ainsi quwd partir des inégalités (7) on obtiendra les inégalités (3). Blles
auront lieu dans lintervalle d’existence des fonctions ¢, (@), ..., v (), ...
ce qui résulte du théoréme suivant:

Pour tout intervalle contenu dans Dintervalle dewistence de Vintégrale
Y (), ooy Yu(@) on peut choisir wn &> 0 tel que pour 0 < & <& toutes
les intégrales wy (@, €),..., wo(@, 2) y sotent définies (voir [1], Satz 10,
p. 83).

§ 2. TutoriMe IL. S¢ pour fout point (&,m, ..., ) du domaine Q
ot tout systéme i), ..., o, () de fonctions continues satisfaisant dans un
intervalle situé & droite de &, au sysiéme d'inégalités (2) il ewiste un 6 > 0
et une intégrale ay(x), ... du systéme (1) passani par le pownt (&, 1, ..., 4,
telle que dans Dintervalle (&, £+4-08) aient liew les inégalités

(9) il®) <oi(z) (E=1,2,..,9),

alors :
. (I) les  fonctions fi(®, Y1y...,¥n) (2 =1,2,...,n) sont localement
crotssantes au sens large par rapport & chacune des variables v, .
Yig1y oy Yn Séparément, .
(IX) les fonetions fy(x, 4y, ..., %) (£ =1,2,...,0) sont croissanies

aw sens large par rapport & la variable y; dans un voisinage suffisamment
petit de tout point du domaine Q.

oy Wity

Remarque. On pourrait bien formuler ces deux théges en une seule.
Nous les avons séparées car cela facilitera la démonstration du théoréme.

Démonstration de la thése (I). Nous nous appuyerons sur le
théoréme suivant (voir [3], p.128, lemme 2):

8i pour toute intégrale y(w),..., B, (z) du systéme (1) ot tout point
(&ymy -y m) du domaine Q tel que By(&) <ny (1=1,2,...,n) il emiste
une intégrale o,(v), ..., au(®)’ du systéme (1) passamt par le point
(.5, T 3o ) €6 un 6 > 0 lels que dans Vintervalle <£ , &+ 6} aient lieu les
inégalités B;(x) < os(2) (1 =1,2,..., n), alors les. fonctions fy(@, y1, ...y Yn)
sont localement croissantes au sens large par rapport & chacwne des variablos
Yiy ooy Yooty Yiary ooy Yn SEparément,

Prenons une intégrale queleconque fy(x), ..., Pu(x) du systéme (1)
pour laquelle ,(¢) <7;. On a

Be(@) = Ba &)+ [filw, b1 (@), ..., Bule))do
4 ‘ .

et aussi
@

Bi(z) < Wi"l-ffi [z, Bu(@), ..., Bolw)) de,

&

icm
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c'est-a-dire lintégrale p,(w), ..., fn(®) satisfait au systéme d’inégalités
(2). 11 existe alors, en vertu de I’hypothése de notre théoréme, un 6 > 0
et une intégrale a;(2), ..., a,(#) passant par le point (&, 7y, ..., 7,) tels
que Bi(@) < o(w) (1=1,2,...,n) et xe(&, £4+6). L’hypothése du
Théoréme II implique done celle du théoréme auxiliaire cité. Il s’ensuit
que les fonctions fi(w,y1,...,4,) sont croissantes au sens large par
rapport & chacune des variables w, ...,
Yi1y Yig1s coor Yn-

Démonstration de la thése (II).
Pour la démonstration par DIabsurde
sapposons que pour un certain indice ¢ la
fonetion f;(®, ¥1, ..., ¥n) ne soit pas loca-
lement croigsante par rapport & la variable
y;; sans restreindre la généralité nous
pouvons supposer que ce soit la fonetion
ful@, Yay .oy Yn). Cela veut dire que dans
un voisinage suffisamment petit d’un cer-
tain point du domaine £ il existe deux
DOINGS (£, 01y My -y Ty (€ 02y 2y +-os 7n) (@1 < 02) bels que

1° le segment qui les joint appartienne entiérement au domaine £2,

2° f1(&; 01y Moy weey Mn) > Frl&y 02y M2y -vey Tin)- .

Il existe alors dans Dintervalle (gy, g;> (comparer le diagramme
de 1a fonetion 2 = f,(£, 0, %ay ..+, 1) dans la figure 1) un z;, tel que

z

wh-—————— ===

pour QE<915.‘771)

f1(&, myy 72, “ees M) < h(E, 0y oy ee)

(il suffit de prendre comme 7, la plus petite valeur de g qui réalise le mi-
nimum absolu de la fonction f,(&, o, 7, -..) envisagée dans lintervalle
{01, 0s)- De la croissance (déjh démontrée) des fonctions f;(Z, Yy -+vy Yn)
par rapport & chacune des variables ¥1, ..., ¥i_1) Yit1s -os Yn séparément
il résulte que pour tout point du domaine £ il existe une intégrale su-
périeure & droite du systéme (1) passant par ce point (Wazewski [3],
Théoréme I, p.122). Désignons par w (), ..., yu(®) l'intégrale - supé-
rieure 3 droite issue du point (&, 7, 7., ..., 7s) défini ci-dessus. Nous
allong construire un systéme g(x), ..., p,(®) de fonctions continues
qui satisferont aux inégalités (2), sans satisfaire pourtant aux inégalités

@i(@) < pi(2) (t=1,2,...,m)

dans aucun voisinage du point £ quelque petit qu'il soit.

Oest ainsi que nous achdverons la démonstration de la thése (1),
car pour le systéme ainsi construit de fonctions g (@), ey @u () Dinté-
grale supérieure 3 droite (@), ..., pa(®) ne peut Btre Tintégrale in-
tervenant dans Ihypothése du théoréme II. Mais si une intégrale
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a (@), ..., au(®) du systéme (1) passant par le point (&, %, ..., 7,) sa-
tisfait aux inégalités (9)

() Sag@) (E=1,2,...,0; E<o << E49)

Pintégrale supérieure & droite le faif aussi. Pour le systéme de fonctions
@1()y ...y pu(x) i1 n’existerait done auncune intégrale du systéme (1)
satisfaisant dans un intervalle suffisamment petit aux inégalités (9) ce
qui est contraire & notre hypothése.

Construction du systéme de fonctions ¢, (2),...,q, ()

Soit K[ <o < é+h,m~b <oy <m+hy oo, m—h < Yn < Np+1],
k> 0, un parallélépipéde appartenant entidrement au domaine 2. Hn
vertu de la continuité des fonctions f;(@, 4y, ..., y,) il existe un M tel
qu'on ait dans ce parallélépipede

(10) [fal@, yu, oy ¥ S M (6=1,2,...,m; M >1).

Dans Tintervalle <¢, é+h/M> nous définissons les fonctions p,(w),
@3(®), ..., pu(z) par les formules

(11) Pi(@) = m;—M(s—§) (i=2,8,...,n).

Nous allons démontrer que les fonetions g, (w), ..., ¢ () satisferont
aux inégalités (2) indépendamment de la définition de la fonction o1 (@),
pourvu que

(12) —h <@u(@)—m < h.
En effet, on peut écrire les identités (11) de la manidre suivante:
gil@) =i+ [(—=M)dw (i =2,3,...,n).
&

Mais,‘en vertu des définitions des fonctions g,(w), ..., Pn(®) el de la
condition (12) la cowrbe y, = g, (w), ..., Y = ¢, (o) envisagée dans Dlin-
tervalle (&, £4h/M) appartient au parallélépipéde K. On a done

- <7i(w7 [ C) PR (p'n(m)) (i=1,2, vy My welEy E-4-h/MD)
et par suite

2i(@) < it [fulm, (@), .. pul@))de  (1=2,3,...,n)
¢

‘c'est-a-dire les fonctions Pa(®), ..., pp () satisfont aux inégalitdés (2).

Dans la c.onstruction de la foretion ¢, (#) nous nous appuyerons sur le
lemme suivant dont la démonstration sers donnée au §3:

@ ©
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Lemme I. Hypothéses. Soient G(z,y), F(z,y) deua fonctions dé-
finies el continues dans un domaine plan o. Soit (z,, y,) un point de ce
domaine tel que F(m,, yo) = Gy, Yo) € que Dinégalité

(13) Fzo, yo) < Gy, ¥)

ait liew dans un intervalle suffisamment petit {y,—r,y,), r > 0. Soit
T @y, B+1, Yo—1, Yo+1) un rectangle appartenant aw domaine w. En choi-
sissant M (0 << M < +-o0) suffissmnment grand on awra dans ce reclangle
les inégalités

(14) Gz <M e [Fl@yl<M.

Supposons de plus que 0 <l <r. Désignons par T, le rectangle
Xy To+h, Yo—1, Yo+1> ol h =min[l, I/M]. Désignons par w(z) une
intégrale arbitraire de Véquation y' = F(z, y) passant par le point (x4, Yo)-

Thése. Il ewiste une fonction continue @(x) définie dans un voisinage
a droite du point xy telle que

Cy. @(@) = Yo;
e ‘
Co- 9(@) <yo+ [ G2, p(0))da;
xy

Cy. son diagramme appartienne au rectangle T;
's. Vinégalité o(x) < w(z) ne soit remplie dans auwcun voisinage du
point . .

A Paide de ce lemme on peut construire la fonection cherchée g, (z).
En effet, posons

F(my‘?/) =h (ma Y,y p(®), ...y "Pn(x))f G(z,y) =f (my Y, pe(a), .. -Tn(w)):
=2E& Yo=m, v@ =n).

Les hypothéses du lemme sont alors verifiées. En particulier,
F(@o; 90) = f1(@oy Yo, va(@)s ---)y G0, Yo} = Fr (%0, Yoy Pal), --.)-
Mais @i(xo) = ¢4 (&) = n; eb pi(2e) = p3(€) = (1 = 2,...,m), on a; donc
P(ay, yo) = G (2, %o). On pent poser p,(z) = p(z) puisquon a vj(z) =

=ll(w7"l)1(w),"//'z(w)a--') =F(mﬂli1(»’b‘))- .

En posant ¢;(z) = ¢(x) (p(x) désigne la fonetion intervenant dans
la thése de ce lemme) on obtient la fonction cherchée ¢;(®) qui satisfait
4 inégalité

@}

z
olz) < 771+IG($7 ‘Pl(m))d-’”;
H
c’est-d-dire & ’inégalité

@(@) <m+ [hle, @), ..., eale))de.
§
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En complétant par ¢,(¢) le systéme déja défini des fonctions
@2 (®), ..., go(x) on obtient le systéme ¢ (x),..., p,(x) satisfaisant aux
inégalités (2), bien que Iinégalité ¢, (x) < ¢ (@) ne soit remplie dans
a:uc{m voisinage du point ¢.

§ 3. Avant de passer & la démonstration du lemme T formulé ei-dessus
nous en démontrerons un autre

LemMe I1. Soit ¢(x) une fonction continue dans Vintervalle {wq, @y -+h)
telle que e(,) = 0 et e(w) > 0 pour @y <& < 2o-+h (fig. 2) et soit N un
nombre positif. 11 existe alors une swite déoroissante tendant vers ry dimier-
valles disjoints Ay, 4y, ... appartenant & Vintervalle {z,, @y h) et tels que
powr toute fonction mesurable f(z) dont la valeur absolue esi bornée par N
dans Vensemble Y'A, et égale & 0 dans
Y Pensemble (ry, x9-+hy—3'4,, on ait

L7 e

nix)

| [1@)as] < [l@)do < e(a).

Posons

min
@ UL T

n(e) = #(u).

14 1 i i 1
xp bhag b e boay ¥ : — .
¢ mT R On obtient ainsi une fonetion #(z)
croissante au sens large et telle que

we (@, By+hy;

Choisissons arbitrairement une suite a,, a,, ... décroissante, tendant
vers #, de points de lintervalle (xy, 4o+h) tels que 7n(a;) > 5(ay) > ...

et 4, = xo+h. On voit aisément que, la fonction #(x) étant croissante,
la série

Fig. 2

(15) 0 < n(x) <e(®) pour 7(@p) = 0.

o0

D, [n(a)—7(a,.)]

p=1

doit éfre convergente. Prenons maintenant 0, entre a, +1 €t a, de telle
manhiére que
(16) o Na=b,) < (a,41)—n(d,40)
et posons 4, =<b,, a0,
Pour tout point # de lintervalle (w,, %¢+h) on peut trouver un in-

dice % tel que az; <@ < ;. On a done pour toute fonction megurable
f(») remplissant les conditions de notre lemme

ay

| [ H@)de| < [ ()| do <§ [Nis = jN(a,—-b,).
Zp Zy k by ve bkt

p=

icm
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En vertu de (16) on a done

[n(@y11) —n(0,42)] = 7 {(W41) < n(2)
%

v=k

| [Hayde| <
et par suite, en raison de (15)
1 ff(x)dm[ < ().

Démonstration du lemme I formulé au § 2. Nous démontre-
rons d’abord qu’en vertu des hypothéses du lemme I il existe une fonc-
tion continue o(x) telle que ‘

Cs. o(@) < plw) e o) = v(%) = Yo;

Cs. Gz, o(x)) > F(x, p(z)) dans un intervalle (ay, 2+h);

C,. le diagramme de o(x) appartienne au rectangle T,.

En effet, on a linégalité F(w,, v (@)} < G (2, ¥o—1). En vertu de
la continuité des fonctions F(z,y), G (x,y) et p(r) on aura l'inégalité

F(w,zp(a:))<G(m,yn—l) dans un intervalle {(z,, z,+h) ol h est une
constante positive suffisamment petite.

De méme il existe un rectangle AC, B, D, ¥ ‘L &

situé au-dessous de la courbe y = p(x) ¥ __"\/_\/WX)
(fig. 3) dans lequel on a F(z, y(z)) < N

< G(z, y). Pareillement il existe un rec- it

tangle AC,E,D, (nous choisissons D, G = £

4 gauche de D), situé au-dessous de ! \\

la courbe y = y(z), dans lequel on a \

la méme inégalité. Construisons une y il — y S —
suite infinie de tels rectangles de telle ! 2 o
maniére que la suite D, D,,... tende Xg - xoth x
vers A, que la suite €, C,,... tende Fig. 3

vers B et qu’on ait dans chacun de

ces rectangles F{z, w(w)} < @(z,y). La ligne polygonale Dy D, F\ F,...
constitue le diagramme de la fonction cherchée o(z). Tl est situé dans
la somme des rectangles ainsi construits, on a done

(7) Flz, y(@) <Gz, o(x)) we(@g, T+h).

En posant o(z,) = y, on obtient, en vertu de la propriété évidente

pour

que
lim o(2) = y,,
L—>Tg
la fonetion o(x) continue dans l’intervalle (z,, ®,--h) et satisfaisant aux
conditions Cs-C,.
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Nous avons désigné par y(z) l'intégrale de I'équation y’ = F(z, y)
passant par le point (2o, %,). On a done On voit aisément que la fonction p(z) ainsi définie satisfait anx
. inégalités (19) dans Pintervalle {m,, 2,+k)> tout entier.
Il reste & démontrer que cette fonction ¢ (x) remplit la condition C.
AR . . @ 29
v(@) yo—}—a{F(w, W(x)) c’est-a-dire qu'on a dans Dintervalle (=, -k}

En posant =
@
() < Yo+ | Gz, ¢(z))de.
Az) = ?/04‘]0(5'7, a(m))dw Pi%) < Yo z{ ( i ))
wo Nous démontrerons d’abord que l'on y a linégalité
on obtient, en vertu de la condition C; et de Pinégalité (17), o(#) < w(z) < z
< Alz) pour ze(wy, mo+h). (20) Yot [Ge, p(@)dm > A(x)—e(2),
: Posons maintenant # :
c’est-a-dire que
(18) s(@) = §lA(@)—p(@)]  pour ez, mybhy.

Pour cette fonction e(x) et pour N = 2M nous construisons la suite
d’intervalles 4,, 4,, ... intervenant dans V’énoncé du lemme II. Définis-

(21) (6o, ¢ () — 6(2, (@) a0 > —e().

Or, on a G(v, ¢(2))—6G(z, o(2)) =0 dans Pensemble (zy, 2,+h)— Y 4,
Ao et, en raison de (14), |G|z, p(e))—G (s, o(x))| <2M dans lensemble
: 24,. Du lemme II il résulte done que

Lo AKI=Ex)
v ~
| _“G(”: p(z)— Q{z, o(2))] dm‘ < e(o)

et, par suite, les relations (21) et (20) ont lieu.
D’autre part, en raison de (18) et (19) on a ¢(x) < y(2)+e(x) =
= Ax)—e(x) d’olt, en tenant compte de la relation (20), on obtient

6(x) T
o ) ' @) < Yot fG(m, p(@)de  pour  melm,, xg+h>.
! Xo 4, 4y X p
Fig. 4 La propriété C, intervenant dans le lemme I se trouve ainsi établie.

On peut aussi aisément démontrer que la fonetion g(x) vérifie les pro-

sons maintenant la fonction cherchée p(x) de la maniére suivante (fig. 4) priétés C, et C; de ce lemme.
! (a) ¢(@) = o(w) dans ensemble <wy, w,+h)— Y 4,, -

(B) dans Pintervalle 4, (» = 1, 2, ...) posons ¢(a,) = o(a,), p(b,) = a(b,),
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