Remarque sur un systéme d’inégalités intégrales

par T. WAzZEWSKI (Krakéw)

§ 1. Le but de la présente note est de démontrer que 1'on peut immé-
diatement ramener un théordme sur un systéme d’inégalités intégrales
dt & M. Z. Opial (cf. [3]) ainsi qu'un cas particulier de ce théoréme, dé-
montré antérieurement par M. B. Viswanatham (cf. [4]), & un théordme
sur un systéme d’inégalités différentielles que j'ai établi dans un
travail antérieur [5]. Cette réduction réussit grice &4 un artifice con-
sistant en I'introduction de certaines fohctions auxiliaires p;(x) (cf. (4.1)).
Cet artifice repose, au fond, sur le méme principe que M. R. Bellman
(cf. [1], lemme 1 & la page 644) a appliqué pour démontrer que liné-
galité intégrale de la forme

x
L1y [G(2)| < M(1+N_[|G(z){ |h(t)[dt) pour 0 <ax<a
0
(ot M et N sont des constantes non négatives) entraine inégalité
G(x) < M exp (N.Mf|h(t)ldt) pour 0 << a.
0

Il est bien facile de prouver que ce lemme de M. Bellman peut dtre con-
sidéré-eemme une conséquence immédiate des théordmes cités de M. Vis-
wanatham et de M. Opial (cf. remarque 1 du § 5).

§ 2. Considérons le systéme d’équations différentielles

(2.1)

?/m{:f'l("”;ylw-"f'/n) (7‘.:172)"""‘)'

Relativement & ce systéme nous admettons I'hypothdse suivante:

.HYPOTBESE. H. Les fonctions fy(z,41,..., %) (4 = 1,2,...,n) sont
oommues.et orotssanies par rapport & yy, ..., y, dans un ensemble ouvert
W de points @, 41, ..., Y. Cela veut dire que si Pon a, pour deux points
@y 91,y Yn) € (2,0, ..., F,) apparienont & W '

Y<H  (t=1,2,..., n),

alors fi(m7y17'”7yn) \<~fi(w5 '.’711“'7:—'77») (7‘ =1:9’ 7”)

icm
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Voici I'énoncé du théoréme en question de M. Opial [3].
TrEorREME I. Admettons Vhypothése H relativement auw fonctions

fil®y Y1y ooy Yn) 68 SO0t P = (E,my, ..., ) un point appartenant ¢ W.

Soit

(2.2) (=1,2,...

Yi = k(@) ) )

Dintégrale supérieure du systéme (2.1) issue du point P 1) et supposons qu’elle
soit délerminée dans Vintervalle D

(2.3) t<e<a (intervalle D)
Oon a
(2.4) K& =m (i=1,2,...,n).

Supposons que les fonctions
Ys = g3 ()

soient continues dans UVinlervalle (2.3) et qu’elles satisfassent, dans cet
intervalle, au systéme d’inégalités imtégrales

(i=1,2,...,n)

(28)  gul@) <m+ [filts 1®), - g®) A (G =1,2,...
£

Cela posé, on a dans Vintervalle D les inégalités
(2.6) g (@) <ki(xz) (G =1,2,...,n;zeD).

§ 3. Dans un travail antérieur (cf. [5], p. 124) j’ai démontré un thé-
oréme sur les inégalités différentielles dont un cas particulier est
le théoréme suivant:

THREOREME B. En admettant Phypothése H supposons gque
(3.1) (i=1,2,...,n; veD),

(8.9)

pi(@) < file, pr(®); ..oy Pal@)
pi(&)=m (i=1,2,...,n).

Cela posé, on a les inégalités

(33) Pi(@) < k(@)

o 4y, = ky(x) désigne Viniégrale supérieure du systéme (2.1) satisfaisant
a la condition initiale (2.4).

§ 4. Démonstration du théoréme I par la méthode des inégalités
différentielles. Posons

(4.1) @) =t [ 1ilt, 10), .-y gul) 2.
&

(i=1,2,...,n; xeD)

1) Une telle intégrale existe (cf. A[2], Satz 5, et [5]).
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En vertu de (2.5) on a

(4.2) gi(e) <pglw)  (1=1,2,...
(4.3) 7:(8) < pi(8) =

Les fonetions f; (t,gl(t), ety gn(t)) étant continues pour teD, on a
(4.4) i) = file, (@), .., gn(@)  (E=1,2,...,0; weD).

Les fonctions f;(®,y1,..., ¥s) €tant croissant par rapport & y, ...y,
(cf. Phypothése H) on déduit de (4.4) et (4.2) le systéme d’inégalités diffé-
rentielles

(4.5) i) < i@, pr(a); ., Pu(@))
auquel on peunt appliquer le théoréme B cité au § 3. On obtiendra ainsi,

en vertu de (4.3), (4.5) et (2.4), les inégalités (3.3) qui, rapprochées des
inégalités (4.2), conduisent aux inégalités (2.6), c. q.f. d.

(i =1,2,...,n).

(t=1,2,...,n; reD),

§5. Remarque 1. Le théoréme I est en particulier vrai pour # = 1,
Dans ce cas chacun des systémes (2.1), (2.5) et (2.6) pris séparément se
réduit & une relation. Pogons en particulier

hiz, ) = NM b{@)|y, & =0, ale) = |G ).

L’inégalité (1.1) intervenant dans le lemme de M. Bellman prend la forme

m =M,

a(@) <mt [ hilt, g0)ds.
&

L’intégrale supérieure y; = &y (v) de Péquation y; = f(z, 1) = NM |hix)|y,
k4

pour laquelle gy (&) = 7, = M est de la forme ky (x) = M exp (NM [|h (1) dt).
0

En vertu du théoréme I on obtient 'inégalité g, (#) < ky () pour 0 <o < @
et cefte indgalité coincide évidemment avec l'inégalité (1.2).

Travaux cités

[1] R. Bellman, The stabilily of solutions of linear differential equations, Duke
Math, Journ. 10 (1943), p. 643.

[2] E. Kamke, Zur Theorie gewshnlicher Differentialgleichungen 1T, Acta Ma-
thematica 58 (1932), p. 57-85.

3] Z. Ol?ial, Sur um systéme d'indgalités intégrales, co volume, p. 200.200,

] [4]-13. Vx{swa,uatha.m, On the asymplotic behaviour of the solutions of nomn-
-linear differential equations, Proe. of the Indian Acad. of Seiencos, Sect, A - N - 5
(1952), p. 335.

. [6] T. Wa:iewski, Sysiémes des équations et des indgalités différantielles ordi-
naires auw deuwidmes membres monotones et leurs applications, Ann. Soo. Pol. Math.
23 (1950), p. 112-166.

Wave propagation in a stratified medium
by E. J. Scorr (Urbana, Illinois)

In a recent article!) the problem of propagationn of heat in a bar
consisting of many parts having different thermal properties was ana-
lyzed. Equally as important in the applications is the consideration
of wave propagation in a medium composed of jmaterial having diffe-
rent physical characteristics. Examples of such media are: (1) a trans-
mission line consisting of segments each of which is made of a different
metal, (2) a taut string having parts of various densities, and (3) conti-
guous slabs of different materials. )

To be specific, let us suppose that a dissipationless transmission
line consists of n parts o, <@z < (k=1,2,...,n, 5, =0) having
the corresponding line constants a,. We shall consider the following
boundary value problem: '

a) a;t;E:ai%, Ty <X <&y, =0, t>0 (k=1,2,...,m);
(2) Vi(0,1) = G(t), Valr,, t)=H(), 1>0;

(3) Vi@, 1) = Viga(@g, 1)  (k=1,2,...,n—1);

(4) W’“;z’“t): W’“';;m"’t) (h=1,2,..,n—1);

(5) Vilz, 0) = Fy(®), Goa<o<ap, =0 (b=1,2,...,m);
(6) B“I@‘;;nito—):‘fk(m)a P < T <@y To=0 (k=1,2,...,n).

Conditions (2) are the boundary conditions, (3) and (4) are the con-
tinuity conditions, and (5) as well as (6), the initial conditions.

We shall employ the Laplace transform to etfect a solution. To
that end, let Lt{V,c(m, t)} = vx(,p) (k=1,2,...,n). Then, taking the
Laplace transform of (1), we obtain
(M Poy(@, p)— pVi(®, 0)— Vi@, 0)/3t = 0idvs(x, p)/da’,
(k=1,2,...,n).

Iy <& <@y Bo=0

1) V. Voditka, Conduction de la chal dans ume barre formée de plusiers
parties en materiaux différents, Prace Mat. Fiz. 48 (1952), p. 45-52.
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