Sur quelques invariants dans les espaces a connexion
affine a trois dimensions

par A. HAIMOVICI (Jagsy)

Dans quelques Notes publiées les dernidres années, nous avons étu-
dié les espaces & connexion affine qui admettent pour un systéme de deux
directions, des invariants au transport paralléle de ces directions. Un
de ces invariants a été ’angle [1, 2, 3]. Dans la Note présente, nous nous
proposons I'étude d’un probléme analogue: il §’agit de trouver les inva-
riants au transport paralldle d’un systéme de plusieurs directions dans
un espace 4 connexion affine & trois dimensions. Nous avons trouvé
effectivement ces invariants; en méme temps, nous avons donné une
caractérisation géométrique des espaces qui les admettent.

§ 1. Soit §; un espace & connexion affine & trois dimensions, dont
r'l‘;’ (i,j,km1,2,3)

i_sont les coefficients de la connexion, de maniére que le vecteur JX*--dx?
Issu du point M’ (#*4-da*) correspondant par parallélisme au veetenr X°,
issu du point M (a¥) soit donné par

'

(1) AX +If X =0 (i,5,k=1,2,3).

~ Boit f(a*; X{y) une fonction du point a* et de p directions X*
(% = 1,2,8; a=1,2,...,p); pour que cette fonction dépende des di-
rfacmons des p vecteurs, et pour que — en méme temps — elle soit inva-
riante au transport paralléle des vecteurs Y 'fa), il faut qu’elle satisfasse
aux conditions ‘ '

5 70

(2) A“"B:ff;s:() (@ =1,2,...,p; ne pas sommer d’aprds a),
of hoypi O }

(3) 55{*@1‘%’»};@‘*" (l=1,2,3;a=1,2,...,p).
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Létude de ces équations donnera les invariants cherchés. Ties consé-
quences différentielles tirées de (2) et (3) sont:

) . Of
(4y) . Rith(tx) E:Y'(?ﬂ; =0,
iy . uf
(44) B, e X ¢ m =0,
g N J m 7 i a]’
(49) (B e Bon pg— K7 g Bom ne) X a3 =0
()

Remarquons que les équations (4),.(4s), ..., (41) et celle obtenue
du systéme (2) en ajoutant membre & membre toutes ces équations, sont
du' type -

L of o N
(5) aﬁmwf;;pfo (i,§=1,2,...,3p),

imy Gtant des coefficients indépendants de ¢

Si l’on désigne par B™ la matrice |jafyl, on constate que B™ a la
forme

|| 4™ 0 ...

(6) B"‘—:‘i 0 A™ ...,
A™ étant des matrices carrées & trois lignes et trois colonnes. Parmi ces
matrices il y a aussi la matrice I (unité), obtenue de (2). On voit aisé-
ment que les conséquences différentielles de (5) sont du méme type, les
matrices de ces nouvelles équations ayant la forme générale A*A47—474°%.

A une combinaison linéaire entre les ‘équations (3), eorrespond une
combinaison des mémes coefficients entre les matrices A™ et réciproque-
ment. o

§2. Il est évident que parmi les matrices A™ il peut exister neuf
au plus, lindairement indépendantes. Dans ce cas on aura 9+4p —1 équa-
tions (2) et (4). La fonction f devra dépendre de 5 directions Xf.,) au moins.
Par des combinaisons linéaires, on pourra faire de maniére.que chacune
des matrices A™ ait un senl élément différent de zéro. Si l'on’ désigne
cette fois par X°, ¥¢, Z*, U, V' les cinq vecteurs, I'intégrale générale
du systéme sera fonction de . . .

(XUv) (XzZ7) (XYZ)

() I= (YTV) : (’_YZV)i’ J= (VYZ)

(XUZ)
M

VUZ)
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Ces expressions geront .les invariants cherchés, Leur interprétation est
immeédiate.

Le cas ol parmi les matrices (6) il y a moins de neuf linéairement
in@épendantes peut &tre simplifié, en appliquant d’abord une transfor-
mation linéaire § = |[sf|| sur les X%, ¥%, ..., qui ameéne une des matri-
ced A" & la forme canonique de Jordan, ce que revient, au point de vue
géométrique, » adopter un repére local pour les vecteurs; par diverses
colpbinaisons linéaires entre les A%, on peut faire ensuite de maniére
que Pon ait:

AvA2— 42 AT ==y A2,
(7 AV A ABAY = ay AL --py A2,
AVAS— AL AL =n g 4T - flg A3,

La matrice 41 est nilpotente [4j. )

Le cas ol il y & huit matrices B™ linéairement indépendantes est
impossible. §’il y a sept matrices lindairement indépendantes, alors ’espace
admet deux invariants attachés & quatre directions, invariants qui dans
un certain systéme de coordonnées sont ou bien

an (=420 X o, EY0) o
(YZzU) ¥* (YzUu) " z3’

dans le méme systéme de coordonnédes on a If; = I'y; = 0 et I'espace
admet une famille de plang paralldles; ou bien

. B (_XZU) . UsXe—[eXs

(I I= _ (XZU) Z3 X732 X3
(YZU) .U3Y2‘___U21737 .

T (YzZv0) BYy—z e’
on a alors Iy = Tj; =0, et Vespace admet un champ de directions pa-
ralldles.

_S’il Y @ six matrices A™ linéairement indépendantes, I’espace admet
un invariant attaché & trois directions: ‘

(IV) = m 2724 2

da’;ns un certain systéme de coordonnées; on a aussi dans ce systéme
Ify =T = 0; Vespace admet une famille uniparamétrique de plang
paralldles, et agssi un champ de directions paralléles, situées dans les
plans tangents aux variétés de plus haut. ‘

Enfin il y a cing matrices A™ lindairement indépendantes, 1’espace
admet deux invariants de trois directions. Il y a alors quatre :ms 4 re-
marquer:
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(a) Les invariants sont:

X 72 e

) I=F7 T=vm

dans un systéme de coordonnées oh Von a I = I = I't; = Iy = 0.
Lespace admet deux champs de directions planes paralléles, et un champ
de directions paralléles, intersections des plans de plus haut.

(b) Les invariants sont:
X2zt X2720 X*
T Y —yizr ¥

Xe2Zs - X372 X2

v O A O

dans un systéme de coordonnées ol l'on a Iy =TL =T =T =0.
L'espace admet deux champs de directions paralléles.

(e) Les invariants sont:

(XYZ)
X&(Y2Z3__ 173Z2)

XeZ3—X3Z: X*

[(rl—r3) act < LA
e, I = YezZs—Y3Z: Y’

(VII) I=

dans le systéme de coordonnées déterminé par IS =I% =15 =0,
R}, = 0. I’espace admet une famille uniparamétrique de plans para-
lléles et un champ de directions paralldles situées dans ces plans.

(d) Les invariants sont
(XYZ)Z?
(Y2Z“—Y’3Z2)(X2Z3—X3Zﬂ)’

XXz X
T Tz-v 1

(VIIL) 1=

dans un systéme de coordonnées qui différe du précédent par la condi-
tion Rl; = Riy qui remplace la condition R =0,

Tes cas ol il y a un nombre moindre de matrices a été étudié & une
autre occasion [3].
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