Sur les zéros d’un polynéme contenant un paramétre
arbitraire

par W. JANKOWSKI (Poznan)

§1. M. Biernacki a déterminé?) la limite exacte, indépendante du
coefficient a, de p zérox du polynéme

1) Ple)+aQ(2),

ol P(z) est un polynéme de degré p dont tous les zéros sont contenus
dans un cercle donné [2| < P, et @ (2) est un polynéme de degré g (¢ > p)
dont tous les zéros sont contenus dans un cercle 2] <4Q.

- Nous allons étudier le cas ol les domaines qui contiennent tous les
zéros des polyndémes P(z) et Q(z) sont des cercles non concentrigues.
On a les théorémes suivants:

1. 84 P(2) est un polyndme de degré p dont tous les zéros somt contenus
dans le cercle |z—o,| < P, et Q(2) un polynéme de degré q(q > p) dont tous
les wéros somt contenus dans le cercle la—0s < Q, et si ¢, est un nombre
arbitraire, le polynéme (1) a au moins p zéros dams le cerdle

?Q‘HIP +P [6a—¢o| +q]0,—0,}
q—p q—p

—od <mx{ ,Q%!ag—cu}z)- |

IL. 8% le point ¢, appartient au segment {6y, gy, alors
1° ¢

o 2le ;o -
I

P < 4 = |ey—ey|,

q9—2p
q

le polynéme (1) o toujours p 2éros dams le cerdle [2=—a] < Q+|eg—e,| et

cetle limite est aiteinie lorsque p 2éros du polynbme Q(2) se trouvent réunis

aw point 6,4+Qe®, o p = arge,o,.

+1) M. Biernacki, Sur les équations algébriques contenant des paramétres arbi-
traires (Bulletin de 1’Acad. polon. des Sciences et des Lettres, Classe des Sciences
Mathématiques, série A, 1927, p. 541-685).
®) Si ¢4 = ¢, = ¢, on obtient la limite de M. Biernacki.
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2° 8i

—9 ' — —
p- 4 qu~d+ 2]e, ozll(q p)

b

le polynbme (1) a toujours p zéros dans le cercle

29+4(P+d)

T je—al

le—aol <
qa—p

La Umite est atteinte pour le polynbme

» —
(z~cl+Pe‘w>”+(—1>"+“+1£-(‘ -

AL A .
p me'w) (2—0y—Qe™)’,

0% @ = arge,c,.

§ 2. Démonstration de Pénoncé I. Si w; est un zéro du polynéme
flw4e,), ou ¢, est un nombre constant, alors z; = w;--¢, est un zéro
du polynéme f(2) que 'on obtient en posant w = z—e¢, dans le polynéme
f(w—¢,). Nous pouvons done supposer dans notre probléme que le point
¢, est 1origine.

Considérons un cerclé [2| < R contenant tous les zéros des polyndémes
P(z) et Q(2). Pour cela supposons que
(2) R > max {jo;]| +P, |es| +Q}
(nous avons pris ¢, = 0).

Nous éerivons le polynéme (1) sous la forme

- Q(z){%w}.

Nous allons déterminer le nombre R satisfaisant & la condition (2),
de sorte que, lorsque 2 = Re" déerit'la circonférence |2| = R dans le

sens positif, V'argument de lexpression P(z)/@(z) diminue d'une facon
monotone, ¢’est-a-dire que

1n

4 df P@\_ .,
(3) bl l ang(z> f <09
, @) ] @
g }-{argﬂz)} = H%?{logﬂz)} = J{’i{;) w} = K’{L(:—}
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En désignant par w, (b =1,2,...
et par v, (A=1,2,...
écrire

» p) les zérog du polynéme P(z)
y ¢) les zéros du polynéme @Q(z) nous pouvons

= —— ot Up—a| <P,

foe—0s] < Q.

L’inégalité (3) est vérifide lorsque

A e B@
max dz‘){dﬂg 2@ |

est négatif ou nul. Nous allons done évaluer

» q

e S o] o6 min S
male;tdﬁ {arg(z—uy)} et min a;g{a1g(z——q7k)}.

Gy gy

Vkl

Re®
\[J?e 1y, €5 }

:%{ BBy
Re®?—yp a“‘*| ]

R2—ry R cos (9 ) .
——e ot

kv O o
TR ok o8 (9 —ay) ’ x = [l

Ay = ATy,

Cette expression aura unevaleur extremum lorsque #—a; = 0 ou =.
8i f—ay =0, on a

d R
-ﬁ[arg(z~1¢,c)} = R—rk;
$i d~ap = =, on a '
0 fare( kL
— larg(e—uy)} = .
d’ﬂ g k)} -R+7'Ic '

i n

d
max Z % {a,rg(z—-uk)} =

d
max —o {mg (z—uz)}

— 21 R pR
\
R“7k R—~|o;|—P T R—|e—P’
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4
= E mini{arg(z——'v )}
as .

q
- i
min ZE {arg (z—2))

Y ) 5
T R‘!—"')‘ R+|02]+Q —R+lcﬂl+Q

. » q
d Pz a d
max;ﬁ{argq P }\max Z-—E arg (z— )} — min Z——; arg (2— vy)}

<. pR qR
= R—le)—P R+le+@"
L’inégalité (3) est donc vérifiée si
pR . qE <0
R—|o)|—P RB-+]|e,|+€
Cette derniére inégalité sera vraie si
R >?Q+QP+I’[02‘+Q]01|.
9—p ¢—p
La limite donnée par l'inégalité (4),
PQ+¢P | ples+q|0]
¢—p —p
remplit la premiére des conditions définies par l'inégalité (2)
pQ1eP | plaltaie
4—p q—p
car p(P+Q+|oy+les) > 0.

(4)

R =

> loy| +P,

8i # déerit la circonférence || = R, ol
P e
5) R = ma.x{pQ+q +P|“a|+§[“1l’ Lol —{—Q},
q—p q9—p

dans le sens positif, arg(P(2)/Q(e)) diminue d’une fagon momnotone et la
variation de cet argument est —2z(g—p), c’est-d-dire que l'image- de
la circonférence [¢| = R dans la transformation réalivée par la fonction
P(2)/Q(2) entoure Vorigine g—p fois dans le sens négatif. L’image de la
clreonférence |2| = R dans la transformation réalisée par la fonction

P(2)/Q(2) entoure un point arbitraire —a au plus ¢—p fois dans le sens
négatif.

20*
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Ainsi, en passant au polynéme de la forme (1’) nous trouvons que,
lorsque 2 déerit la circonférence 2| = I dans lo sens positif, la variation
de Pargument de lexpression P(z)/@(z)4a est égale ou supéricure 3

—2x(¢—p). En méme temps Pargument de Q(z2) eroit jusqu’s la valeur
2ng. L'argument de I'expression (1‘) croit donc au moins jusqu’s la va-
leur 2mg¢—2mz(g—p) == 2np, c’est-a-dire que le polyndéme (1) a au moins
D zéros dansile cercle |z] <R

§ 3. Pour obtenir le cercle le plus petit possible contenant toujours
p zéros du polyndme (1) lorsque ¢, et ¢, sont congtants nous allons étu-
dier le cas particulier olt le point ¢, appartlent au segment {¢,, ¢,>.

Si w; est un zéro du polyndéme flw-+e¢, )e ?] o1 c., et @ sont constants,
alors z; = (w;+¢,) 6™ est un zéro du polynome f(2) obtenu en posant
w = ze~"—¢, dans le polynéme f[(w-e,)e )e*]. En choisissant -en parti-
culier ¢ = arge,c, nous pouvons nous borner 3 étudier le cas ol I'axe
réel passe par les points ¢; et ¢, et Iorigine se trouve au point ¢, qui
appartient & Pintervalle fermé (¢, ¢,>.

La condition (4) devient alors

pQ-+q(P+d)

(,L') R 2‘_4*;—_1)_" e Y] ol d = Cy—0Cy.
Nous distinguerons deux ecas:
I. Si
(P+d)+1 i
05 WPEE0
q—p
c’egt-a-dire si )
—9 20 (g —
r<d - P o—av 0:(q ga_)’
q

c’est le nombre @--¢, qui est la limite exacte atteinte lorsque p zéros du '

polyndme @ (=) se trouvent réunis an point ¢;+Q et a = co.
IT. 11 regte & prouver que si

q(P+d)+pQ

@ <" —20,,
q—p

c’est-a-dire "si .

9 96, (q—

p~ 4720 Q—d+ 203(¢—p)
. q q ?

la limite

4P+d)+pQ

A cﬂ)

>
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ol ¢, appartient & I'intervalle (0, d), peut étre atteinte. Il résulte de la
démonstration que cela a lieu lorsque tous les zéros wu; du polyndme P(z)
se. réunissent en un point de la circonférence |2-—¢,] = P et tous les zé-
r08 v, du polyndme Q(2) se réunissent en un point de la circonférence
lg—e,| = @, et lorsque les modules des nombres u; et v, prennent leur
valeur maximum (fig. 1) (on suppose que & = #). Nous pouvons donc
nous borner & considérer 1’équation

(6) (g—e+PP+a(z—e,—Q)° = 0.

Fig. 1

Nous allons prouver que la limite ne peut &tre atteinte que pour
une seule valeur du coefficient a et que la racine de module maximum est
en méme temps une racine double de cette équation. Pour cela considé-
rons le systéme de courbes

le+P =,
————— =a  (a = comnst).
le—@Q —6,/"
Pour une valeur donnée du coefficient a les racines de ’équation (6) sont
situées sur Pune des courbes du systéme
|z+P—e, "
l2— @ —e,l*

En posant z = r6® et L = r2|P—¢,|? 4 2r|P—¢;]cos ), M = r24
+le,+Q|2—2r |¢,+-Q| cos?, on peut éerire Péquation du systéme de cour-
bes sous la forme

S, ) =IP—a’ M2 = 0.

Les extrema des rayons-vecteurs de cette courbe satisfont aux équa-

tions S(r, ¥) =0 et 88/09 = 0. En éliminant «® nous obtenons
0L oM
Pos 198 |—o,
L M

doh 7 8ind[pM [P —cy| +qL|6,+Q|] = 0.
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L'expression entre crochets est positive. Les extrema des rayons-
-vecteurs satisfont done & Téquation sind = 0, e’est-a-dire qu’ils sont
situés sur P’axe réel. Nous obtiendrons les points doubles ~des” courbes
S(r, ¥ = 0 en éliminant a entre I’équation (6) et sa dérivée,

(2—0,+PfP +-a(z—c,—@) = 0,
p(3_01“*‘13)7’“1"[“1(1(3'—02"Q)q—l =0,
d’ott

2 =

—4(—e+P)+p(—0—Q) _ _(q(P+dJ+pQ __0)
—p a—p K
ot 0oy <d.

Il n’existe qu’une seule courbe ayant un point double; nous la dé-
signerons par I' (fig. 2).

Lorsque 2 croit de —P+¢, & Q-+¢,, le rapport
jz+P—a, "

e—Q—eo¢

croit constamment; une courbe quelconque du systéme coupe donc le
segment (—P--¢;, §+0,) en un point au plus.

a
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Posons - 2 = t-+Q-+cy, [t+P-+Q+AP—alt|? = 0. Dans lintervalle
(0, o0) Véquation —at?+(f+P+Q+d)® = 0 a toujours une seule racine
réelle. 11 en résulte qu'une courbe quelconque coupe le segment (@ -c¢,, oo)

‘en un seul point.

Posons z = {—P-¢y, [t —a|t—P—Q—d|? = 0. Dans
(—o0, 0) Véquation [P—alt—P—Q—d|? =0 a 0 ou 2 racines réelles,
car léquation —a(t-+P+Q+d)?+1’ =0 a 2 ou 0 racines réelles dans
Pintervalle (0, +oo). Donc¢ une courbe quelconque coupe le segment
(—o0,¢,—P) en 0 ou en 2 points.

On vérifie aisément que R = ON < OM (fig. 2). En effet, soit N’
le point symétrique de N par rapport & l'origine. On peut supposer que
ON' > Q+o0,. La valeur du rapport a au point N est |[R—P ¢, |” [|R+Q+¢,/*
sa valeur au point N’ est |R-+P—¢,[P/|R—Q—¢,%, elle est donc supé-
rieure & la précédente. Ainsi le point N’ est plus prés de Q+c, que M.
11 en résulte que lorsque le point 7' décrit la courbe I" du point N au point
M, le rayon-vecteur croit constamment. Si I’on donne au parametre a la
valeur a, qui correspond au point double N on aura

[ araine wPHe o,
q—p q—p

lintervalle

?
z—'<f1+P] +uo[—

d’olt

v 9-P
(qwten P [ TP )
== f(P+Q+d ’

(7) wwc+PW+@4V”“£iLﬁ:3—yww—o—Qf—o
' ¢ \P+Q+d YT
Toutes les racines de Péquation (7) se trouvent sur la courbe I'. La
variation de largument de (z-+P—o¢,)P[(2—Q—¢,)" est 2ap, lorsque =z
décrit Parc NHEN de la cowrbe I" dans le sens de la fléche. Le rayon 0T
varie d'une fagon monotone lorsque T’ déerit I' en ne passant pas par
l’axe réel. L'équation (7) a donc p—1 racines de module inférieur & R,
une racine double de module R, alors que les modules des autres racines
sont supérieurs & R. (Pest d’ailleurs (si on ne tient pas compte des rota-
tions autour de l’origine) la seule équation du type P(z)-+a@(2) =0
pour laquelle le maximum du module de p zéros soit atteint.
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