Les suites de points extrémaux liés aux ensembles
dans Pespace a 3 dimensions

par J. GORSKI (Krakéw)

Introduction. Dans le travail [3] M. F. Leja a donné la définition
d’une suite de points extrémanx liés aux ensembles plans avee quelques
applications & la représentation conforme. On peut aisément étendre de
ia maniére suivante quelques uns de ces résultats au cas de 1’espace & 3
pimensions.

Soit E un ensemble borné et fermé dont la capacité d(E) est positive.
(Pour la définition de la capacité d’'un ensemble voir le travail [1], p. 46.)
Soit @, un point quelconque de H. Soit le point Q,eé B défini par la formule

1/@,9, = min(1/99Q,),
QeE

(ol @,9, est la distance de @, et Q,) le point @;¢F par la condition

1 - 1 = min[ ! - - ]
Q302 Qs(x)l QeE QQ?. QQl
etc. En général, lorsque les points @y, @y, ..., Q,_; sont définis, soit

QneE un point tel que
N SR
On obtient alors une suite infinie {¢),} de points appartenant & B
) Q1,Q2,9s, -3 Qny -
Nous I'appellerons suite de points extrémaux lids & ensemble .

Potentiel d’équilibre. Désignons par o, = o,(4), olt 4 est wn
ensemble borelien queleonque, la répartition de la masse unité sur B
définie par les points Q;, @y, ..., @, de la suite (1), c’est-a-dire une fonetion
d’ensemble A non négative, définie par la formule suivantoe:

0 lorsque A4 ne contient aucun des points @y, Qsy ..., Qus

op(4) =
" kfn  lorsque A contient % des points Q,Q,,...,0,.
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Dapros le théoréme du choix (voir [1]) on peut extraire de la suite
{Gn} une suite partiello { m,,k} convergente vers une fonetion d’ensemble
¢ = o(4). Observons qu'on a ou(H) = o(H) = 1.

On saibt [1], p- 33-38, qu'il existe une répartition x unique de la
masse 1 sur B dite répartition d’équilibre telle qu’on a

dp(P)ydp(@) . o dx(P)de(@) 1
I(u) = ({ -—ij}—é)ﬂ«-—_ = inf ’ ’ BT

TeM gy 0

olt M est DPensemble do toutes les répartitions de la masse 1 sur B (inté-
grale de Stieltjes-Lebesgue-Radon).
Posons
oy 1

Sn .
1 <ksn @ Qs

Dlaprés la définition des points @y, Qsy .- Q. on a

n—1 n—2 2 .
: 1 1 1
AT N ST Nl E
© <200, 2. 2%t
our chaque position du point @ dans B. ‘
? Partageons ’ensemble I en s ensembles boreliens Ay, 4gy ..., 4g

et supposons tout d’abord que @ed;. Multix?lions ’inégalité (3) par u(4dy).
Supposons maintenant que Qe 4, et multiplions (3) par x(4,) ete. Suppo-
sons enfin que @ e 4, et multiplions (3) par u(ds) FOZFII.lonS la somme des s
inégalités ainsi obtenues. Lorsque s tend vers linfini 'et le diametre de
tous les ensembles A, A,, ..., 4, tend vers zéro on obtient (en observant
que u(d;)+...+ p(ds) = 1) Pinégalité

--1

N rapQ) | [dm@
snézkf-g%i)) -l—...—l—jwzlhf—%é;:\-ﬁf—gtz‘-

1

Mais on sait [1], p. 33, que le potentiel d’équilibre

(@)
w(P) = Ef e
est < 1/d(B) sur B, il résulte donc de Iinégalité précédente quon a
(4) 8y < (n—1)kn/d(B).
D’autre part
n
5) 1 ¢ 1
8, = ~— - ",
"2 Q1%
1%k
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Soit N un nombre naturel quelconque. Posons

1/@:@n < N,

6 1 l 1/@;0r i
© QQ%ly |¥ si 1/@Q>N.
e (5) et (6) résulte l'inégalité suivante
2 N
(7) P Sp 2= o :;,CZ: [0;0nly - |

Le premier terme du second membre peut étre représenté par 'intégrale

1
——— dop(P) do,(Q).
Ef ia[ [QP ]y

De (4) et (7) on déduit l'inégalité

2 1 N
Les, > —_— -z,
Sn ifbf B0Tn doydoy, ~

En maintenant N fixe faison tendre n vers 'infini par les valeurs n,, n,, ...
définies plus haut. On obtient 1’inégalité

1 S f f dodo
aB) ~ JJ [PQly
et lorsque N —> oo on a I(u) = 1/d(H) = I(o).
D’autre part d’aprés 2) on a I(o) = I(u), done I(c) = I(u) et,
puisque la répartition d’équilibre u est unique, on a ¢ = u. Alors la limite

de chaque suite partielle convergente extraite de la suite {an} est égale
& p, ot il résulte que chaque suite partielle convergente extraite de la

n—1 .
n  d(B)

suite uq(P) =;121§Q—’ est convergente vers la méme limite

au(Q)

5q 0 PéD,

E
dono la suite {un(P)} est convergente pour PéE. Nous obtenons aingi lo
TakoREME 1. Le¢ poltentiel @ équilibre de Vensemble B est la limito

de la swite
. n
1 1
P) = — —_
UalP) n EPQ,-

quand PeB et n->co, o les points Qy, j=1,2,38,

. appartiennent
& la suite (1).
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Applications au probléme de Dirichlet. Soit f(Q) une fonction
définie et continue sur F et @7 un point quelconque de l’ensemble E. Soit
le point @, défini par la formule

1 ; . . _ . 1
e — D1 ??z?‘[czce:

le point @3 par la condition

—1@)-1(@),

1

1
mem 2£(Q3)—1(Q3)—#(Q%)

1
= min

Q,E[wz Q07

, On_y sont définis, soit Qe B

—2f(Q)—f(Q;)~f(QI)]

ete. En générai lorsque les points @1, 03, ...
un point tel que

n-—1 N1
1 . .
;} o —-(%—1)f(Qn)—g;f(Qf>

= aen [2 05

On obtient alors une suite infinie

v~—1)l(Q)~n2—1f(Q?)]-

i=1

.

®) Q105,05 .,0n) -

de points appartenant &.E qu'on appe]le snite de points extrémaux liés
3 lensemble H et 5 1a fonction 7(Q

"Désignons par ¢* = o”(A) la réparmtlon de Ia masse 1 sur E définie
par les points @y, Q;,...,Qn comme & la page 14. Soit o* =d*(4) 1a

. limite d’une suite partielle {oy,} convergente extrmte de la suite {of}.

On sait [2] qu'il existe une répartition unique’ u* de la masse 1 sur ¥
telle qu'on a

(9) u)—ff

olt M est ensemble des toutes les répartitions de la masse 1 sur F.
Posons

= inf I%(x)
reM

3" (P) (@ ——.:ff V3u"(Q)

= wg;.. T m\l)gf(@

Annales Polonici Mathematicf IV.
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" Draprés la définition des points 0, 05,...,Qn o0 2
! -1 n-1
10 < Dger —=I@ *‘gf(Qﬂ‘
=1 =
9 2
2 | )
— —1(@)—f(Q1)
T4qe E 091 ( s

pour chague position du point Q sur E. Partageons lensemble E en s
ensembles boreliens Ay, Ay, ..., 4. En procédant de méme que & la
page 15 on obtient de la formule (10) Pinégalité suivante:

n—1

T 1 [ @@~ D 1@+
Y ) P F=1
9 2
o [ du(Q) x
+ -2 | f(@)d - > @)+
2 )
Q) . .
—— — [ {(@)dp’ (@) —1(Q1).
@ :
Dlapres [2] on a
d
(12) u‘(P)gfii?—)— P)<y pour Pely, .
o B; désigne le noyau de la masse relatif & la dlstrlbumon u'. La con-
stante ¢ est égale &
(13) [u*(P)ap"(P) = 1/a(B)~ f H(P)duy P
po
ol u; est la distribution d’équilibre pour I’ensemble E,«
Supposons maintenant que pour la fonction f on. ait H, = E.

11 résulte de (11) et (12) qu'on a

@)+ (n—2)y—

(14)  sn < (n—1)y—(n—1) ff (n—2) [ H@)du"( Q)+
H
+ot2y— 2ff D-+y— ff )apt(Q
- (1@ @).
E
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D’autre part on a

n

-%2 lk > Z[fQj )+(@]

Fon s
done (voir page 16)

2(n—1) 1, .
15 ﬁ/ 7))
(15) — s 2[% e ;f(Q,)

Les termes du second membre peuvent étre représentés par
e e O
[PQ] : ' n "

De (14), (15) et (16) on tire ’inégalité suivante

En maintenant N fixe faisons tendre # vers Pinfini par les valeurs =,
Ny, M3, ... On obtient 1’inégalité

. o "
- au’(Q) = e do*do — do*
v= [10%7@ > | [ gy de'de’=2 [ 1(Q)d"@)

et lorsque N — co on a

y— [H@) A" (@) = 1*(s*
E
Mais

7~ [rout@= [ g P (Q)—

] ) 2 [1@)a'@ = I'w)

b

alors I*(u*) = I"(c*). Puisque I*(¢*) = I*(y"), dome I'(u*) = I*(s").
La distribution remplissant la condition (9) est unique, done o* = u*.

L’ensemble complémentaire de F est une somme finie ou dénom-
brable de domaines Dy, D,, Dy, ... dont la frontiére est contenue dans H.
Soit D, le domaine contenant le point oo. Les domaines D,,Dy,...,
#’ils existent, sont bornés.
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T’ensemble complémentaire de F; est aussi une somme de domaines
Dyjy Dyjy ... On sait [2] que la fonetion
' fdﬂ'(Q)
4P
est 1a solution du probléme de Dirichlet généralisé pour le domaine Dy,
i=1,2,3,... avec la valeur f(P) sur sa frontiére (et 0 & V'infini dans le

cas ¢ =1). .
Lorsque By = E on a (voir (13))
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1 g 1 1\
r=qm | 1OW@ =WX“7ETJ% 1@).

Nous avons done obtenu le

TafoREME 2. Lorsque By = E la solution du probléme de Dirichlei
géndralisé pour le domaine Dyg, ¢ =1,2,... avec la valewr f(P) sur sa
frontiére et 0 & Vinfini (dams le cas ¢ = 1) est la limite de la suite

n
oo L O 1 ]__ 1
uP) = = Z aa ) ey
quand n — co, oty les points QF,Qs, ..., Qn appartiennent & la suite de
points extrémaux (8) et les points @y, Qqy....,Qn & la suile (1).
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Certains théorémes concernant la répartition
des points extrémanx dans les ensembles plans

par J. GOBsSE1 et J. S101AK (Krakéw)

Introduction. Soit % un ensemble borné et fermé,

b
E= ) E,

EfEk =0 pour 7 #* k;
7=1 .

olt By, j=1,2,...,p, est un continu non dégénéré et f(z) une fonetion
réelle, définie ‘et continue sur E. Nous supposons que E est la frontidre
d'un domaine D(F) contenant le point z = co. Soit
o = |z—{lexp[—f(2)—F(L)]
et o™ = {r,,@,,..., x,} un systéme de n+1 points de l’ensemble E.
Désignons par V(z™, w) le produit
V(m(ﬁ)) w) = o (s, Tp).
Igi<k<sn
Un systéme de n-+1 points

(1) 77(“) = {’70: N1y eeey 7)1:)

appartenant & F est appelé n'™° gystdme de points extrémanx de Pen-
semble E par rapport & la fonetion « lorsque
V (™, w) = V (2™, w)

pour chaque autre systéme 2™ de points de I’ensemble F.
On sait [3] que, si a,(By) désigne le nombre des points extrémaux
du n'm° gystdme qui appartiennent & By, les limites

ﬁmﬂ——'ak(ﬁ, E=1,2,..,p
N—ro0 n
exigtent. On a
Y]
(2) w(f) =0, Dalf)=1 .
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