Sur lexistence de solutions de certains nouveaux
problémes pour un systéme d’équations différentielles
hyperboliques du second ordre a deux variables

' indépendantes

par Z. SzMypT (Krakdw)

Introduction. Considérons le systéme de n équations différentielles
u%(“’”,?/) = f(i)(ma@h'“(1):---7“(”)7'“‘{%1)7'--7“gsn)7“1(ll),---’ /M’i(ln)) (i=1,2,...,n),

aux seconds membres continus, que nous écrirons dans la suite sous la
forme vectorielle

I Uiz, y) = F(w,y, U, Uy, Uy).

‘ Dans la note [4] je me suis occupée d’une généralisation de proble-
mes classiques reclatifs au systéme (I) et j’y ai infroduit un type de
problémes —problémes du type T — (cf. [4], p. 68, ainsi que le § 1 de cet
article) qui comprenait comme cas particuliers les problémes de Darboux,
de Cauchy, de Picard, de Goursat et les problémes mixtes. J'ai démontré
([4], Théoréme 1, p.69) Dexistence d’une solution d’un probléme du
type T englobant les problémes de Darboux et de Cauchy et j’ai esquissé les
démonstrations de D'existence d’une solution d*un probléme du type 7' plus
général ([4], Probléme I, p. 68) & I’étude duquel est consacré cet article.

Du Théoréme 1, que nous allons démontrer dans le §4, résultent
immédiatem~nt les Corollaires 1 et 2 (énoncés dans le §8) assurant
Pexistence d’une solution des problémes de Darboux et de Cauchy relatifs
au systéme (I) (). Du Théordme 3, démontré dans le § 6 on déduit le Co-
rollaire 3 (cf. § 8) assurant 'existence d’une solution du probléme de Picard
dans des hypothéses assez faibles. Les théordmes en question donnent
aussi une évaluation de la solution U(w,y) et de ses dérivées partielles.

Le Corollaire 1 généralise le théoréme de P. Hartman et A. Wintner
concernant P'existence d’une solution du probléme de Darboux ([1], (1),
. 836), I'hypothése que la fonction F(z,y, U, P, Q) satisfait 3 la con-
dition de Lipschitz par rapport aux variables P et Q y étant remplacée

) (1) Les Corollaires 1 et 2 résultent aussi du théordme 1 de la note [4] qui est
lui-méme une conséquence du Théordme 1 de cet article. ’
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par I'Hypothése K, moins restrictive (cf. §3). Je dois & A. Pl l'idée
d’introduire cette hypotheése de régularité.

‘La méthode qui sert & démontrer D’existence d’une solution des
problémes du type T considérés dans cet article est basée sur le théoréme
de Schauder ([3], Satz 1, p. 173), appliqué par 8. Mazur (cf. § 9, Remarque 6)
3 la démonstration du résultat de P. Hartman et A. Wintner cité ci-
-dessus (Séance du Groupe d’Analyse de 1'Institut Mathématique de
PAcadémie Polonaise des Sciences, Varsovie 1954).

§ 1. Désignons par D le rectangle défini par les inégalités
(11) —a<o<a, —Pp<y<p ot 0<a<om, 0<p<oo.

Considérons deux courbes coutinues I" et A définies respectivement par
les équations

y =y(x) lorsque —oa<z<a,
x = Aly) lorsque —f<y<p
et _situées dans le rectangle D.
Soit
U= ('“’(1)7 ceey u(ﬂ)) , P= (p(l): crey p(n)),
(1.2) Q= (q(l): very q(n))? F = (f(l); teey :l(n))?
U, =P, U, =Q.

Considérons le systéme de » équations différentielles écrit sous la
forme vectorielle ‘
(1.3) ) Uz,,(w,y)———F(m,g/, U7P7Q))
ot F(z,y, U,P,Q) est une fonction continue dans un ensemble de
Pespace @, 9, U, P, Q. Appelons probléme du type T (cf. [4], p. 68) tout
probléme concernant l’existence d’une solution U(z,y) du systéme (1.3)
ayant des dérivées U, Uy, Uy continues dans le rectangle D et satisfai-
sant & certaines relations dormées le long des deux courbes I' et A.

On vérifie facilement que tous les problémes classiques (problémes
de Darboux, de-Cauchy, de Goursat, de Picard et problémes mixtes)
sont des problémes du type 7. Voici maintenant deux problémes du
type T plus généraux (2):

ProBLEME 1. Existe-1-il une solution U(x, y) du systéme (1.3) ayant des
dérivdes Uy, Uy, Uy continues dans le rectangle D et satisfaisant auxs conditions:

(1.4) U(@,%0) = U,

(1.8)  Ugw,y) = Glz, U@,9), Uylw,y)] lorsque y =y(@)

et —aeLr < a,

(%) Cf. {4], p. 68. Le Probléme II a été énoncé dans la note [4] sous une forme
un peu moins générale, la fonction B ne dépendant que de y.
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(1.6) Uyw,y) = Hly, Uz, 3), Uy, y)] lorsque @ = A(y)
e —pf<y<§,
ot (@y, o) €5t un point arbitraire de D, U wun vectour constant et G(x, U, Q),
H{y, U, P) sont des fonctions continues donndes d’avance?
ProLEME II. Briste-t-il une solution U(w,y) du systéme (1.3) ayant
des dérivdes Uy, U,, Uy, continues dans le rectangle D et satisfaisant aux
conditions:

Uz, y) = @[z, Ulw,y), Uyw,y)] lorsque y=y(z) 8¢ —a<xao< o,

Y
Uy, ) = U+ [Blt, U(A1), 1), Uala(2), )1dt lorsque  —p <y <5,
Yo

ol G(z, U, Q) et B(y, U, P) sont des fonctions continues données &’avance,
U est un vecteur constant et y, un point arbitraire de Vintervalle {— g, g5 ?

Remarque 1. 8i I'on admet que A(y) est une fonetion de classe (7,
le Probléme II est équivalent au Probléme I dans lequel
L.7) % =Ays), H(y,U,P)=By,U,P)—A(y)P.

Notre remarque résulte immédiatement de lidentité

a
@U(l(y), ¥) = A(Y) UalA(®), ¥)+UA5), ¥)

satisfaite par chague fonction Ul(z,y) de classe C.

DEFmvrTION 1. Soit V = (v®,...,o™) un vecteur arbitraire. Le
symbole |V| désignera la norme du vectenr V = (v9,...,v™) donnéde
par la formule

| V| = max |o@],
Ii<n

Dans cet article nous démontrerons les Théordmes 1 et 2 sur lexi-
stence d’une solution du Probléme I. L’une des hypothéses intervenant
dans ces théorémes suppose que (cf. § 3, Hypothdse Ay, 4°)

(1.8) |H(y, U,P)| <e<r lorsque —-f<y<p, UI<Lr, |PI<r
ol 0 < fi<Coo, 0 <7< oo, Par conséquent, bien que le Probléme II

dans lequel B(y,U,P)= 0 puisse étre considéré comme un cag parti-

culier du Probléme I (cf. Remarque 1), Pexistence de sa solution ne
résulte pas des $hé0rémes 1 ou 2 dans P’hypothése que la fonction
My) est une fonction arbitraire de classe (. En effet, il faudrait alors
admettre (cf. (1.7), (1.8))

(1.9) ()] <1 —f<y<8p.

Cependant ’hypothése (1.9) n’est pas essentielle pour Pexigtence d’une so-

lorsque
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Tution du Probléme IT. (Pest pourquoi le Probléme IT sera aussi considéré
indépendamment du Probléme I. Les démonstrations des théorémes 3
et 4 concernant Pexistence d'une solution du Probléme II, au fond ana-
logues & celles des Théoidmes 1 et 2, seront esquissées dans le § 6.

§2. La démonstration de l'existence d'une golution du Probléme I
gera basée sur le Lemme 1 et sur la Remarque-2 que voiei:

LEMME 1. Dewistence d’ume solution dw Probléme I résulte de celle
dune solution de classe C' du systéme

(2.1) U = L[U],
ot Vopératewr L{U] est défini par la formule

@.2) L[UT=U+ [Gs, Uls, y(5), Tuls, ())]ds+

v
+ [H[t, (), 1), Ta(A0), )]+
Yo

+ f{ }01{,[8’ t, U(s, 1), Uals, 1), Uv(s,t)]di}d8+

@0 ¥(8)

v z
+ f{ [Fs,¢, Uls, 1), Uals, 1), U,,(s,t)]ds}dt.
Yo AlD) . ‘
Démonstration. Chaque solution U(z,y) de classe (¢ de Péqua-
tion (2.1) satisfait aux relations

(2.3) Uy, y) = Gz, Uz, y(@)), Uy, ¥ @)1+

-+ fli‘[m, t, U(m,t), Ug(w’t)y Uy(w7t)]dt!

y()

@24)  Uyla,y) = Hly, UA®), ), ULA0), 9]+

- *
+ [Pls,y, Uls, ), Uals,9); Unls, y)1ds.
P10))

On voit immédiatement que les relations (1.5), (1.6) résultent re-
spectivement des relations (2.3) et (2.4) et que (1.4) résulte de (2.1), (2.2).
Léquation (1.3) peut &tre obtenue de chacune des relations (2.3) et (2.4)
(cf. (1.2)). Elle met en évidence la continuité de Ugl®,y), car F(m,_y,
U, P, Q) est, par hypothése, une fonction continue et U(z,y) une fonction
de clagse O )

Remarque 2. L’existence d’une solution de classe C* du systéme
(2.1) résulte de celle d’un point fixe de la transformation
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(2.5) . U = L[U], ol L[U] est donné par (2.2),

définie dans un ensemble de Pespace (.. Le théoréme de Schaunder
(cf. [3], Satz 1, p. 173) nous permettra de démontrer, moyennant certaines
hypothéses, 'existence du point fixe en question.

§ 3. Notations et hypothéses. Désignons par I 'ensemble défini par
les inégalités (cf._ § 1, Définition 1)

(81 —ae<z<a, —f<y<pP, o0 O<a<oo e
0 <p < oo,
W<r, IPl<r et [Ql<r, on 0<r< oo,

et considérons en outre les deux ensembles suivants:

62 —e<z<a, [U<r, Q<7
(3.3) —f<y<p, Us<sr, [PI<sr.
Soit

(3.4) . h = 2max(a, §).

Tenant compte des notations introduites ci-dessus nous énongons
Thypothése suivante: ‘

]E[YPo'mESE A 1° —a <oy <ay, — <y, <8,
2° y(x) et A(y) somt des fonctions continues telles que

—f<yle)<p
—ae<Ay) <

lorsque —a<o<a,
—B<y<§.

3° La fonction F(x,y,'U,P,Q) continue dans Vensemble IT défini
par (3.1) satisfait & la condition N < minf{r/h,r[k?), od

(3.5) N = max|F|,
I

-lorsque

max = . mex
L @v,U,P,Qeln

) 4° Le vectem‘ constant U et les fonctions vectorielles continues 4, H sa-
tisfont auz conditions: |U| <o (o, U,Q)| <c dans VPensemble (3.2),
|H(y, U, P)| <c dans Vensemble (3.3), ot (cf. (3.5)) ¢ = min{r — AN,
(r—N#)/(1+21)}.

Hypormise K. La fonction F(z,y, U, P, Q) continue dans Vensemble
II y satisfast & la condition

(3.6)
|F(“"$ Y, U, P, Q)_F(ws ¥, U, P; @)I < wy(y, IP'—'P]i w)""“z("‘”y IQ"Ql: Y),

0% wy(y,v, %), wy®,v,y) sont des fonctions continues, assujetties dans
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Pensemble: —o <o Ka, —f<y<p, v>0 aur conditions suivantes:
1° w,(y, v, @), wo@, v,y) sont non déoroissantes par rapport & v.
90 Pour tout x fiwé dans Vintervalle {— a, o) et pour tout §, — B <y<p,
o(y) =0 —b<y<p
esi une intdgrale unique, passont por le point (y,0), de chacune des deusx
équations ;
(3.7) dvjdy = o,(y,v, 2},

lorsque

(3.8) dvjdy = — o,(y, v, ).
30 Pour tout y fizé dans Vintervalle (— B, B et pour tout &, —a < r<a
v(x)=0 lorsque = —a <<z <a

est une intégrale unique, passant par le point (2, 0), de chacune des deux
équations

(3.9) " dojds = i@, v, 9),
(3.10)

§ 4. TatiorkME 1. Admettons les hypothéses Ay et K et supposons
remplie Vune des deuwm hypothéses suivanies: ) )

a. La fonction G ne dépend pas de la variable Q ou la fonction y(x)
est constante.

b. La, fonction” H ne dépend pas de P ow A(y) est constante.

Dans ves hypothéses il existe ume solution du Probléme I (3).

Démonstration. I’hypothdse b jouant relativement au Pro]?léme .I
le méme 16le que I’hypothése a (cf. (1.5) et (1.6)) il est évident qu’q sm.“_ht
de démontrer le Théoréme 1 dans le cas, ol I’hypothése a est satisfaite.

Considérons (cf. Remarque 2) dans lespace C* Yensemble Z des
fonctions U(z,y) de classe (' dans le rectangle D (cf. (1.1)) ayant les
propriétés suivantes (cf. (3.1) et (3.5))

dvjdr = — wy@, v, Y).

(4.1) |U (2, y)| <7,

(4.2) |Ualz, y)| <7,; lomsque (#,9)eD,

(4.3) [Uylw, )l <71

(44)  |Una,y+e)— Unw,y)| < Ne lorsque  (@,y)eD,
(w,y+e)eD, ez=0

(*) Cette solution satisfait évidemment aux relations:
(U (@, y)| < 7y [ Uglz, )| <7 |Uyle, Pl < 7>

Upylz, y)| < N
dans le rectangle D (cf. (1.2 et Hypothése Ar, 30). :
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(45)  |To-te,y)—Tyfa,9)l <Ne lomsque  (o,9)eD
- (+¢e,9)eD, =0,
(4-6) le(%‘—{—S, ?/)'“Um(my Y < Py, @, &) lorsque (o, "./)GD;
(0+8,9)eD, ¢330,
@7)  |\Uye,y+e)—Uya,y)| <¢le,y,&) lomsque (s,y)eD
(,y+e)eD, =0,

ot p(y, @, &), ¢(@, y, ¢) sont des fonetions convenablement ‘définies pour
(z,y)eD et ¢ positifs suffisamment peﬁ1ts Passons & leurs définitions.

Soit 8(¢) le module de continuité (*) commun aux fonctlons r, G H,
y, 4 dans leurs domaines d’existence. Posons

(4.8) o(s) = max{d(e)+ &(’re—]—'r& (8)), 6(s)+(re)+ 6(Ne)}

et goit
(4.9) p(e) = o(e) -+ N8(e)+h{d(e)+ 8 (re)+ 8(Ne)).

11 résulte des propriétés de la fonetion () (of. le renvoi(*)) que
(4.10) ule) >0 pour &->0.

Désignons par v = x,(y, &, ; #) une intégrale queleconque de 'équa-
tion (8.7) (x fixé dans intervalle {—a, a)) issue du point (&, n) et par
v = ¥y, &, n;2) celle de 1'équation (3.8) passant par le méme point.

Posons formellement

1:(7, v (@), ule); ») lorsque y = y(x),
2:(y5 v (@), ule); 2) ¥ < ylz).

En tenant compte des propriétés des équations (3.7) et (3.8) et de la
relation (4.10), on démontre ([2], Satz 3, p. 149) que y(y, %, &) est une
fonction définie pour (z, y)eD et ¢ > 0 suffisamment petit et que

(411)  9(y,2,8) =

lorsque

(4.12) y(y,2,e) >0 dans le rectangle D.
&0
Posons
(4.13) ele) = sup §(Ned-y(y, A(y), [Aly-+e)—A¥)]))
—p<y<p
et goit
(4.14) v(e) = p(e)+ o).

(Y) R(E) étant une fonction arbitraire (vectorielle ou non), définie dans un
engemble 2, une fonction non déeroissante &(c) est dite module de continuité de la
fonction R(:i') lorsque 4&(g) > 0 pour &> 0 et que 5(a)>sup|R(E)—R(;’7)| pour
tous les £, Ee 2 tels quo |T—H]| <.
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Tl résulte des propriétés des fonctions u, & et y énumerédes ci-dessus
que .
y(e) >0

lorsque &-—>0.

Dégignons par x,(x, &, n;y), »:(e, & 7;y) les fonctions qui jouent
relativement aux éduations (3.9) et (3.10) le méme rdle que les fonctions
2y, & 75 @) b Z(y, & ;@) par rapport & (3.7) et (3.8).

Posons fornellement
lorsque = A(y),

< Aly).

”1(“‘7 ;L(?/)y v(e); ('/)
w(@, A(Y), v(€); )

On vérifie que la fonction ¢(z,y, &) esh déﬁme pour (z,y)eD et e
guffisamment petits et que

(4.16) p(@, Y, &) :,‘130

(4.18) @z, y,8) =

lorsque

dans le rectangle .D.

Tes fonctions y(y, x, &) et ¢(x,y, ¢) étant ainsi définies (cf. (4.11)
(4.15)) remarquons qu’elles satisfont aux relations

(4.17) letwu a,¢), 21| = p(y, @, &) —u(e),
»(@)
(4.18) | [ wuls, g8, 9, ), y1ds = p(, 9, )—2(e)

Av)

dont nous nous servirons dans la suite. ,
Nous allons démontrer que (2.5) définit une transformation qui
transforme Iensemble Z (cf. (4.1)-(4.7)) en un sous ensemble de celui-ci.
En effet, d’aprés les relations (2.5) et (2.2) il est évident que Uz, )
est une fonection de clagse O dans le rectangle D et que )

(4.19) ﬁm(wy y) = G[w, U(@’: y(x)), Uy, y(2))]+
+ fﬂF[wy t, Ulw, 1), Uslz,1), U/, t)]dt,
y(@)
(4.20) Ty, y) = Hy, U(Ay),9), Ual2v), 9)1+

+ fF[s;?h Uls,y), U. (8, ¥, Uyls, 9)1ds.

A(w)

(%) Dans le cas de I'hypothése que la fonction @ ne dépend pas de la varia-
ble @; on doit remplacer partout G(z, U, Q) par Gz, T).
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En tenant compte de (3.4) et de ’Hypothése Ay on déduit des relations
(2.5), (4.19) et (4.20) les inégalités

1T (2, 9)| < o+2he+N <1,
|Talz, )] <e+hN <7, Ty, y) <o+hN <7,

ainsi que les inégalités qu’on obtient de (~4:.4), (4.5) en y remplacant U
par U. Pour démontrer que la fonetion U (x, %) remplit aussi Pinégalité
(4.6) on va profiter des relations ’

(4.21) |U@+e,9)— Ule, )l <re, JU(@,y+e)—Uls,y) <re

qui sont une conséquence de (4.2), (4.3) (cf. la Définition 1). &(e) dési-
gnant le module de-continuité des fonctions y, @&, F, on démontre, en
s'appuyant sur (4.21), (4.8), (4.8) et sur I'hypothése a de notre théoréme,
que

(4.22)  |6[a+e, Ulate, y(@+te), Uylete, y@t+ eNl—

— @[z, Uz, y(@), Uy, ye)]l < ole),
et, en tenant compte de (4.21), (4.5), (3.6) et (4.6) on obtient
(4.23) |Flate,t, Ulwte, i), Ual+e, 1), Uylzt+e,8)]1—
_F[:my t7 U(wl t)! Uz(m; t)a U,,(.’L’, t):”
< 6(e)+ 8(re)+ 6(Ne)+ wilt, 9(t, @, 6), #].
1 résulte de (4.19) en vertu de (4.22), (3.5), (4.23), (3.4), (4.9) et
(4.17) que :
[Ty, y)— Taler, 9)] < 0(e)+N8(e)+h{é(e)+ 6(re) + 8(Ne)} -+
- v v
| [wlty vt @, €), 210t = wle)+] [aslts v, 2, 0), 91| = vy, @, 0
(@) »{®@)
cest--dire, 1a fonetion U (#, y) satisfait & Vinégalité (4.6). Pour démontrer
quelle satisfait aussi & (4.7) nous allons profiter des inégalités:
(4.24) lH['.'/“‘ &, U(M?/”’f’ ), Y+ 8)1 Um(}“(?/‘l“ €), y+ E)]—"
_H[f’h U(l(f’/): y)r Uw(z(y)’ f‘/):”
< 8(e)+ 8(re+rd(e))+ 8 (Net+w(y, 2(®), 1A(y+e)—2()N)
< 8(e)+ d(re+r5(e))+ele)
(cf. (4.13)) et

(4.25)  |F[s,y+e,U(s, y+2), Uls, y+2), Uyle, y-+e)]—
——F[s,y,U(s,y),Um(s,'y), Uy(S, y):“
< 8(e) 4 0(re)+ 8(Ne)+ wls, 95, 9, ), ).
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11 résulte de (4.20), en vertu de (4.24), (3.4), (3.5), (4.25), (4.8), (4.9),
(4.14) et (4.18), que

Tyf, g+ &)= Ty, 9)| < 6(e)+ 8 (re+ro(e) +e(e)+
+No(e)+h{8() + 8(re)+ S(Ne)} +| [ wuls, v(s, 9, ), 9)ds]
. - )

= ule)+ole)+] [ods, 9(s,9,2), ) ds|

)

Ay)

= 7’(5)+] fwe(s, @(8,9,8), y)dsl =z, 9, ).

Ainsi nous avons établi que ’ensemble obtenu de l’ensemble Z au
moyen de la transformation (2.5) est un sous-ensemble de Z. La conti-
nuité de la transformation (2.5) résulte de la continuité uniforme des
fonctions F, G, H en vertu du fait que la convergence de la suite
{U""(a},g/)} dans Despace C' équivaut 3 la convergence uniforme des
suites {UM(z, 1)}, (U2, ), {UP(e,y)}. On vérifie facilement que
I’ensemble Z est convexe (cf. (4.1)-(4.7)). 11 est aussi compact. En effet,
les fonctions U (z, y) appartenant & 1’ensemble Z sont bornées en commun
(cf. (4.1)) ainsi que leurs dérivées partielles (ef. (4.2), (4.3)) qui sont en
outre équicontinues (ef. (4.4)-(4.7) et (4.12), (4.16)). Le théoréme de
Schaunder peut donc &tre appliqué ([3], Satz 1, p. 173) et Péquation (2.1)
posséde au moins une solution de classe C* dans le rectangle D. En vertu
du Lemme 1 (cf. §2) le Théoréme 1 se trouve ainsi démontré,

§5 Remarque 3. L'Hypothdse K est satisfaite lorsque la fonction
F(x,y, U, P,Q) satisfait & la condition de Lipschitz par rapport aux
variables P et Q. La propriété inverse n’a pas lieu,

En effet, on vérifie facilement que I'Hypothése K est satisfaite
lorsque la fonction F satisfait & la condition (3.6) avec w.(y,v,)
= wy(€,v,¥) = w(v) ol w(v) est une fonction continue pour » >0,
non décroissante, positive pour » > 0. ef telle que w(0) =0 et que l'inté-

grale [(l/ew(v))dv est divergente (cf. [2], p.20). I1 est évident que cette der-
()

niére hypothdse est essentiellement plus générale que celle ol la fone-
tion F(z,y, U,P,Q) satisfait & la condition de Lipschitz par rapport
4 P et Q.

Admettant I'hypothése de Lipschitz on peut remplacer dans le
Théoréme 1 I’hypothése que la condition a ou b est satisfaite par des
conditions moins spéciales. Cette propriété résulte du Théoréme 2 qui
suit, -

Annales Poloniel Mathematici IV, 4
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TagorivMe 2. Admettons VHypothése A; (cf. §3) et supposons que
les fonctions F,G, H satisfassent & des conditions de Lipschits
51) |Fle,y, U,P,Q—F(e,y, U, P, Q) < M{P—PI+1Q-Cl},”
(5.2) G(z, U,Q)—6C(z, U, @) < KI@—¢I,
(5.3) |H(y, U,P)—H(y, U, P)| < K|P—P]|
dans leurs domaines d'emistence et que
(5.4) MMAK <1
ot h est défini par (3.4).
Dans ces hypothéses il exisie une solution du Probléme 1.
Démonstration. La démonstration du Théordéme 2 au fond ana-
logue & celle du Théoréme 1, en est plus simple. Nous nous bornerons
done & Vesquisser. Considérons (cf. Remarque 2) dans Despace ' len-
geinble Z* des fonctions U(z, ) de classe " dans le rectangle D (ef. (1.1))
satisfaisant aux relations (cf. (3.1) et (3.5))

(8.8) Uz, 9l <7, [ U, )| < 75 | Uyl )| <7
lorsque (@, y)eD,

(5.6) | Ual®, Y+ &) — Un(®, y)| < Ne

lorsque (2,y)eD, (w,y+e)eD, =0,
(3.7)  |Uylwte, 1) —Tylz, )| < Ne

lorsque (z,y)eD, (s+e,y)eD, =0,
(5.8) |Usfa+e,y)— Uz, 1) < ple)

lorsque  (z,y)eD, (z+e,y)eD, e=0,
(6.9) Uy, y+e)— Uy, y)l < v(e)

lorsque (o,y'eD, (z,y+eleD, &20,

olt y(e) est une fonetion convenablement choisie qui tend vers zéro
avec e Avant de donner sa définition mous allons introduire gquelques
fonctions auxiliaires. .

Soit 8(s) le module de continuité (cf. le renvoi(*)) commun aux fone-
tions ¥, &, H, y, A dans leurs domaines d’existence. 8(e) est domc une
fonction non décroissante, non négative et tend vers zéro avec e. Sans
restreindre la généralité on peut admettre que d4(e) est définie et bornée
_pour tous les ¢ non négatifs. Il en résulte (cf. (5.4)) que la fonction n(e),
définie par la formule

L .
(5.10)  n(e) =1—_h-J—I{KNe+ 6(s)+ 6(7’6—]—7‘5(6)) +Né(e)+
+R[8(e) 8(re) N Me])

est non décroissante, non négative et bornée pour tout & = 0 et quelle
tend vers zéro avec e,
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Posons .
(&) = n(e),

1—hi "/’(s)(’j(e))s

En vertu de (5.4) la suite {$®)(e)} est uniformément convergente.
On vérifie facilement que la limite de cette suite

(8.11) p(e) = lim y©(e)

28—>00

PN e) = n(e)+ s=1,2,...

est une fonetion non décroissante, non négative et satisfait aux relations

(5.12) yp(e) >0 lorsque &-—>0,

K
(8.13) () = n(e)+ 777 P(8(e).-

La fonction y(e) ébant ainsi définie (), nous allons démontrer que (2.5)
transforme ’ensemble Z* (cf. (5.5)-(5.9)) en un sous-ensemble de celui-ci.

En vertu de Hypothése A; la fonction U(z,y) définie par (2.5) satisfait
aux inégalités (5.5)-(5.7) (ef. (4.19), (4.20)). En tenant compte de (5.5),
(8.2), (58.7), (8.9), on démontre que :

(5.14) |@[r+e, Ulp+e, y(@+8), Uylo+e, y(@te))] — v

*G[:L', U(m: 7(”))2 Uv(mt '}’(m))”
< 8(e)+ d{re+ré(e)) +ENe+Ey(ly (a4 ) — 7 (@)|)
< 6(e)+ 8(re+r8(e)) +ENe+Kvyp(5(s))

et en g'appuyant encore sur (5.1) et (5.8) on établit I'inégalité
(3.18)  |Flate,t, Ulz-te,t), Ulwte, 1), Ufate, )]—
—F[z,t, Ulw,t), Ula, 1), Uylz, )]l
L 6(8)+O(re) +My(e)+MNe.
11 résulte de (4.19), en vertu de (5.14), (3.5), (5.15), (3.4), (5.10) et
(5.13), que
[Tule+e, 9)— Ualer, 9)| < 8(e)+ blre+rd(e)) +ENe+Eyp(3(c))+
+N8(e)+h{8(c)+ 8(re) + Myp(e)+ MNe)
= (1—hM)n(e)+Eyp(8(e) + 1 Myp(e) = y(e).

(*) Dans I’hypothdse supplémentaire que
@) -7 @) <mlz—3, AP—-i@I<mly—y, rM+mEK<1,

on peut poser tout simplement y(e) = (1— kM) n(e)/(1—hI —Km) ol 7(e) est donné
par (5.10) (en admettant que &(be) < b (e) pour chaque b > 1 ce qu'on peut toujours
faire sans restreindre la généralité).

m>=1,
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Une démonstration tout & fait analogue de Pinégalité
[Ty, g+ &) — Uyl )} < wle)

peut étre omise ici.

Ainsi nous avons établi que P’ensemble obtenu de l’ensemble Z°
au moyen de la transformation (2.5) est un sous-ensemble de Z*. On
vérifie facilement (cf. la démonstration du Théoréme 1), que la transfor-
mation (2.5) est continue dans Z* et que l'emsemble Z* est convexe et
compact. Le théordme de Schauder pouvant &tre appliqué, I’équation
(2.1) (cf. Remarque 2) posséde au moins une solution de clasge O' dans
le rectangle D. En vertu du Lemme 1 le Théoréme 2 se trouve ainsi dé-
montré.

Remarque 4. Les hypothéses du Théoréme 2 conecernant les fonc-
tions G(x, U,Q) et H(y, U, P) (cf. (3.2)-(5.4) et Hypothése Ay, 4°) ne
sont pas les plus faibles possibles. Nous les avons admises pour simpli-
fier 1a démonstration de notre théoréme. Toutefois elles ne peuvent pas
stre supprimées. Bn effet, dans le cas ol n=1, F=0, y() =z
My)=—y, ¢« = B, @ =—Q, H=P+y, le Probléme I n’at.imet pas de
solution (méme locale) quels que soient le vecteur constant U et le point
(2o, ¥o) €D (cf. (1.1)). Dans cet example, étroitement 1ié & ’exemple donnd
dans la Remarque 4 de la note [4], Pinégalité (5.4) et Hypotheése A,
4° ne sont pas satisfaites.

§ 6. Existence d'une solution du Probléme IL Dans le cas, oil
A(y) est constante, ou B{y, U, P)— ¥'(y)P ne dépend pas de P, Vexi-
stence d’une solution du Probléme IT résulte du Théoréme 1, cas b
(¢f. Remarque 1). En nous dispensant d’énoncer ce corollaire, passons
3 un autre théoréme assurant I'existence d*une golution du Probléme II.
On vérifie facilement que Dexistence d'une solution du Probléme II
régulte de celle d'une solution de classe C* du systéme

(6.1) U = L[U]
ol Vopérateur .2[U] est donné par la formule

o v
(6.2)  L[Ul=TU+ [ Blt, UQW),1), UalA0), 1] dt+
Yo

-+ fG[89 U(S: 7(3)); Uv(sy ')’(3))]‘13‘1“
()
x Y
+ [{ [ P1s,t, UGs, ), Uds, ), Uy(s, 1)]dt}ds.
/0] ,
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En tenant compte des notations introduites au commencement
du §3 nous énoncerons P’hypothése suivante:

HYPOTHESE Ap. 1° —8 <y, < B.
2° y(x) est une fonction continue telle que

—p<yl@ <p lorsque —a<z<Le0,
A(y) est une fonction de classe (7i telle que
—a<AMy)<a lorsque —p<y<B;
w est un nombre non négatif tel que
(6.3) —w < A(y) <w.
3° La fonction F(z,y, U, P,Q), continue dans Vensemble II défini
par (3.1), y satisfait & lo condition
‘ N < minfr/R2, r[k(w+1)},
od

(6.4) N.= max|F|.
I

4° Le vecteur constant U et les fonetions vectorielles continues G, B

satisfont auw indgalités: |U] < ¢, |G(z, U, Q)] < ¢* dans Vensemble (3.2),
|B(y, U, P)| <¢* dans Densemble (3.3), o (cf. (6.3) et (6.4))

¢* = min {(r —NA2)/(1+2h), (r—wNh—Nh)[(1+w)}.
THEOREME 3. Admettons les hypothéses K et Ay et supposons vérifide

Vhypothése suivanie:

La fonction G ne dépend pas de lo voriable Q@ ou bien la fonction
v{(2) est constante.

Dans ces hypothéses il emiste une solution du Probléme IL(7).

Démonstration (esquisse). Soit & ’ensemble des fonetions U(z, y)
de classe ! dans le rectangle D (ef. (1.1)) qui satisfont aux inégalités
(4.1)-(4.7), ol y(y,2,2) est une fonction définie dans le §4 et ¢(2, 9, )
est une fonetion convenablement choisie. Avant de donner sa définition,
différente de celle de la fonction ¢ considerée dans le §4, mous allons
introduire quelques fonctions auxiliaires. Soit &(e) le module de conti-

() Cette solution satisfait évidemment aux relations:
U@,y <r, |Uslw,)I<r, |Tylw, )l <75 |Usylo )< H
dans le rectangle D (of. (1.2) et Hypothdse Ayr 3°).
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puité commun aux fonctions F(z,y, U, P, Q), 4=, U,Q), By, U, P),
y(@), N(y) dans leurs domaines d’existence (ef le renv01( )). Posons
(6.5) sup [, vt A1), 1A +e)—2)l)s A @)

—~p<i<p
—B<U<B

(6.8) 6*(e) = max{5(we)+ 8(rwe-Hr8(we)), 8(we)+ 6 (rwe)+ 8 (Nwe))

T(e) =

et soit

(6.7) #°(e) = 8(g)+ B(re+rwe)+ o(e)+6*8(e) +wo*(e) + BN 8(e) 4+
+ | Ne+N8(we)+-h[8(we)+ 6 (rwe) + 8(Nwe)+7(e)]} +
+ we-+h[d(e)+ 8(re)+ 8(Ne)],

oil p(e) est défini par (4.13).

Désignant par x(x, &, 71;9) et xa(x, &, n;9) les mémes fonctions
que dans le §4, posons formellement

S {nl(w,l(y)ﬂ'(s);f'/) @ = AY),
P9, e) = () 2(y), 2" ()5 9) z < Ay).

On vérifie facilement que la fonction @(z,y, s est définie pour
(¢, y)eD et ¢ suffisamment petit et que “les relations suivantes subsistent

(6.8) (e, y,8)>0

lorsque
lorsque

dans le rectangle D,

(6.9) | Joals, 005, 9, ), )5 = 9@, 9, )—57(e).

)
Nous allons démontrer que la transformation
(6.10) U(o,y) = LLU(@,9)],

ot L[ U7 est défini par (6.2), transforme Iensemble &Z en un soug-ensemble
de celui-ci.
En effet il résulte des relations (cf. le renvpi Q)

ﬁm(-’”: ?/) == G[”"’ U(W, 7/(93)), Uu(ma '}’(m))]+
y
+ [F,t, Ul,1), Uslo,
»(®)
Uy("‘”: y) = B[f’/y U(l('y)7 '.'/)7 U:c(z'('.'/)v y)]"
U(A@); »(A®)), TulA@®), y(A))] -

— X&),
—2) [ F[m), t,T(AW),1), TalA@), 1), Ta(A(®), 1)) &+

waw)

&5
+ fF[sH'/: Uls, ),
Ay)

t), Uy, t)1dt,

(6.11)

Uals, ¥), Uyls, y)1ds
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que U(a;, y) est une fonction de classe Ot dans le rectangle D ét qu'elle
satisfait aux relations (4.1)-(4.5) (cf. Hypothése Ap). La démonstration
que la fonetion {(x,y) satisfait aussi & P’inégalité (4.6) est la méme que
dans le cas du Théoréme 1. Pour démontrer qu’elle fatisfait & 'inégalité
(4.7), on profite des relations suivanteés assez faciles & vérifier:

A(y+e)—Ay)| < we,
(cf. (6.3)),
[Bly+e, U(A(y+e), y+¢), Us(Aly+e), y+e)]—
—Bly, U(A(),9), Ta(A®), 9|
< 8(e)+ b(re+rwe)+ S(Ne+p(y, A(y), [A(y+e)— 1))
< 6(e)+ d(re+rwe)+o(e),
ol p(e) est défini par (4.13),

(6.12)

(6.13)  |@[Aly+e), Urly+e), y(A(y+e), Ty(tly+e)s »(Aly+e))]—
—@[a), U@,y My)) U, (@), y(A))]] < o%(e),
(cf. (6.6)),
(6.14) . [FlA(y+e),t, U(A(y+e)s1), z( W+e), 1), TylAy+e)s t)]—
—F[ay), ¢, U(A®), 1), U=(2), 1), Ty(2(), ]|
< 8(we)+8(rwe) -+ 8(Hwe)+as [t vlt, 4(3), 2y+8)—2®)), 2¥)]
< 8(we) - 6(rwe)+ 6(Nwe)+ 7(g),
(cf. (6.5)),
(6.18) | F[s,y+e, Uls,y+e), Usls, y+e), Uyls, y+e)l—

—F[s,y, U(s,4), Usls,9), Uls, Nl
(&)+ 6(re)+ é(Na)—}—wa(s,tp 8, Y, ¢€) ,:I/).

En vertu des relations (6.11)-(6.15), (6.7
facilement (cf. Hypothése Ay) que

) et {6.9) on démontre

[Ty (@, y+ &)= Ty, )| < 8(e)+ 8(re-+rwe)+ o(e)+6"8(e) +
+100" (&) +Nh 8 (&) +w|{ Ne -+ N & (we) + h[ 8(we) +6(rwe) -+ (N we) +‘;(s)]} +
+wNe+ h{d(e)+ 6{re)+ a(Na)}+]MJ) w8, p(s, ¥, &), y)ds|

< ”‘(8)‘{‘1;'4’;“’2(8: ®(s,9, ), y)dsl = p(a, 9, ¢).
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Ainsi nous avons établi que lensemble obtenu de l’ensemble & au
moyen de la transformation (6.10) est un sous-ensemble de Z. On vérifie
facilement que I’ensemble & est convexe et compact (cf. (4.12) et (6.8))
et que la transformation (6.10) est continue. Le théoréme de Schauder
(cf. [3], Satz 1, p. 173) pouvant é&tre appliqué, 'équation (6.1) posséde
au moins une solution de classe C* dans le rectangle D. Le Théoréme 3
se trouve ainsi démontré.

Nous énoncerons encore un autre théordme sur ’existence d’une go-
Iution du Probléme II, analogue au Théordme 2 relatif au Probléme I.

TuloRbEME 4. Admettons Z’Hypothése~ Agp, les relations (B.1), (5.2)
et supposons que |B(y, U,P)—B(y, U, P)| <.K"|P—l5| dans Uensemble
(3.3) et que les constantes de Lipschite M, K e E* sotent suffisamment
petites.

Dans ces hypothéses le Probléme II posséde une solution.

§ 7. Désignons par IT, I'ensemble défini (dans ’espace de variables
2,9y, U, P, @) par les relations

—B<y<p, ob

(T, P, Q arbitraires) et considérons en outre les ensembles X, et X, définis
par les relations

(7.1 —a<o<a, I<a<oo, O0<p<oo

(7.2) -

o , U, Q arbitraires,
(7.3) —B

a
B, U,P arbitraires.

HyporabsSE Ry (Ry). La fonction F(z,y,U,P,Q) est continue e
bornéde dans UVenmsemble (7.1) et les fonctions G(x, U,Q), H(y, U,P)
(6(=, U,Q), By, U,P)) le sont dans Tes ensembles (7.2) et (7.3) respecti-
vement.

Remarque 5. On peut substituer dans les théorémes 1 et 2 (3 et 4)
les ensembles (7.1), (7.2), (7.3) au lieu des ensembles (3.1), (3.2) et (3.3)
en remplagant en méme temps les prémisses 3° et 4° de 1"Hypothése A;
(Aqp) par PHypothese By (Ryy). ‘

La solution U(x,y) du Probléme I satisfait alors aux relations (cf.
les renvois(3) et (7))

U, Ml <1y |Uulwyy)l <1y, [Tyl )| <14y
|Usy(@,y)l <N dans D, ot (cf. (3.4))

(7.4) 7y = max{o;+ kW, o1+ 2h)+Nhe},

¢, = max{sup |G|, sup |H|, |U]}, N = sup|F|,
Zi Zy m
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tandis que la solution U(»,y) du Probléme II_ satisfait aux relations

[Ua@, )l <12y Uy, 9)| <7

dans le rectangle D o (cf. (3.4) et (6.3))

75 = max [ Nh2+ (14 2h) ¢z, (w+1)(Nh+6a)},

¢, = max {sup|6G], sup|B], ]l"/'|}, N = sup | F|.
1 P m

[Tz, )| <14 [Ual, )] <N

(7.5)

La Remarque 5 résulte du fait que en vertu de PHypothése Ry (Ry)
ley prémisses 3° et 4° de I'Hypothése A; (Ap) sont satisfaites lorsque
P =1y, C=0 (¥ =Py, C=0)

§ 8. Existence de solutions des problémes classiques. Voici main-
tenant les Corollaires 1 et 2 qui résultent immédiatement du Théo-
réme 1 ainsi que du Théoréme 3.

CoroLLAIRE 1. Bxistence d’ume solution du probléme. de
Darboux. Admetions VHypothése K (cf. §3) relativement & la fonction

" F(z,y,U,P,Q) continue dans Vensemble II défini par les inégalités (3.1).

Supposons que les fonctions o(w) et ©(y) soient des fonctions de classe O1
dans les intervalles (— a, a) et {— B, B> respectivement et que o(0) = 7(0).
Dans Vhypothése que les fonctions |F(z,y, U, P, @), ls'@)], [t®)l, |7’ )]
sont bornédes par des constantes suffisamment petites il ewiste ume solution
U(w,y) du systéme (1.3) ayant des dérivdes U, Uy, Uz coniinues dans
le rectangle D (cf. (1.1)) e satisfaisant aux relations

Uz, 0) = o(x)

U@0,y) =<y
On a évidemment (cf. (3.5))
1) (U@, 9l <r, |Tfz,9) <7, |Tylo, )l <7, |Un(@, i<V

dans le rectangle D. Dans le cas ol la fonction F' est bornée dans ensemble
IT, défini par les relations (7.1) les fonctions o(w) et 7(y) de classe C! dans
les intervalles (—a,ad et (—f,f)> respectivement ne sont soumises
qu'a la condition o(0) = 7(0). Les relations (8.1) subsistent pour un 7
convenablement choisi (2). v o -
COROTTAIRE 2. Existence d'une solution du problédme de
Cauchy. Admetions VHypothése K (cf. § 8) relativement & la fonction
F@,y, U, P,Q) continue dans Vensemble IT défini par les inédgalitds (3.1)

lorsque —a <o <
<

24
lorsque  —p

(9) 11 suffit d’adwmettre v =ry, ot 7, est défini par (7.4), oy = max {|z(0)],
max |o'(w)|, max |r'(y)]}, N =sup|F|, b = 2max(a, ).
In

—aE<a —B<Y<p
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Supposons que o(x) soit une fonetion continue, o(z), y (@) soient des fone-
tions de classe C* dans Vintervalle {—a, a) et

min y(@) = —p,
—a<T<a

max y(z) = B,

@i

y'(®) 5 0.

Alors, dams Uhypothése que les fonctions |F(x,y, U, P,Q)|, |o(=)|, lo'(m)|
lo(@)| sont bornées par des comstantes suffisamment petites(®) il ewiste wn:z
solution du systéme (1.3) ayant des dérivées Uy, Uy, Uy continues dans
le rectangle D ‘et satisfaisant aux relations

Uiz, y(2)) = o(%)
U(z, y (@) = o(x)

Passons maintenant au Corollaire 3 qui résulte immédiatement du
Théoréme 3.

CorornArRE 3. Existence d’une golution du probléme de
Picard. Admettons Uhypothése K relativement & la fonction F(x,y, U
P, Q) continue dans Vensemble II défini par les indgalitds (3.1). Sup,po;ons
que les fonctions o(x) et v(y), A{y) soient des fomctions de classe C dams
les intervalles —a <@ < a et —f <y < B respectivement et que

M=p) = —a, o(—a)=17(—0f),

lorsque —oc<a<a,

lorsque —a< o <a.

—a<AY) <a

_ lorsque —B <Ky <p.
Ago'rs 8t Von admet que les fonctions |F(x,y, U, P,Q), |=(¥)l, 1='(),
|’ ()} sont bornees par des constantes suffisamment petites (cf. lo renvoi(®)),

il ewiste une solution du systéme (1.3) ayant des dérivédes U, Uy, Uy conti-
nues dans le rectangle D et satisfaisant auw relations

" U(w, —p) = o(@) —e<Lo <L a,

U(2(y), 9) = =(y) —B<y<$.
Voici eficore le Corollaire 4, déduit par A. Lagota du Théordme 2.
CoroLLARE 4. Existence locale d’une solution du probléme
ge’ Goursat. Admetto'ns. (5.1) et les prémisses 2° et 3° de Phypothése AAI.
dupposom qlue les ]‘onc:twm o(@), y@), v(y), A(y) soient des fonctions
¢ classe C° e que |y (2)| <1 lorsque —a <o < a, [A(y)] < 1 lorsque
—B<y<B, 7(0) =2A0) =0, o(0) = ¢(0). Alors si Pon admet que los
constantes a, B, |7(0)| ef les bornes supérieures des fonetions [='()], |o'(@)|

lorsque

lorsque

(*) Cette hypothdse est super.ﬂue dans le cas i

) ou la fonetion ¥(w,y, U, P,
eit coz;t:;:sle et bornée daqas P'ensemble JIT; défini par les relations (7.1). La l‘qllemarqueg ;
perme valuer la solution U (x, ) ainsi que ses dérivées Ug, Uy, Ugy dans le rectan-

gle D. Nous nous dispensons de donner cette dvaluati
e uation, i
faite dans le Corollaire 1 (cf. le renvoi(?)) o smalogue & eelle qui 66

I8
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sont suffisamment petites, il ewiste une solution du systéme (1.3) ayant les
dérivé:s Uy, Uy, Uy continues dans le rectangle D et satisfaisant aux
relations :
U, y(@) = o) —e<Lr <,
U(ay), 9) = =) —B<Y<p.
§9. Remarque 6. La démonstration des théorémes 1 et 2 était
basée sur la propriété que chaque point fixe de la transformation (2.5),
considérée dans un ensemble de ’espace O, est une- solution du Pro-

bléme I (cf. § 2). On peut aussi démontrer les théorémes 1 et 2 en ge ser-
vant d’une transformation (différente de (2.5)), définie dans un ensemble

lorsque

lorsque

-convenablement choisi dans Pespace C et dont chaque point fixe est

identique & Ia dérivée seconde mixte d’une solution du Probléme I. C'est
cette dernidre méthode qui a été adaptée par S. Mazur & la démonstra-
tion du résultat de P. Hartman et A, Wintner concernant Pexistence
d'une solution du probléme de Darboux (cf. lintroduction). A savoir

“§. Magur a déinontré Dexistence d'une solution continue W(z,y) du

systéme .
Wz, y) = F(m7?/) Ule, y),P(m,y),Q(m,y)),

ol (cf. les notations introduites dans le Corollaire 1, §8)

x v
U(@,y) = o(@)+r(y)—o(0)+ [{[ Wis, 0t} ds,

Pla,y) = @)+ [ W, 0dt,  Q@,9) = Z)+ | Wis, 9)ds
[ [1]

en appliquant le théoréme de Schauder & la tramsformation
T[W]= F(m’ y, Uz, 9), Plz,¥), @, ?/))

eb % un ensemble convenablement choisi dans I'espace C.
La méthode de 8. Mazur peut aussi étre appliquée & la démonstration
des théorémes 3 et 4. ’

Remarque 7. La solution du Probléme I, dont Vexistence est
assurée par les théordmes énoncés dans cette note ne doit pas forcément
étre unique. Il en est ainsi méme dans le cas olt la fonction continue
F(x,y, U, P,Q) ne dépend pas des variables x, y,P,Q et les fonctions
y(@), Aly), @z, U, Q), H(y, U, P) sont constantes.

Cetite remarque résulte d’un exemple df & P. Hartman et A. Wintner
([17 (i), p. 841). Je me propose d’étudier dans une note 4 part Dexistence
d’une solution unique des Problémes I et IL.
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Propriétés des intégrales de I’équation parabolique
normale

par W. PoGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction. Soit 1’équation aux dérivées partielles du type pa-
rabolique :

n n
- 0%y ou ou
= _ —_— ——— =)
) ¥ él Gopl4 1) 7 +m§1 B ) 5= o4, thu —
ol les coefficients a.(A,1), b4, 1), ¢(4,t) sont des fonctions détermi-
nées dans la région fermée

(2) Ay, ooya,)eR4+8, 0Kt <T,

2 étant un domaine borné dans Pegpace euclidien & n (n > 2) dimensions,
limité par la surface fermée §. On suppose que la forme quadratique

n
3) D) Gogl4,1) XX,
aff=1
est définie positive dans la région (2).

La premi¢re idée de la recherche de la solution fondamentale de
Péquation (1) est due & G. Giraud [1]. Ensuite F. Dressel [2] a étudié
d’une fagon compléte la solution fondamentale de l’équation (1), mais
sous 'hypothése restrictive que les coefficients a,, soient des fonetions
admettant des dérivées secondes. Récemment W. Pogorzelski [3], 'au-
teur de cet article, a étudié la solution fondamentale de 1’équation (1)
sous I’hypothése plus générale suivante:

1. Les coefficients a.(A,1t) vérifient dans la région (2) la condition
de Holder

4) |@gg( Ay 1) — Aol Ay, 1) < Te(r"a, +li—8:™)

¥ étant une constante positive et h, h' deuw constantes positives qui me sont
pas supérieures & Vunité, 144, désignant la distance des points A, A;.
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