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Propriétés des intégrales de I’équation parabolique
normale

par W. PoGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction. Soit 1’équation aux dérivées partielles du type pa-
rabolique :

n n
- 0%y ou ou
= _ —_— ——— =)
) ¥ él Gopl4 1) 7 +m§1 B ) 5= o4, thu —
ol les coefficients a.(A,1), b4, 1), ¢(4,t) sont des fonctions détermi-
nées dans la région fermée

(2) Ay, ooya,)eR4+8, 0Kt <T,

2 étant un domaine borné dans Pegpace euclidien & n (n > 2) dimensions,
limité par la surface fermée §. On suppose que la forme quadratique

n
3) D) Gogl4,1) XX,
aff=1
est définie positive dans la région (2).

La premi¢re idée de la recherche de la solution fondamentale de
Péquation (1) est due & G. Giraud [1]. Ensuite F. Dressel [2] a étudié
d’une fagon compléte la solution fondamentale de l’équation (1), mais
sous 'hypothése restrictive que les coefficients a,, soient des fonetions
admettant des dérivées secondes. Récemment W. Pogorzelski [3], 'au-
teur de cet article, a étudié la solution fondamentale de 1’équation (1)
sous I’hypothése plus générale suivante:

1. Les coefficients a.(A,1t) vérifient dans la région (2) la condition
de Holder

4) |@gg( Ay 1) — Aol Ay, 1) < Te(r"a, +li—8:™)

¥ étant une constante positive et h, h' deuw constantes positives qui me sont
pas supérieures & Vunité, 144, désignant la distance des points A, A;.
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9. Les coefficients b(A, 1), ¢(4,1) sont des fonctions continues par
rapport & Vensemble des variables (@1, ..., Xn, t) dans la région (2) et elles
vérifient par rapport aux veriables spatiales la condition de Holder

(B) 1B, 1) =Dyl dy, )] < K7y lo(4,8)—0(Ay, )] < K1l

K, %" dtant des constanles positives.

Par analogie avee 1’équation elliptique et conformément & lidée
de G. Giraud, V’auteur obtient la solution fondamentale de 1’équation (1)
sous la forme (%)

(6) TI'(4,t; B,7) =w"%(4,1; B, 7)+

t
+ [ [ [wHA, b M, 0P, L5 B, )AL,

T (M)
La fonction w™”® est déterminée par la formule
0 tM7 (A, B
M) A, 5 By = (1= ey [ - £
; 4(t—7)
ol on & posé
n
®) M4, B) = 3 @M, 7)(a,— &) (ap— &)
a,f=1

a®®M,r) désignant les éléments de la matrice inverse de la matrice
llog M, 7)ll, 2 désigne un domaine arbitraire mesurable, contenant
Pensemble Q-8 dans son intérieur, et les coefficients a.,b,, ¢ sont
prolongés au domaine £’ d’une fagon arbitraire, mais sous la condition
de satisfaire aux inégalités (4), (5) et de conserver la propriété de la forme
quadratique (3).

La fonction (7) est déterminée et continue pour tout couple de points
Az, ..., x,) et B(&,..., &) du domaine £’ et pour tout couple (r,1)
dans Pintervalle <0, T, si = < t. On a désigné par M le point arbitraire-
ment fixé dans le domaine Q'

D’aprés I’hypothése sur la forme qua.drathue (3), il existe deux
constantes positives g et &, telles que la fonction (8) vérifie les inégalités

9) ¢hp < 04, B) < @y

dans la région-considérée. Si les coefficients @, SO0t constants, 1a fonction
(7) ext une solution, dite fondamentale, de ’équation

2
(10) 5‘,, UG N
af

op
“d " Oz Oz, ot

- ) @M désigne I'élément de volume au point M,
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Si les coefficients a,, sont variables, la fonction (7) ne vérifie pas,
en général, I'équation (10) — elle sera dite quasi-solution de cette équa-
tion.

La fonction @ dans l’expresmon (6) est une solution de P’équation
de Volterra singuliére

(11) B(4,1t; B, %) = f(4,; B, )+ \

13
“f fffNUiat;M,C)di(M,c;B,r)de:

z (M)

#

oti le noyau N ct la fonection f sont donnés par les formules
N(4,t; M, §) = Vaeb|a(4, 1) Py [w™¥(4, 1 U, )],
f(4,t; B,7) = AN(4,4;B,7), A= (2Vm)™

nous rappelons que l'opératenr différentiel W est défini par la formule (1). |
Nous avons montré dans le travail [3], en admettant 'hypothése (4), j
;

(12)

que le noyau (12) de Péquation intégrale (11) vérifie I'inégalité & singu-
larités séparées

1

H 22y ~h
C}I)A[Iu 1

(13) |V (4,t; M, ) <
ot hy désigne le plus petit des deux nombres h, 2k’ et uy est choisi & V'in-
térieur de 1'intervalle (1—5,/2,1), ¢ est une constante positive. Dans
1a limitation (13) les singularités sont faibles relativement & l'intégrale
simple et & lintégrale de volume, puisque n-+t2—2uy—hy < .

La solution unique de I’équation (11) aura la forme

(14)  @(4,t;B,7) =f(4,t B, 7)+

t .
+af [[RA, 6 M, OHM, ¢ B, 1)aM i
T D'(m
ot le noyau résolvant du noyau N est la somme d’une série

(18)  N(A,t; M, L) = N(4,t M, C)-|—Z“;Z"N,(A,,t;M, 7).

Les noyaux itérés N, sont déterminés par la relation de récurrence
(16) = N,.a(4,t;M,0) =ffffN(A,t;11, YN, y; M, b)dldy
(N, = NT. Chaque itération abaisse le degré des singularités de la limita-

tion et, d’aprés I’inégalité (13), les noyaux itérés seront bornés & partir
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d’un indice », tout au plus égal & la plus grande des deux valeurs

CERNE
1(1—%)’ by —2(1—p)]”

En s'appuyant sur la limitation (13), on trouve que tous les noyaux
bornés vérifient I'inégalité

an

1 . [gaT(1— pry) (§— )42 7™
m(1-—- pa) I'im(1—pa)] ’

g1 et g, étant les bornes supérieures des fonctions

n+2 2,41-h1 = fa-

Le dénominateur I'[m(1— p,)] dans la limitation (18) assure la con-
vergence absolue et uniforme de la série (15) pour toute valeur A et t—¢,
abstraction faite de quelques termes non bornés.

La solution unique (14) de léquation (11) est done déterminée et
continue en tout point A = B du domaine Q' et pour ¢ dans Vintervalle
(v, T). 11 est facile de montrer que le terme intégral dans la somme (14)
admet une limitation & singularités plus faibles que (13), la solution &
de ’équation (11) vérifie done l'inégalité :

(18)  [Foemld,t; M, O)] <

|-Nvol < glﬂ

const 1
(19) IQ(A,t;B’T)]<(t——‘L')m.’?W (4 # B, 7<1).
Kerivons la fonction (7) sous la forme d'un produit .
(20)  w*%(4,1;B,7)
PME( A, By]re-» PHT(A, BY] on- 1
= exp| — / [4 Mx R
4(t—7) 4(t—z) J—r1) [97A4, B)]

oL u est un nombre arbitrairement choisi & l'intérieur de lintervalle
(0,1). En remarquant que le produit ¢“*~*¢~? est borné dans Vinter-
valle (0, co), notamment

n

) N2t
qn/2~u 1 < ( R g MRt
\ 2

et en utilisant 1'inégalité (9), on voit que la fonction (20) vérifie I'inégalité

const 1

21 _—
o =

w4, 1; B, v)] <

icm®
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8i A 5 B, 1 > 7. Des inégalités (19) et (21), nous concluons que le second
terme de la somme (6), que nous désignons par

12
=f f(ffwm(ﬁ, t; M, DM, ; B, 7)dBdL,
7 2'(M)

(22)  W(4,1;B,7)

vérifie l'inégalité

const 1

(23) O e e R

[w(4,t; B, 7)| <

Les singularités de cette limitation sont plus faibles que pour la fone-
tion (21). La fonction w™%(4,1; B, ) est donc la partie prineipale de la so-
lution fondamentale !

(24) T(4,t; B, 7) = wP (4,t; B,7)+ (4, t; B, 1)
de 1’équation pa;'a.bolique (1).

A l'aide de la solution fondamentale (24) on peut définir les solu-
tions de I’équation parabolique (1), qu’on appelle potentiels généralisés
relativement & 1’équation (1) et qui sont analogues aux potentiels relatifs
4 Déquation du type elliptique. Ces potentiels permettent de résoudre
les problémes aux hnntes pour P'équation (1). Dans ce travail, nous dé-
montrerons quelque,s propriétés des potentiels généralisés de simple

couche, de charge spg,tlale et de l'intégrale de Poisson-Weierstrass géné-
ralisée.

2. Propriétés du potentiel généralisé de simple couche. Admet-
tons que la surface fermée S, qui limite le domaine borné £, vérifie les
conditions suivantes, dites conditions de Liapounoff:

1. 11 existe un plan tangent en tout point de la surface .

2. L’angle A(P, Q) entre les plans tangents en deux pomts quelecon-
ques P, Q de la surface § vérifie 'inégalité
(25) A(P, Q) < Crkq
ol P’exposant constant x satisfait & la condition 0 < x
une constante positive.

3. 11 existe un nombre positif § assez petit, tel que la sphére K de
centre au point arbitraire P de la surface 8 et de rayon & déeoupe sur
cette surface une portion Sg, située & l'intérieur de la sphére K, dont la
projection sur le plan tangent en P est un ensemble de points que cette
Annales Polonfol Mathematief IV. ’ s

< 1 et O désigne
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projection. fait.. correspond_te d’une fag.on blunlvoque aux points de
Tensemble Sgx. o .

 DEFINITION 1. On appelle potentiel généralisé de simple couche,
relativement & l’équa'tion-pambolique (1), l’intég'rale de surface suivante(2)

(26) fffl (4,1 Q: )9(Q, 7)dogdz.

8i la fonetion ¢(@, 7) — dite densité de la couche — -est déterminde,
bornée et intégrable dans 1a Tégion fermée [QeS 0 <7 < T, la formule
(26) détermine la fonction U(4,1), qui vérifie l’éqmtmn pa,la.bollque (1),
en-tout point non situé sur la-surface §.
-» Om peut-aussi définir la valeur de Ia fonction (26) en tout pomt P
de la surface 8, eomme l'intégrale généralisée

27 Pty =lim [ [[T(P,t;Q, ¥)p(Q, v)dogdr  (t, < 1).
@7 TP, Mofff( ) ; .
Lrexistence de cette intégrale résulte 1mmédm1:ement des mégahtés (21)
et (23), d’aprés’ lesquelles nous avons une limitation & singularitég falbles
: ¢ 1
@) (4,19, r)I <
3 étant un nombre quelconque i l’mténem de D’intervalle (4, 1), 6’ une
constante positive.
La smgulan’cé de la hxmtamon (28) étant f:mble, on peut démontrer
par la méthode clagsique de la théorie du potentiel que le potentiel (26)
tend vers la valeur (27); i le point A tend vers le point P-de la surface S,
f étant fixé.- ’ N :
D’aprés l’inégalité (28), le potentiel (26) admet la limitation

1—p

@9y . oo lUAt)I

sup|g| désignant la borne snpéneure de la fonetion |g| et s, — la. borne
supérieure positive de ’intégrale

Gy f [ <.

(*) Nogs' conservons le signe d'intégrale double pour l’mtégmle do surface dans
lespaee é, w chmenslons ot celui d’mtégrale tmple pour l’mtégxale de volume da.ns cet‘
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L’inégalité (29) nous apprend que le potentiél U(A t) tend umfor-
mément vers zéro si t— 0. :
D’aprés les formules (6) et (14), il est facile de voir que la dénvée
z(4,%; @, 7) de la solution fondamentale par rapport aux coordonnées
du pomt A (®yy..,,) est nne fonetion uniformément continue de Pen-
semble des variables (4,t;Q,7) dans la région

AeD®,  QeS, . 0<z<igT,

ot Q* est un domaine fermé arbitraire, situé & 'intérieur du domame 2.
11 en résulte que le potentiel (26) admet des dérivées premidres spa,ha,les
sous la forme d’une intégrale régulidre

14
(51) Ue 4, 8) = [ [ [ T4, Q,1)9(Q, v)dogdr
[

en’ tout point non situé sur la surface S,
Eerivons le potentiel (26) sous la forme d’une somme

(32) U(4,1) = UN(4, 1)+ TUO(4, 1)
en posant .
.- N .
(33) CTOU, 1) = [ [ [w974, 1@, 1)e(Q, D)dogdr,
08
i
(33) . UY4,1) =fff¥3(A,t;Q} 99(Q, 7)dogdr. . .

_En utilisant le méme procédé qui a donné Iinégalité (21), on trouve
que les-dérivées spatiales de la quasi-solution vérifient I’méga.hté

const 1

(34) ’ [0 27(4,1; B, 1) <( —r)".-—rATz"

done, d’aprés la formule (22), les dérivées spanales de la fonction % vé-
rifient P'inégalité . o A

const 1
_ T ,u’ %l—w’—hl

(35) @, (A t; B z)l <

o étant un nombre arbitraire é. Tintérieur de Pintervalle (3—4h,, 1).
Les singularités de la limitation (35) sont faibles relativement &
Tintégrale de surface et & l’mtégrale snnple, puisque nous- avons

n+1—24 —h,<n~1 ‘ si 1—§h1</x <1
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11 en régulte, par le raisonnement clagsique de la théorie du poten-
tiel, que les dérivées spatiales de la fonetion U® ont des valeurs limites
bien déterminées

11
(36) lim 4,1 = [ [ [, (P # Q, 2(Q,v)dopdz
08

si le point A tend vers le point P de la surface §, sous la seule supposition
que la fonetion (@, r) soit bornée et intégrable.

Les dérivées de la quasi-solution admettent une hmxtatlon (34)
4 singularité forte relativement & D'intégrale de surface, puisque n-1—

—2u > n—1 quel que soit x dans lintervalle (0, 1). Donc nous ne pou- -

vons pas affirmer, méme si la fonction (@, ) btait continue, que les
dérivées spatiales du premier terme de la somme (32) (et par conséquent
aussi les dérivées du potentiel (26)) ont des valeurs limites, si le point
intérieur 4 tend vers un point P de la surface 8. Cependant une certaine
combinaison linéaire de ces dérivées, dite dérivée transversale de la fone-
tion U(4, 1) au point intérienr A relativement au point P de la surface 8,
donnée par la formule

aU(4,1)

(37) aTs

a4 ,1)cos(Np, z5) Uwa(Av 1),
a,8=1

a une limite déterminée, si 4 — P; (Np, xs) désigne l'angle que fait la
normale intérieure & la surface 8 aw point P. avec V'axe z,. Nous avons
notamment la propriété smivante:

THEOREME 1. 8¢ la densité ¢(@, ) est continue dans la région
QeS, 0Lt <T, la dérivde transversale (37) du potentiel de simple
couche au point intérieur A du domaine Q tend uniformément vers
la limite

38) aU4,1) _ {2V B
a-p dTp 2Vdet]a,“’(Pt P

f ) f TE LG 4Q, v)dags

8t le point A tend vers le point P de la surface 8 et 0 <t << T.
On admet que les coefficients ayg, by, ¢ vérifient les conditions (4), (B)
et la surface 8 satisfait auw conditions de Liapounoff. D’accord avec la formule

icm
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(37), la. dérivde transversale de la solution fondamentale oaw point P est
donnée par 1égalité
are, 49,7 o
(39) P = Y (P, eos (N, 7) T4 (P, 15 Q, 7)
af=1 .
et présente des singularités faibles, si Q@ — P, v —t.”

Démonstration. La démonstration exige une autre méthode que
celle de la comparaison avec le potentiel de double couche, puisgue ce
potentiel n’existe pas dans le eas actuel.

Il suffit d’étudier la dérivée transversale du guasi-potentiel (33).
Nous avons

d Q.7 . . 1 —n2—1 ﬁo'r(Ay Q)
(40) TZ_T;[W 4,4Q,1)] =~ S{t—o)™* GX‘P[—“Z(T;?)—]
x a™(Q, 7)a5(A, 1) (z,— £,) 08 (Np, &5)
a,f,y=1
—_ 1 1 —-h2=1 ﬁQ"A Q .N .A.
= _E( —1) exp[ ———4“_ 3 ]704(}06( p, QA) —
1 $%7(4, Q)
{21 —— N X
2(t ) exp[ 10—1) ]x

x D) a™Q, D)t A, )— (@, 1@, ~ &) eos (N, ).
e,fy=1

En appliquant l'inégalité (4) de Holder, que nous avons admise, nous

~ voyons que le second membre de la dernidre somme, que nous désignerons

par F(4,1;Q,7), vérifie Pinégalité

Cy 1 C, 1

W) 1P, 60,9 < ey +

'r)"z - 12‘.51-2;;2

py €6 p, étant des constantes positives arbitraires, 0, et ¢, — des constan-
tes positives dépendant de u, et u,. En choisissant u, et u, & ’intérieur
des intervalles

1—3h<p<l, 1l<p,<1+4+W
on voit que la fonction F vérifie I'inégalité & singularités faibles

const 1
(42) P4, 71 < T Famee
ol by = inf(h, 2k) et u* est choisi éu Pintérieur de lintervalle (1—34h,, 1
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L dérivée transversale du quasi-potential U® aura pour” expression

(43) z;.flT;[U“’(A’ ]

- ’-/

¢
(Mp, Q4 ﬂQ*A ‘
=__fff'u°cos ﬁlzg )exp[ 4(t— 2 ] (Q, 1) dogdre::
et ‘[l - .

'+fffp(A,t;Q,r>¢(

D’a.prés la limitation (4
la limite -
R

(44) hmfffﬁAtQ, )q;(Q, daadr—f”FPtQ, Q,

A—P

@, 7)dogdr.

2), la seconde des intégrales (43) tend wvers

T)degdr

il reste done 3 étudier Ia premidre dey’ mtégrales (43), que nous désignerons
par I(4,1).

Supposons d’abord que le point A est situé sur la norm‘ﬂe au point
arbitraire P de.la surface S et décomposons lintégrale I em deux parties
(45) I(A, 1) = Igg(d, 1) +Ig ge(d, 1)

ol : .

(Np, QA) P4 (A
(46) I,gKA ) _—”f“"‘m 1,:,2?1 GXp“["* 4(: ’Q)]qo(Q,r)daodr;,

~=1)]

Sg désigne la portion de la surface § située & Pintérieur de la sphére K
de rayon 6 et de centre P, dont il a été question dans les conditions de
Liapounoff. Btudions la différence

(47) © R(4,1) = Ig(A, t) ng(A t)
entre l’mtégrale (46) et Vintégrale de la méme forme

7 P,t ’ .
(48) Isk (4, 1) fff’r‘zla'ﬁos NZZ?IA)eXP[_ ﬂét((t{l_,f; )]lp(l),T)dqu(ZT

. ﬂ/ﬂ
relative & la projection SK de la surface Sz sur le plan tangent en P & la

surface 8, @' désignant la projection du point Q. Démontrons d’abord
que 'intégrale (48) tend vers la limite

L v
(49) LmIf (At B 1
B P RIS agl4:1) = - 21/det’|a“ﬁ(1>,t)|(p( Y B

icm®
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si 0 £t <T. Dans ce but écrivons Tintégrale (48) sotus la forme.

7.4g: €08 (Np,Q'A (Np, Q"4 A)

9544, Q)7 ¥ (A:Q’;'t)d-ga'

(50)  Ifg(d, ) = —2" f f
en posant

ﬁ*" A,
(81) p(4,Q,1) = ___EL) q-

cni2—1 ,—¢
g e (P t— "
9F.4(4,9) .
4 S

Soit maintenant S un domaine partiel arbitraire du domaine Si
contenant le point P dans son intérieur. Considérons dans I’hyperplan
t = const une surface sphérique A de centre 4, de rayon unité et dési-
gnons par £,..., & les coordonnées du point de cette surface A qui
correspond au point @’ par projection centrale.du point 4. Nous pouvons
alors écrire l'intégrale (50) sous la forme d’une somme d’intégrales

~ * —- da)f s 3
(32)  Isgld,t) = —2" 9P, P,1) || == GEIRRLY oE
st 3w e

3 fn) .

a1 [ [9(4,Q,8)— (P, P, t)]dw(éy, ...
_on—1 jf ¥ ”'/" Al )] wn/zl
E8f) - [ 2 a’aﬁ(P5t) 54;55]

a, f=1
7 4@+ €08 (V)
_on~-1 ff Aj;pt = 1(;7)4]?"/‘21 y(4, Q' t)dog,.

S-S . -

On a désigné par E(S{g) I’ensemble des points-de la: surface sphéri-
que A qui correspond aux points @' du domaine Sx et par d(&y,.r.y &) —
1’élément d’aire de la surface A.

Remarquons que, d’aprés la formule (51), la fonction ¢(4 Q t)
est continue par rapport 4 ’ensemble des variables 4,Q’, si ¢ > 0 est
fixé. A tout nombre positif ¢ on peut donc faire conespondre un do-
maine 8% et un nombre positif 7,(¢) tels que la deuxidéme des intégrales
(52) soit inférieure en valeur absolue & %3¢ si |AP| <7]1(5)

Remarquons - ensuite ue, dans le domaine 8%x— 8%, le facteur
cos(Np, @’A) et par conséquent toute la fonction figurant da,ns la troi-
sidme des intégrales (52) tend uniformément vers zéro, si le point A tend
vers le point P. Done, le domaine S étant fixé, nous pouvons ~faire
correspondre au nombre & un nombre positif 7,(e) tel que la deuxiéme
des intégrales (52) soit inférieure en valeur absolue & je, si |AP| << 7(e).
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Enfin remarquons que l’ensemble E(S}z) tend vers un hémisphére, si
|AP| tend vers zénp, donc au nombre & on peut faire correspondre un
nombre 74(¢) tel que da premiére des intégrales (52) différe de I'intégrale

(voir le supplément & 1a fin du travail)

Ao (€ ..oy &n)
n/2
(P, 1) &, 5,,]

gty PPt)ff[

" La, p:l

’ l/n)”
= —9"2p(P, )I" -73) o [
Py (2 Vet |a*A(P, 1)| 21/det|a“ﬂp ?)|

#(Py1)

d’un nombre inférieur en valeur absolue & }e, 8i |AP| << 7,(s). Bn somme
nous aurons
(V)

53 1" A,t e
53) seldi 0+ e a(P, 1)]

PP, 1) <e

si [AP| < inf(i,, 72, 7s), ce qui établit la proposition (49).
Nous ‘démontrerons maintenant que la différence (47) est continue
au point P-de la surface §, c’est-i-dire que l'on 2

(54) HmR(4,1) = B(P,1) = Ig(P,1).
AP
Observons que lintégrale (48) s’annule si A coincide avec le point P
et que l'intégrale généralisée
(85)  Isg(P,t )

- _ 7pg €08 (Np, QP) ,,90.1(1)’ Q)
fff T — o [— ij—] (@, 7)dcgdr

est absolument convergente, puisque la fonction sous le signe intégral
vérifie 1'inégalité

"rq|cos (Np,QP)| [_ ﬂp"(P,Q)] comst 1

2(t—)"H1 4(t—r) oy g

(56)

(d’aprés la propnéte (25)) et les singularités de la limitation (56) sont
faibles relativement aux intégrales (55), u étant choisi & Pintérieur de
Pintervalle (1— }x, 1).

Etudions done la différence

(B7). - - R4, 1) =R(Py1) = Igy(d, ) —Is (P, ) —I3(4,1)

icm®
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si 4 — P. Soit K, une sphére de centre P et de rayon 4§, < 8. Nous dé-
composons les iﬁtégmles (87) en deux parties

_ Tsgld; 1) =Tsg (4, t)+ISK_SKI(A’t)1
(58) Tsg(Py 1) = Igg (Py )+ Lsg _se (P 1),

154, 1) = I3 (A, )+ T5e sl (4,1)
étendues aux domaines Sk, Sx—8k, situés & l'intérieur de 1a sphére K,
et aux domaines extérieurs. Nous démontrerons d’abord qu’au nombre

positif arbitraire ¢ on peut faire correspondre un ra,yon g(e) de la sphére
K, suffisamment petit pour que 1’on ait

(59) IIsK (4,1)—1g, (4,0 < fe

quelle que soit la position du point A.

On peut prouver par un calcul élémentaire les inégalités suivantes
1/4‘7';’0' /'erI +1-1 - rii@ 1/47‘}'@: /7’0@;+1+1
‘/47%01/7(2201 +141 h 'rfm, 1/47'%@,/7'@@; +1— 1

il en résulte, d’aprés l'inégalité

(60) g < constrEh:

qui est une conséquence de la condition (25) de Liapounoff, qu’il existe
une constante positive y << 1 telle que

(61) 1S raelrag <1y
paur tout point @ de la portion SKI et quel que soit le point 4 sur la normale

en P. Ensuite, en appliquant les’ 1néga,htés (4), (9), (25), (61), on arrive
aux inégalités

(62) [r49c08(Np, QA) —r4q.008 (Np, T'A)| = rgg. < Gonﬂt‘@ﬁf,
#47(4, Q) 9744, Q)
R N e =y
T g2t 119%%(A, Q) — 874, Q)
< exp ["" 4(#-——1)] 10—7)

(64) [9%%(4,Q)— 94, Q")
< Toy(rhg [t — oM )nPrig + 0 M 7o (T ag T agr)

ol M, désigne la borne supérieure de ll’ensemble des fonections |a®(4,t)|
et k; — leur coefficient de Holder. En s’appuyant sur les inégalités (62),
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(63), (64) et en utilisant 16 procédé qui a fourni’ Pinégalité (21), on- con-
state que la différence des mtégmles (59) vérifie I'inégalité

eonst — dogdv
(65) iISKl(A,t)—_Z‘ A tl<fff t-——’t" W’Z'H' T +
uo,cos (Np.Q7A)
s TR (Q) 7@ P’ fff Bi—aET
774, 9.
XGXP[-‘-——*—__U_T) ]dO'Qrd'L‘

ot y(Q) désigne le cosinus de I’angle que font les normales aux points @
et P. Or la premiére des intégrales (65) est relative & une fonction & singu-
larités faibles, si nous choisissons la constante w & l'intérieur de intervalle
{(1—3#x, 1). Ensuite, la seconde intégrale est bornde quelle que soit la po-
sition du point A4, en vertu de la transformation (52)..

Nous en concluons done; en tenant compte de la continuité de la
fonetion ¢(Q, 7)/¥(Q), que la différence (65) tend vers zéro aved le rayon o
de la sphére Ky, ce qui justifie 1'inégalité (59).

Les autres différences des-intégrales (58) sont plus faciles & étudier.
On voit que V'intégrale (55) d’une fonction & singularité faible tend vers
zéro ‘avec le rayon de la sphére K, donc on aura

(66) s (Py0)] < R

sil’on prend une valeur g,(¢) suffisamment petite du rayon de la sphére K.
La sphére K, étant fixée avec un rayon égal au plus petit des nombres
o(e), o,(¢), on rapproche maintenant le point 4 du point P, c’est-b-dire
on fait correspondre au nombre & un nombre 7 (e) tel que l’on ait & la fois

(67) |ISK—SK,(A )— st_sK(P DI < e, |I&g(d,t)] <te

8l |AP| < n(e); ceci est possmle_ en vertu de Ja continuité de. Pinbégrale
Isx-sg,(4,1) au point P et du fait que lo facteur cos (Np, @Q74) tend
uniformément vers zéro si Q’es’i{—sjgl et 4 —P. En réunissant les xé-
sultats (59), (66), (67), nous voyons que’
(68) IR(4,)—R(P, )| <e, si
Il en résulte, d’aprés (49),:que

|[AP| < n(e)

(2Va)

69) HmIg (A1) = Ig (P, t)— ———d (P, {).
: . 4ap K 1,1) = LsglP, 9 detlaaﬁ(Pﬁ)“P( ) 1)
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M suffit maintenant de s’appuyer sur la continuité de V'intégrale Tg s, (4, 1)
et sur les intégrales (44) ot (36) pour établir la thése (38) du théoréme 1.
Remarquons que, d’aprés les égalités (32), (40) et les inégalités (35), (42),
(56), la dérivée transversale de la solution fondamentale sous ’intégrale
(88) vérifie V'inégalité & singularités faibles

const 1

(t—z)* ' 1B5 TR

1 d
(70), - *[P(P,t;(?,r)]

oﬁ. , désigne un nombre chojsi '3 Dintérieur de Dintervalle (1—34%,, 1), %1
démgne le plus petit des deux nombres h,, .

Nous avons supposé dans les eonmdératmns antérieures que 1e ponlt A
tend vers le point P de la surface § le long de la normale en ce point. Suppo-
sons maintenant que le point A tende vers le point P de.la surface S le
long d’un arc arbitraire situé & Pintérieur du domaine 2. Soit Py le point
de la surface 8 lé plus rapproché du point 4. La dérivée transversale du
potentiel U (4 ;1)- relativement au pomt P,-w expnme par la’ formule
avu(4, t) -

T UZ‘IMA 1 1) €08 (N, @) U (4, 1) ,

(70

done la différence entre les dérivées- transversales: relativement aux
points P et Py a la valeur suivante

(10")  dU(4, t)/dTPl;—dU‘ A,1)/dTp

= Z‘ G4, t)[cos(Npl,acﬂ)—eos (Np, m,,)]U (4, 1),
a, =1
Remarquons maintenant que, d’aprés les condmons de L1apounoﬁ
la différence des cosinus vérifie I’inégalité

-

lcos (N, &5) —

D’autre part on peut montrer sans peine que les dérivées spatiales du
potentiel de simple couche vérifient 1'inégalité

eos(l\p, mﬁ ] < const-rpp, .

1t * dO’
(70" | U (4, )] < comst [ f i By
. Uy ”'.AQ

D’aprés un raisonnement développé dans la. démonstration du thé-
oréme suivant, I'intégrale (70""') est comparable avec |logr4p;| 8i 4 — P;.
11 en résulte que la différence (70'') tend vers zéro avec la distance |[PPy|,
sous la condition que
(70) ' 7p lograp, >0 i
81 |PPy] — 0. Or le point A est gibué sur la normale au point P1 et la valeur

- (70") tend uniformément vers la limite étudide, si A — Py, nous en concluons
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que la dérivée transversale au point A relativement au point P tend vers
1a méme limite (38), si le point A tend vers ce point P le long d’un arc
vérifiant la cohdition (70™).

Si la densité ¢(P,t) de la couche vérifiait la condition de Holder
par rapport au point P, alors on peut montrer que la limite (38) est indé-
pendante de la fagon dont le point A tend vers le point P de la surface 8.

TEEOREME 2. 81 la densité ¢(Q, ) est une fonction bornée et intdgrable
dans le domaine fermé {(Qe8; 0 v << T, le potentiel généralisé (26) de
simple couche verifie, par rapport aum variables spatiales dans la région
fermée (AeR+8; 0 <t << Ty, la condition de Holder

(71) |U(A,1)—U(4,, 1) < const-sup|p|ri,,

ot Dexposant 0 est un nombre positif arbitraire imférieur & Dunité.
Démonstration. Soient deux points arbitraires 4, 4, dans Den-

semble 2--§ et la sphére IT de centre 4 et de rayon 2, 4,- Décomposons

les intégrales (26) relatives aux points 4 et 4, en deux intégrales

U(A,t) = USH(A, 1)+ US4 1),

72

(72) U(Ag, )= US4, )+ US-Sm(4,, 1)

étendues & I’ensemble S, des points de la surface § gitués & lintérieunr
de la sphére IT et & la partie extérieure §—8 ('ensemble S, peut &tre
vide). Il suffit d’étudier le cas olt la distance r, 4, 68t suffisamment petite
pour que I'ensemble S soit situé & ’intérieur de la sphére K, intervenant
dans les conditions de Liapounoff, dont le centre est le point P de la
surface § le plus rapproché du pomt A. D’a.prés l'inégalité (28), nous
aurons

(73) U4, ] < ;= suple [ f g

_2,4

Supposons que le nombre & dans les conditions de Liapounoff goit
suffisamment petit pour que le cosinus de I'angle entre les deux normales
aux points P et @ de la portion Sk soit supérieur & §. Nous aurons alovs

20’ do,
74 USn(4, <t 2
) 0, ] < supllff

7\-—2/4

21‘44
n_ﬂ‘"'—sz

20 _ ZZ#oltl—u
_ 1 pbup {‘P' f T

T I u— 1)

sup ] -7

(3 <u <)

iom
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85 désignant l’ensemble des projections Q' des points @ de l’ensemble

8y, sur le plan‘tangent en P, w,.; désigne V'aire de la surface sphérique
2 (V™!

P(n—-l
2

% n—2 dimensions. D’une fagon analogue nous obtenons
Srq4
20 1- ' 204—2
— "sup]qo|f Oy P2

(18)  |USE(4,,1)] <7

2. 32/:—! O”w,, 1
= {1 gup || ]
=) 2o,

Pour étudier la différence des seconds termes des sommes (72), nous
nous appujerons sur la décomposition (32). Remarquons que, d’aprés
la limitation (35), la dérivée de la partie U®(A,1) est bornée dans le
domaine £, done cette fonction vérifie la condltmh de Lipschitz

(76) US4, 1) — U4, 1) < const g g
dans Vensemble 2-8. I suffit par conséquent d'étudier la différence
(77) TOS-Sm 4, ) —gW5-8m(4,, 4)

relative & la premiére partie (33) du potentiel. En appliquant le théoréme
des accrmséements finis, nous aurons

(78) w? (4,4 Q,7)— wa'(A,,t;Q,z')
1 _ 927 4", Q)
—_— n/2~1 _vrand
3 (t—17) exp [ 1i—1) ]
X D a™(B, 7)(05— &) 008 0y, ) aa,

o f=1
olt A* désigne un point intérieur de segment AA,.

Or, si le point @ est extérieur & la sphére IZ, nous avons pour tout
point A* du segment A4, les inégalitiés

(79) 1740 < Tase <3740
done la différence (78) vérifie, d’aprés (9), 'inégalité
(80) w4, 4;Q, 7)—w(4y,1;Q, 7)|

3n2M,

< 8 (¢ 7)~"=1exp [_ 9740

T4QT44
1 ]‘“ 1

16(t—7)



GUEST


icm

78 S s . W. Pogorzelski-

pour tout pmnt QeS+8y. Il en résulte : o ) .
‘U(l)s SH(A t)— U(I)S Sn(Ay,t | . )

“-nz 1
_” MaSUPifPl?qu ff t-—r ! eXP[

R A -

(81)

———g—@("———]u dogdr
16(t—z) | 4277

f g ‘“dq]dvo

- WAQ/m

< ng—n/z 1,,,2M Sllpl‘PlUAI fj =1

dtTQ
<4"g""2 ln’M sup tqvll‘ )VAAI j f

Nous démontrerons que l'intégrale obtenue est comparable & [log 7|
si A, — A, Supposons d’abord que I’ensemble Sy soit vide et écrivons

”aaq_“dae

Sk étant la portion de la surface S située 3 1’1ntér1&ur de la sphére K de
centre P et -de rayon ‘6, dont il est question dans les conditions de Lia-
pounoff. On peut toujours admettre que les inégalités (61) sont verifiées
pour Q eSx et on v01t que uq > L-rm quel que soit @ el. Nous aurons alors

dO'Q

"‘AQ

do‘o ff dog L gnet dog
ff 1 < n— rﬁ'é:,l R S_SK'I‘P-(—? o
dlonr . . :
i é 9 Tl n—1
dog 'an_,f " do 2% 718|
< g
(82) £f ,r:ui—él %ﬂ——l (]/ 1)2+ z)” 1 6ﬂ 1

v dégignant-la distance |4P| et |§] — I'aire de la surface §, de plus on
a supposé que le cosinus de P’angle entre les normales aux points P et
Q ¢ Sx est supérieur 3 3. De Dinégalité (82) il résulte que l'intégrale étudide
vérifie dans le cas 2r44 <.» linégalité
(83) f f s < Pograpl +o”
¢’ et ¢” étant des: constantes positives. '

_Si Tensemble S n’est pas vide (2144, 27), nOUS écrivons

Sk

dO’Q

ff do'o
n—1 ' ) M1
TAQ Sléx ’I'_AQ
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sous I'hypothése que 2744

< 4, auquel cas il suffit de:se borner. Nous
obtenons alors e

(84) f f dog an_l f‘ S omYg)
erl \ (],/rﬂ_l_g )n— 6”—1
¢ 47'244 —? :
2w,,_14‘/"‘+ a oy
< 711-—1 f C + ‘sn—-
v 2crAA

oll ¢ < 1 est un nombre positif égal & la borne miérxeure du ra.pport ‘des
distances rpq/rpg dans Sg. Des inégalités (83) et (84) rious concluons. que,
pour tout couple de points A4, 4, dans Pensemble 248, on a l’mégahté

(35) f f = <01I10g9u1{+02

01, Oy étant des constantes positives. En nous appuyant sur ’inégalité
démontrée (85) et sur les inégalités (74 (75), (76), (81), nous arrivons
4 la thése (71) du théoréme 2. ’

TEEOREME 3. 87 la densité o(Q, ©) est une jo'rwtzon bornée et mtégmble
dans la région fermée

QeS

le potentiel genéralisé (26) de simple couche vérifie, par rapport & la va-
mable t dans Vensemble fermé

AeQ+ 8,

0L <<T

0<i<T,
la condition de Hoélder ‘ ' e
(86) |T(A,t)—T(4,1t,)| < const -'syuplq)] [t—1, [0 o<e < 1).
Démonstration. Supposons que

a | AeQ18,

et décomposons la différence des potentiels aux deux pointg (A t) et
(4,1t) de la. fagon sulvante

Tid, )1 Ail)—[fffl’AtQ 0(@ 7
+ffo’AzQ,

0, <tgT

(87) dqut+

A tl,Q,

7)]e(@,7) 7)dogdr.
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D'aprés Pinégalité (28), la premiére des intégrales (87), soit I, admet
Ia limithtion
C's,

(88) FAIRS 1= P Il [t— s~

o'} < 4’ < 1. Pour étudier I,, la seconde des intégrales (87), considé-
rons la sphére 4 de centre 4 et de rayon 74, que nous .ne fixons pas pour
le moment. Décomposons ’intégrale I, en deux parties

(89) : Iy =134 41375

étendues & la portion 8, de la surface 8 située & I'intérieur de la sphére A
et & la portion extérieure S—8, ('ensemble S, peut étre vide). 11 suffit
d’étudier le cas ol 7, est suffisamment petit pour que l’ensemb.le. 8,
se trouve & lintérieur de la sphére K, intervenant dans les conditions
de Liapounoff, dont le centre est le point P de la surface S le plus rapproché
du point 4. Par analogie avec les limitations (73) et (74), nous aurons
{90) 1154] < const-t*~#5up |p| 72,

Remarquons maintenant que, d’aprés I'équation pamboliqu.e .(1),
la dérivée de la solution fondamentale I'(A4,t; B, z), admet une lm.nta,-
tion du méme ordre de singularité que les dérivées secondes spatiales
Tzgap(4,1; B, 7), donc du méme ordre que les dérivées secondgs
wf;'g,(A, t; B, ) de la quasi-solution. Cette limitation sera done la sui-
vante

C, 1
(91) Ipt(A1t§Bv’f)|<m'W
ol $ < u<1 Il en résulte que la-seconde des intégrales (89) vérifie
Vinégalité Y
Cylt—1t,|dogdr
(92)  |I5-5a] < suplg| of stW
—®4

dO’Q
< const-sup|p| lt—1,| Jf T
—SA A

Nous traiterons l'intégrale obtenue de la méme fagon que l'intégrale
(84) et mous obtiendrons dans le cas 74 >v:

8 n—3 n—1
dog 20p_y - " do 2"
(93) f! r S f . =R FrEET
524, 140 b4 cm(l/v+e)
B2
0 H" ar om-18|
< =1 f ;4—!14 éﬂ+2—2l4 .
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Le cas r, < v peut étre étudié d'une fagon analogue.
11 en résulte la limitation suivante de Pintégrale (92):

(94 s < Gl

3—2u

I itl_'tl

ol la constante ¢, ne dépend pas de 7.
Choisissons maintenant

T4 = Caft;—1)°

ol lexposant « est un nombre positif inférieur & Dlunité (tel que
a(3—2u) < 1) et ¢, est une constante Dositive suffisamment petite pour
que l'ensemble 84, dans le cas de la sphire de rayon r, = ¢, T, soit
situé & D'intérieur de la sphére K de centre P. Le plus avantageux est de.
choisir o de fagon que I’on ait 1—a(8—2u) = a(2u—1) d’ott o = i
Done, d’aprés les indgalités (90), (94), lintégrale I, vérifie Pinégalité

(95) (4, t)] < const-sup jp| [t—t,}"~ 12,

Les nombres u,;’ étant arbitraires 3 I'intérieur de Dintervalle
(%,1), il en résulte la thase (86) du théoréme 3.

THEORBME 4, 8i lo densité ®(Q, 7) est une fonetion bornde et integrable
dans la région

Qel, 07T,
Pintégrale
14
crrod
(96) HP,0) = | | ﬂﬁ;mp, tQ, )1g(Q, v)dogdr,
s

dans Vexpression de la dérivée transversale (38), est une fonction déerminée
dans 1o région [QeS, 0 < = < T] qui vérifie la condition de Holder

O H(P, ) —H(Py, t,)| < const-supp| [15, + [t—1,""]
0% %y = inf(hy, %), 0 et 6’ sont des nombres positifs arbitraires inférieurs
& Dunité.

Démonstration. Nous rappelons que la dérivée transversale de la
solution fondamentale gous le signe de l’intégrale (96) vérifie la limitation
& singularités faibles (70), ce qui assure lexistence et la continnité de
Pintégrale généralisée (96) dans la région [PeS, 0 <t < T]. Daprés
les formules (24) et (40), nous étudierons d’abord la composante suivante
de la fonction (96): S

3 J—
. " 7pg @08 (Np, QP) 9%5(P, Q)
(98) H'P,1) =of£] mm—exp[— m]p(@,r)wdu’qdr.

Anmnales Polonici Mathematicl IV, 6
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Considérons done deux points quelconques P, P, de la surface S et
une sphére IT de centre P et de rayon 2rpp. Il suffit d’étudier le cas
2rpp, < 0. Nous décomposons les intégrales (98) relatives aux points
P, P, en trois parties

HYP, 1) = B (P, )+ Hip_s, (P, )+ Hi s (P, 1)

99 . .
(©) H'(Py,1) = HEH(Pu 1)+ Hsg—s, (P1y 0)+Hs sz (P, 1)

tendues A la portion 8 de la surface Sk située & Vintérieur de 1a sphére 7,
3 la portion Sg—8y de la surface Sg extérieure & la sphére IT et & la
partie §—8g de la surface § extérieurs & la sphére K. D’aprés la limi-
tation (56), nous avons évidemment

HE (P, nstsu[lf dr ff dog -
I SH( ’ )I < ¢0 PP ) (t—‘t)“ S;I Tg—&l——ﬂu—x

8%, étant la projection de la surface Sy sur le plan tangent en P et
1—3» < p < 1. Nous aurons done

21‘Ppl

7R
(100) |H§H(P,t)]<const-sup]¢p|tl—uf @p_1
[}

s T
= const-sup |p| ¢ H ¥R
ol 0 < 2u—2+2% < x.
D’une fagon analogue on aura .

3rpp1

(100')  |HS(Py, 1) < const-suplg|i~ f

0

O 2y
S T

= const-sup |p|t' " rEE .

Pour étudier la différence des seconds termes des sommes (99), nous
nous appuierons sur ’inégalité

(101)  IrpaCos (N, QP)— 77,0008 (Np,) QPy)| < const (reqrbe, +rorer,)
facile & déduire des conditions de Liapounoff et de 1'inégalité

(102) l6*— b < la—Db[%,

icm
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vraie pour @ >0, b >0, 0 < » < 1. Ensuite nous nous appuierons sur
1’inégalité

59%P, Q) ] [ 997(P,, Q)
103 —_—— PR L2
(203) exP[ ti—z | P 4(i—7) ”
<exp [_ 913 ] [8%(P, Q) —9%%(Py, Q)]
16(t—=). 4(t—1)
< exp [_ grdo ] 3Mnrpo?rp
16(t—7) 1 4(—2)

8i Qe S§— 8. Nous en concluons la limitation suivante:

(104)  |Hp 5, (P, ) —Hgz_g,(Py, )]

i i 3
< const-sup l?’lf i i ~ f
0 - T) 2erppy

< const-sup [p|il—# B2+

Iy

% 2o
77PP+ 1T TPPL L, s i
,,,n-}-z—zu r r

ot 1—3x < u < 1. Les mémes inégalités (101), (103) sont vraies si QeS—Sx
et nous obtenons évidemment (rpp > 6):

(105)  |Hs_gg (P, t)—Hs_se(Py, 1)

o bp, + 1™
. 1 'PQ" PP 1 B0 PP,
< const- sup |g| i ff——Fzz_u Ldog

S-Sk
18] "

< const- sup |lpi tl_” W 7pp; .

D’aprés les résultats (100), (100°), (104), (105), lintégrale (98) vérifie
la condition de Holder
(106) [H*P, t)—H"(Py, t)] < const - sup |p| '~ rfs,

ol § est un nombre positif arbitraire, inférieur & l'unité. Pour prouver

que l'intégrale (98) vérifie 1a condition de Holder par rapport & la variable ¢,
éerivons (t; < 1)

t .
107 BP,9—E'®,t) = [ [ [ B(P,1;Q, )9(Q, )dgdr+
i s

t
+offsf [B(P,t;Q,7)—E(P,1,;Q,7)]¢(Q, 7)dogdr

o B(P,t;0Q,v) désigne la fonction sous le signe de l'intégrale (98).
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D’aprés la limitation (56), nous avons
‘.
(108) 1 [ J f B(P,1;Q,7) ¢(Q, 1) dogdr| < const- sup p|t—t,""
i st
oll 1—}x < p' < 1. Soit maintenant une sphére A de centre P et de

rayon 74, que nous ne fixons pas pour le moment, située 4 Dintérieur de
la sphére K. Par analogie avee la limitation (100), nous aurons

E(P,t;0,7)]0(Q, v)dogdr

(109) U [f[EP,t,Q,)

< const-sup |p|tt a7 R

Un caleul connu donne pour la dérivée de la fonction F la limitation
suivante:

const 1
(t—z) BT

(110) |BfP,t;Q, 1) < (0 < <1).
Done, en répétant le raisonnement relatit & Dintégrale (92) et (93),

nous aurons

| jfewsa0-

A

(111) E(P,t;Q,7 ]w(Q, t)dogdz

dog _ Cgsup |

'n—H N
]

< const-sup|g| [t — MJ [t—1,]

ol 1a constante positive Cy ne dépend pas de 74.
Choisissons maintenant

7y = Cglty—1|’

oll Pexposant positif 4 est un nombre inférieur & ['unité, tel que
f(4—2u—2x) <1 et ¢; est une constante positive suffisamment petite
pour que Vensemble S,, dans le cas de rayon 7, = ¢,I%% soit situé
& lintérieur de la sphére K. Le plus avantageux est de choisir # de fagon
que Pon ait

1—p(d—2p—2) = px+2u—2),
d'onr f = %.

Nous en concluons, d’aprés les indgalités (108), (109), (111) que la
différence (107) vérifie ’inégalité

(112) [H*P, 1)~H"(P, t,)| < const-sup]e|[t—t,|"*,

icm
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On étudiera d’une fagon analogue la seconde composante de Tintégrale
(96)

(113)

; .
B™(P,t) = [ [[F(P,1;Q, ©)9(Q, 1)dogdr.
PR
ol F désigne le second terme de la somme (40), dans lequel on pose
A =P. Ce terme vérifie linégalité (42).
On obtient

(114) HY(P, 1) —H"(P,, )] < const-sup || ¥,

ol 0 <8 <1 et b, =inf(h,2h). Pour démontrer l’méga]ité de Holder
par rapport & la variable ¢, on fera un décomposition analogue & (107)
et on s’appuiera sur I'inégalité

) const ft—1,)

115 F(P,t; —F(P,t,; - . n

( ) [B(P,t; Qy ) (P,t:;Q, 1) <‘(t_1);4 7_%2-?3-211—1; +
const [t—1, const [t—t, "

e TR

En répétant le méme raisonnement, que pour les intégrales (108)
et (111), on arrive & l’inégalité aumivante

(116)  [H*™(P,1)—H**(P,1,)| < const-suplg|[t—1,/™* (0 < 0 < 1).
+ I reste & étudier la dernidre composante
(117) H(P,1) f” B(P,;Q, 1)p(Q, 7)dogdr

de Dlintégrale (96), ot @ est donnée par la formule (22). La fonction w
a la forme d’un quasi-potentiel de charge spatiale de densité D(M,;B, 1)
done, d’aprés les résultats de notre travail [3], les dérivées de la fonction %
par rapport aux coordonnées du point A auront la forme

(118)

o4, 1; B, 1) = fjfjuf‘”(A 4 M, 5)®(M, 3B, 1)dMdt.

T (M)
Soient deux points P et P, de la surface § tels que 2rpp, < 6 et
80it la sphére IT de centre en P et de rayon 27pp,. Nous avons, d’aprés
(38),

dU'Q
A 1—2p—h;
7o eI

(119) \Hs (P, 1)] < suplp| f j |

(t—1)* 1

< const+sup|p|r ¥
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8i QeS—8y, Me2’—II, nous nous appuierons sur Pinégalité
const PP,
20 [

PSP 15 M, £) —wa (P, 45 U, D) <

(1—=3hy <p <1, 7Py =
(121)  |@,(P,1; @, T)——wxu(Pl,t‘Q,r\

const TPPI’;'M
_E)z,kl [fff =Ty +2 py + R T s

const ¥
-1’ 22—y *
o™ T

> 2rpp,) €6 Dous aurons d’aprés (19) et (34),

1l en résulte, en tenant compte de la formule

w

a -
(122) EEW(P, 4@, 7)] = Z (P, 1) c0s(Npy 25)Ba( P, 15 @, )
a,f=1
et en appliquant le raisonnement déja utilisé, Pinégalité suivante
(128) |Hs s, (P, 1) —Hs_5,(P1, )] < const-sup |7 E3,
(0 < 6 < 1). Done la fonction (117) vérifie une inégalité de la méme forme
(124) |H(P, t)—H (P, t)] < const-sup |p|r¥3,.

Enfin nous étudierons d’une fagon analogue 1'inégalité de Holder
par rapport & la variable ¢{. Nous écrivons donc

(125) H(P,0)—H(@P,t) fff——[wP £Q,7)]9(Q, v) dogdr+

4
d __ . i . \
*l-ofgf{m[w(f’yt;@,r)]—m[w(P,tl,Q,r)]j(p(Q, 7) dogdr

et nous obtenons d’abord la limitation

(126) Uff——[wl’ 159, 7)]p(Q, v)dcgdr

< sup|g| f f f Conit,, ngf Q,ff,,l < const-sup |g[t—t, "4
Pour étudler la seconde des intégrales (125), soit I, on la décompose
comme d’habitude en deux parties
I=1Ig+Igs,
On a, de méme que pour lintégrale (126),

(127) [Zs,| < const-suplplrg " (1—4h, < p < 1).

icm
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Si QeS—8,, nous écrirons

‘ |
(128) 3= [9(P, 150, )] — S [B(P, 10, 7]

=ffffd iy 1P 1 DNB, 850, s+

f”f{“ AP, 5 05 O g LS8, b 3, )

FATi )
J

+ffff{
x B(H, 15 Q, 1) aM L

et nous nous appuierons sur 1’inégalité (70), (19), et, de plus sur Liné-
galité

(M, 2;Q, )Ml +

w4(P, 1; U, C)]——[w”‘(P t; M, 0]

i—4 1
lty—EFa 7B

(0 < ug < 1) pour la troisidéme des intégrales (128), ot MeQ'—
obtenons

(129) w4 P, t; M, &) —wi P, 1, M, )| <

A. Nous

e a
|z [P 40, 01— g (8P, 150, 9)

const
¢%3—(2#1+2ﬂ1+h1+n1)_ /

2
a
<2{‘ (t_.é‘)ﬂt(é‘__-[)ﬁ‘l
f

n f ac _ const- Al

(t— (L —T)" r}”:'*ofz_z”l"’hl

b

14 5 ’
! dat const [f—i,|1¥e dat const [t —t, "
+f V! )

7-‘2,‘55—2}‘1—2]42“"1 (t— &Y (t— )4 7%3—(2#1+h1+ 2u5)?
T

ot 1—%s, <p* <1, 1—3h; <y <1, 3 <y <1 done
w8 —(2u' 4+ 2p, -y ) < m—1

et la premiére singﬁ]arité spatiale est faible relativement & l'intégrale
de surface. Nous en déduirons que la seconde des intégrales (125), étendue
& la surface S—8,, admet la limitation suivante:
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(130)  Ts_s,| < const-sup | [[t—t[' - frrta vttt 4
ity et T [ gy Mt )

Nous posons maintenant
7, = consti-[t—1,|
et choisissons Ia constante positive y de fagon que
1—[9—4ue— (2u;+hy)]y = [Cp,+ %)+ (2uyt hy)—41y.

Nous en concluons, en tenant compte des limitations (126), (127),
(130), que la fonction (117), vérifie I'inégalité de Hélder

(130") |H (P, t)—H (P, t,)] < const-sup |g|lt—1,""

¢’ étant un nombre positif arbitraire, inférieur & I'unité.
En réunissant les résultats (106), (112), (114), (116), (124), (130),
nous arriverons & la thése (97) du théoréme 4.

3. Propriétés du potentiel généralisé de charge spatiale. Défi-
nition 2. On appelle potentiel généralisé de charge spatiale, relativement
4 D’équation parabolique (1), I’intégrale

t
(131) V(4,1 :fH j I'(A,t; B, 7)o(B, v)dBdr.
0 2

La fonction donnée g (B, v) — dite densité de la charge — est bornée

et intégrable dans la région fermée

(132) BeR, 0<r<T.

Dans le travail cité [3] nous avons démontré, sous la condition que
la densité o satisfaisait & la condition de Holder par rapport aux variables
spatiales, que le potentiel (131) admet des dérivées secondes spatiales
et une dérivée par rapport & la variable ¢, qui vérifient I’équation géné-
ralisée de Poisson
(133) PIV(4,0)] = (2V)

’ V det|a® (4, 1)

en tout point intérienr (4,t) de la région (132). Si la densité o(B, 7)

n’est que bornée et intégrable dans (132), le potentiel (131), admet d’aprés

les résultats du travail [3], des dérivées premitres spatiales, mais nous

ne pouvons affirmer l'existence ni des dérivées secondes spatiales, ni de
la premiére dérivée par rapport & la variable i.
Cependant nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 5. 8¢ la densité o(B, v) est bornée et intégrable dans la
région (132), le potentiel de charge spatiale (131 vérifie la condition de
Holder par rapport & lo variable t

e(4,1)
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(134) [V (4,5)—V(4, )] < const-ft—1t,]°

et les premiéres dérivées spatiales du potentiel vérifient la condition de
Hilder

(135) Vo4, 1) =V dy, tr)] < const[1% ., +[t—1,|"2]
0 et 0’ étant des nombres positifs arbitrairement inférieurs & Uunité.

Démonstration. En appliquant la formule (6) pour la solution
fondamentale I' et la transformation de Dirichlet, on peut exprimer
le potentiel (131) de charge spatiale sous la forme d'une somme de deux
quasi-potentiels

!

(136) V(A4,t) = V™4, )+ V*™(4,1) = j J H 057 (A, 1;B,7) o(B,v)dBdr

b o

H
+ [ [][ w4, t; M, 0) e (M, f)aMaL

0 o2/(M)
out 'on a posé

(137) o:( M, §) ffﬂq) M,tB, Q(B 7)dBdx.
0 2(B)

Or nous avons démontré dans le travail [3], sous la seule hypothése
de l'intégrabilité de la fonction g, que Pintégrale (137) vérifie 1a condition
de Holder

lo B, 2)— 0i( My, £) < comst-rgy,

ol h* < h;. Par conséquent le second des deux quasi-potentiels (136)
admet une dérivée bornée par rapport & la variable ¢t et des dérivées
secondes spatiales bornées dans 2. Ce potentiel et ces dérivées premiéres
spatiales vérifient done la condition de Lipschitz

[V*(4,8)—V*™(4,1,)] < const-|[t—1t,],

(138) % *k
[Vag (4, 1) =V (dy, 8)] < const-ray,.

Il suffit par conséquent d’étudier le premier quasi-potentiel (36). Nous
écrivons done

1
(139) V4, 0)—V4,t) = [ [ [w®(4,1; B, v)o(B, v)dBde+
1 0
o4
+ [ [ [ w4, 1; B, )—wP¥(4, t;; B, 1)]o(B, 7)dBdx
[

et nous aurons pour la premiére I, de ces intégrales la limitation

(140) [Ty < const-suplp|lt—t,[* (0 < u' < 1).
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Pour étudier la seconde I, des intégrales (139), considérons wune
sphére A de centre 4, de rayon 7, et nous décomposons lintégrale I,
en une somme I, = IZ"+I2-4 d'intégrales étendues & lensemble A’
3 P’intérieur de la sphére 4 et & ’ensemble extérieur 2—A’. En appliquant
les inégalités (21) et (91), nous pouvons écrire
(141) |I§| < comstr¥ (0 <p<1), [I§ 4| < consto~*t—1,|.

Nous posons maintenant 7, = const-[t—2|% olt le plus avantageux
est d’admettre a = 3}, et nous arriverons & la thése (134) du théordme 5.

On démontrera la seconde partie (135) de cette thése d’une fagon
connue, en utilisant les inégalités (34) et (120). [

4. Intégrale généralisée de Poisson-Weierstrass. Nous appelons
intégrale généralisée de Poisson-Weierstrass, relativement & I’équation (1),
Pintégrale

(142) J(4,t,7)=[[[T(4,t B, 7)e(B, v)dB.
2

8i o(B, 7) est une fonction bornée et intégrable dans la région
[Bef, 0 < v << T, la fonction (142) est déterminée et vérifie 1'équation
(1) si Ade2, 0 <v <t KT

THEOREME 6. 8¢ la fonction o(B,v) est bornée et continue dans la

région [BeQ, 0 <z < T, Pintégrale de Poisson-Weiersirass (142) tend
vers la limite

limJ (4,1, 7) = 2V

(49 et Vdet|a®( 4, 1)]

Co(4,1)

uniformément dans tout domaine fermé Q* situé & Vintériewr du domaine Q.

Démonstration. D'aprés la formule (6), nous pouvons écrire
Pintégrale de Poisson-Weierstrass (142) sous la forme d’une gomme des
deux intégrales snivantes

(144) (4, t,0) = [[[wP(4, 1 B, ) ¢(B, 7)dB,
a(B)
(145) Jold,t, 1) = jjfjwaA 4 M, (M, L, ) dMdl
T (M)
olt 'on a posé v
(146) g, 8,7 = [[[ (M, ¢; B, )o(B, )aB.
2(8)

icm®
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L’intégrale (144) a été étudiée dans notre travail [3], olt nous avons

‘démontré la propriété limite suivante:

(147)

mJy(4,1,7) = (2Va (4,1),

- Vet |a®(4, t)| ¢
la convergence étant uniforme dans tout domaine fermé 0% sibué A
Pintérienr du domaine L. Pour étudier la seconde intégrale (145), appli-
quons les limitations (19) et (21). Nous aurons alors

le(M, Cy")]<suplgjjjf(c°n5t dB

Hi n+2~2m—h1
7)
oiB) ¢ TuB

const-sup |p|
(é‘_ .r)lll

(1—%’1:1 < py < 1) et

i
it [ ] 2%

< consb-sup|o|(t—17)

1—— (u +ﬂ1)

p étant arbitrairement choisi & lintérieur de Pintervalle (0,1). Or, g,
étant fixé, nous pouvons toujours choisir x suffisanment petit pour
quon ait 1— (wstp,) > 0, done

(149) limJy(4,%, 1) =0
-1

uniformément par rapport & 42",

Les propriétés limites (147), (49) établissent la thése (143) du thé-
oréme 6.

8i la fonetion ¢(B, v) n'était que bornée et intégrable dans la région
[BeQ, 0 < v < T, la propriété (149) resterait vraie, mais on ne pourrait
pas affirmer la vérité de la propriété (147). Cependant, d’aprés la limita-
tion (28), l'intégrale de Peisson-Weierstrass (142) vérifie 1’inégalité

<—(7——7511p[g|f!f—rg—_§—;

(ot 0 < p < 1) & singularité faible, si v — 1.

Les propriétés démontrées des intégrales de I’équation parabolique
générale (1) sont importantes dans I’étude de plusieurs probldmes aux
limites relatifs & cette équation.

(150) |7 (4,1, 7)|

5. Supplément. Soit lintégrale de Weierstrass

n
aff ‘5

Z
(@) 1) = f f f t""“uxpii =

}dv(fl,..-,én)
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(oh a* gont des constantes) étendue & la sphére K de rayon unité et de
centre & origine des coordonnées rectangulaires £y, ..., &. On démontre
(veir notre travail [3]) la propriété limite suivante de lintégrale (a):

. : 2V
) }Elr}[( )= Vaet|a®|

Calculons la limite de lintégrale (o) d’une autre fagon, en éerivant

1 n
~ . 02 ,
1) = [ [ [exp[ -2 D o] ae | e
5' l’ 4 a,ﬂZ=1

ol &, = p&, sont les coordonnées des points de la surface A de la sphére K.

Nous aurons
.48

I® = 2"_1ff o2 [f qnl‘:l—le—qdq] dw(éi, ey f;b)
A 0

n
en posant & = 3 a¥&.£;. Il résulte
a,f=1

(») hm[( ) = 211—.111( ) ’4. ’,. P

{0

Nous en déduirons, par comparaison avec la valeur (), 1’égalité

(8) U [Z 0P ]'"'zdw(fi,...,gg)i/_d_%_;ﬂﬁﬁ
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Evaluations des solutions de I’équation aux dérivées par-
tlelles du type parabolique, déterminées dans un domaine
non borné

par M. KrzYZANSKEI (Krakéw)

1. Dans la présente note je vais établir certaines évaluations des
solutions de P’équation aux dérivées partielles du type paraboligue

mn m

1 Flul= Zaw (X, ftmj-l—Zka Hug+o(X, yu—ui = (X, 1),

en appliquant les résultats de mes recherches antérieures relatives aux
golutions de léquation (1) déterminées dans un domaine non borné
(voir [5] et [6]). Ces évaluations constituent un perfectionnement de
celles que j’ai effectnées dans les fravaux cités(?).

Soit X (¢, s, -.., Tm) un point variable de I’espace &, & m dimen-
gions et ¢ le temps. Nous désignons par (X,?) ou P(X,t) le point
P (@1, Loy .ory T, t) de Despace-temps Epyq & m-+1 dimensions. Ceci
étant convenu, soit D un domaine non borné de I'espace C.;, situé
dans le demi-espace ¢ > 0 et dont la frontiére FD se compose des domaines
non bornés S, et Sy & m dimensions des hyperplans ¢ =0 et ¢t =T, et
d’une surface ¢ qui n’est tangente & aucune caractéristique ¢ = const
de (1). Aux points de 8, 1a normale intérieure & FD a la direction de 1'axe
des t; elle a la direction opposée aux points de Sp. Désignons par 2 'en-
semble S, 0.

Nous supposons que les coefficients a;; et by (z‘, jok=1,2,...,m)

sont continus et bornés dans le domaine D. La forme Z%(X t)Agl; y est
i7=1
supposée définje positive, le coefficient ¢(X,t) borné supérienrement

et la fonction f(X,?) continue.

(*) Pour les autres méthodes d’évaluation des solutions des équations parabo-
ligues du second ordre et des ordres supérieurs voir [1], [9], [10].
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