Sur certaines suites liées aux ensembles plans
et leur application a la représentation conforme

par F. LeTA (Krakéw)

1. Suites extrémales de points d’an ensemble. Soit # un en-
semble infini fermé ¢t borné de points du plan et

(1) gy Ggy Bgy «on

1 suite de points de ¥ définie comme il suit: @, est un point quelconque
de B, a, un point tel qu’on ait |a,—a,| = max|¢—a,|, a3 un point tel
ze B

que |(@g—a,)(@3—a,)| = max|(z—a,)(2—ay)| et en général a,,; un
2el

point de E tel que

k12
@) Onp1— 0) (g1—0a) «.. (g1 — )] =maExH le—ay, n=1,2,...
ROl =1
Toute suite (1) remplissant les conditions (2), olt a; est un point
quelcongue de E, sera dite suite ewtrémale de points de E. Il suit du prin-
cipe de maximum que tous les points (1), sauf @, au plus, sont situés
gur la frontidre F du domaine non borné D, = D, (E) contenu dans
Pensemble complémentaire & H.
Formons la suite numérique

(3) Ay = [ty 1= ) (g1 8a) oo (Opga—)[, 2 =1,2,..
et 1a suite de polyndémes
(4) Pup) = (—ay)(e—ag) ... (2—ap), n=1,2,...

Le but de cette Note est d’examiner ces deux suites.

2. Convergence de la suite WA_”} Dégignons par (™ un gystéme
de n-41 points quelconques {o, &y, ..., & du plan, par V(™) le produit
de toutes les distances mutuelles de ces points

v = [] 15—t

ogi<k<n
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par V,(E) le maximum de ce produit lorsque les points de ¢™ varient
arbitrairement dans E et soit

() 7™ = {5, 9, ..., 7§}

un systéme de points de E pour lequel V(y™) = V,(E). D'autre part,
soit T,(2, B) = 2"+ ¢2" '+...+¢, le polynéme de Tchebycheff du
degré n correspondant & F et R, = max|T,(z, E)|. On sait [1] que les

26 B

suites {[V (n™)P0+1] et {VER,} convergent vers la méme limite

(6) m [V (4®) Pre+) — lim VR, = v(B)

->00

dite diamétre transfini (ou écart) de Iensemble E. Je dis que:

LeMME 1. La suite {1;/:1;;} converge, €lle aussi, vers le diamétre trams-
fint v(B) .

) 1im V4, = o(B).

N->00

Démonstration. Il suit de ce qui préedde que le produit
V(s oov s Gppy) = A3 4,5... A, ne surpasse pas V(™) et que
R, < 4, donc ‘

RiRy..R, <Ay Ay... 4, <V (4™).
n n
Posons 7, = VR, et 0, = V4,. Puisque
(17 o PO < (aad . RO [V () P

et que les termes extrémes de cette inégalité convergent vers v(E) on a
(8) Lim(adel... )20+ = o(B).

n—r00

Soit d le diamdtre (proprement dit) de I'ensemble B. XKtant

Adp = mle(z_ai) ce(g— o)l < dmgx[(z—ml) oo (p—ay)| = d4d,
ze ze.

on voit gque

(9) ten < OGO g 10,
et comme VR, <V4, on a
(10) o(B) = im VR, <lima,.

La thése (7) résulte immédiatement des relations (8), (9), (10) et du lemme
général suivant:


GUEST


10 F. Leja

LEMME 2. Si une suile {o,,} & termes positifs satisfait auw hypothéses:
10 gy S @O0 0 =1, 2, ...

QD =y,

, ol d est un mombre positif,
2° lim (c1cd
00
3° y<lim ¢,
W 00
alors cefle suite converge vers y.
Démonstration. Il suit de 1° que

(11) Oy < GHOHOBOER =12, n=1,2,..

a0l l'on déduit, cn faisant tendre % vers Pinfini, lim e, < d, ce qui prouve
que la suite {c,} est bornée. Posons

lime, = a < p = lime,.

Si =0 il est clair que a = f =y =0 et la suite {c,,} converge vers
y =0,

Supposons que B > 0 et soit ¢ un nombre positif quelconque remplis-
sant la condition f—2e > 0 et {mk} une suite croissante des nombres
entiers positifs tels que

m>f—e et op—f  lorsque m = My, My, ...

En remplagant dans (11) » par m—¥% > 0 on obtient pour m = my, m,, ...
et k< m

(12) c-m_k > d»k/(m——k)cm/(m—k) > d——-k/(m——k)(ﬁ_ a)m[(m—k).

Désignons par k& = k(m) le plus grand nombre entier < m pour lequel
(13) d-—lc[(m—k)(ﬂ___S)m/(m—ic) > ﬂ—Za.
Alors %[logd—log(f—2¢)] < m[log(f—z&)—log(f—2¢)] et si l'on pose
_log( B—e)—log(f — 2¢)
T logd—log(f—2e)

om a my—1<k<my pour m = my, My,..., 5 = k(m) et par suite
kfm —n > 0 lorsque & = k(m) et m = my —> oo,
Désignons par y,, la quantité (c, ¢, ..., H¥* D Grang

Puid 2/m(m--1)
. C)

(.2 m—.k 2mm 1) g k1
Yo = (€113 o Cmf fmet )( n-k+

et d’aprés (12) et (13) cp_y > f—2¢ pour 0 <k < k(m) on &
’ Y = y#_'iﬂk)(m'k“)/mm"'l)(ﬁ—— 28)lc(zm-k+1)/m(m+1)

pour k= k(m), m = My, Ma, ...
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En faisant tendre m vers linfini par les valeurs ., My, ... on trouve
&’aprés  P’hypothése 2°
y =y (p—2ef
et cette inégalité donne p > f—2¢ Mals, étant d’aprés 3° y <a on a

B—2¢ < « et, comme ¢ est arbitrairement petit, a = g =y, ce qm prouve
1a convergence de la suite {e,} vers y.

3. Propriétés de la suite |P,(2)}. I’ensemble complémentaire & F
est la somme d'un nombre fini ou dénombrable de domaines D,
Dy, Dy, ... dont D, seul est non borné. Formons la suite

"
(14) VP2, n=1,2,..
et supposons que seg termes soient normés dans D, de maniére que le
quotient n]/i",fz)/z soit égal & 1 & linfini. Nous allons démontrer le

- TakoriME 1. 87 v(E) > 0 lo suite (14) converge dans le domaine Dy,
vers une fonction analytique P(z) = ﬁmVP:(z—), uniforme ou multiforme,
dont le module est uniforme et satisfait & la relation
(15) log [P (2)| = G (2)+1logov(E),
ot G(z) est la fonotion de Green (classique ou généralisée) de D, et de pble
& Vinfind.

Démonstration. Considérons le systdme (5), formons les produits

j=0,1,...,m, -

et supposons que les indices des points 7™, n{™, ..., 7{? soient choisis de
maniére quion ait AM < 4P pour j =1,2,...,n Les polyndmes

( ln! z—ri
)
L:/')(z) = 7[} )_n;‘n) s

k=0
=)

satisfont dans ensemble E & l'inégalité !L}"’(z)} < 1 ce qui résulte immé-
diatement de la suivante V(2{, ..., {2, 2, 7f%, ..., 28) < V(™) lors-
que zeHB. Nous nous appuierons sur les résultats suivants démontrés
ailleurs (F. Leja [3] et J. Gérski [2]):

PR k(3
La suite {VAE,’“’} comverge vers v(E) et siv(B) > 0 la suite {{ 3L (2)|)"}
i=0

converge dans le plan entier et lo suite {|L{(2)[V"} en dehors de Vensemble F'
et on & dans le domaine D, Végalité

j=0,1,...,n

lim (Z |Zf@)) " = ]1m112(")(z){1/” PG

N—r00 7-=,0
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Ceci posé, remarquons que d’aprés la formule d’interpolation de
Lagrange on a identiquement

n)
% P

d’otr Pon déduit 1inégalité |Py(e ,,,2 [Lf9(z)| et par suite

(16) T Y/[P.z)] <

Posons pour n =1,2,...

() §i zeD,.

(z—a,l)(z—a ) (z"‘“n) Pn( ) . 1
=) =) - =) L) A
oil O, est Pargument de (775“’—-% 773”)—17(”’ (M — ) et soit 4
un domaine simplement connexe quelconque contenant le pmnb 2 = oo
et contenu avec sa frontiére dans D,,. Les fonctions _1/ Ru(z), n=1,2,
normées par la condition ]/ R,(o0) = 1 sont holomorphes umformes dans A.
Je dis que la suite {]/ Ry } est uniformément bornée dans 4.

En effet, soit 6 la dls’cance de 4 & F et K le cexcle 2| < r de rayon
si grand que J C K et que, si # est un point quelconque de E et ¢ un
point extérieur & K, on ait |9/f] < . Alors aux points zeA intérieurs
4 K on a \]/R (@) < 206 car lo—amy] < 2y e~ = 6, eb aux points
ze extérieurs & K on a }V w(2)| < 8 car [1—ayfe] <3, [L—5f/z] > 4.

Je dis maintenant que Ia suite {?/B,.(z)} converge dans A vers la

constante 1. En effet, de chaque suite partielle de {'f/l?ﬂ(z)} on peut extraire

une nouvelle suite partielle tendant uniformément dans 4 vers une fone-
tion analytique, soit R(z). Puisque VAP — v(B) et |LP ()™ — 9@ 1
suit de (16) eb (17) que le module de R(z) satisfait & I'inégalité |R(2)| <1
D’autre part, étant ’f/m) =1 on a E(oc) =1 d’olt il suit d’aprés le
principe de maximum que R(z) =1 et comme toute suite partielle de
{VE.(?)} contient une mouvelle suite partielle tendant uniformément

vers 1, la suite {1/1? (2)} converge dans 4 uniformément vers 1.
Il en résulte d’aprés la formule

VPale)| = |VEal2) VIPG) V4P

que la suite {l]/ Py(z)|} converge dans le domaine D, vers ¢*®y(H) la
convergence étiant uniforme dans le voisinage de tout point fini de ce

domaine et comme la suite {]/ Py(z)[s} converge & infini vers 1 la suite

(17) Fn(z) =
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(14) conyerge dans le domaine D, vers une fonction analytique uniforme
ou multiforme P(z) satisfaisant & la rélation (18). Le théoréme est done
démontré.

4. Remarques. 1. Lorsque le domaine D, est simplement connexe
il est clair que la fonetion P(2) = lm n]/P.,,(z) est uniforme. D’aprés (15)
N300

son module surpasse v(E) et tend vers v(E) lorsque 2 tend vers un point
quelconque de la frontiére F de D,,. Dans le voisinage du point & l'infini
P(z) admet manifestement le developpement de la forme

P(z) = 2+ ¢+ —(;—l-—i-

d’ou 1'on conclut que P(z) est univalente dans D, et effectue la repré-
gentation conforme de ce domaine gur le cercle |w| > v(F) de maniére
que les points 2 = co et w = oo se correspondent et le quotient w/e tend
vers 1 lorsque z — oo.

Lorsque le domaine D, est multiplement connexe la fonction P(z)
est en général multiforme et les valeurs w = P(z) couvrent de méme
le cercle |w| > v(E).

2. Supposons que lensemble complémentaire au domaine fermé

Do+F ne soit pas vide et soit Dy un des domaines partiels de cet en-
gsemble ouvert. Choisissons dans Dy un point fixe quelconque ¢ = a et
formons la suite

(18) Pal2) = e“’n’f/P,,(z), n=1,2,...
ot la détermination du radical et le nombre réel @, ont été choisis de
maniére que la valeur de p,(2) au point z = ¢ soit positive. En appliquant
la méthode du paragraphe précédent on peut démontrer le

THEORBME 2. La suite (18) converge uniformément dens le domaine
Dy, vers la constante v(E).
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