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same time formula (16) holds for all EeC (in view of the denumerability
of €). Lemma 4 gives u(-|#)eM,, for xe X—X,.

6. Combining Theorems 1, 2, 3 and B obtain the main result of this
paper:

THEOREM 6 Let p bg a symmetrical measure (u ecmm) and let u(H|x)
denote the conditional measure with respect to the field PBing- Then :

() p(-lo) is a product measure u-a. ¢.,
®) w®) = [ p(B®)du jor BeB,
(Y) u is also symmetrical in the strong sense.

Remark. Comparing Theorems 6 and 1, we see that 7 = X, T = 95,
and v = pu|By,, . Thus, the construction in Theorem 6 is of inner chalra.et:;
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Die Theorie der lokal-kompakten abelschen Gruppen ist dank den
bekannten Resultaten von Pontrjagin und van Kampen zu einem in
Grundziigen fertiggebauten System geworden. Beitrige anderer Ambo-
ren haben weitere einzelne Ergebnisse gebracht, so daB hier scheinbar
kein Forschungsgebiet mehr vorliegt. Dennoch lehrt eine’ Zusammen-
stellung der in der Literatur zerstrenten Resultate, da8 gewisse Ver-
kniipfungen zwischen Sitzen und Begriffen nach allems Anschein auler
acht gelagsen wurden und daf diesbeziiglich neue Probleme auftanchen.
Der Zweck dieser Arbeit ist somibt, bekannte Eigenschaften von lokal-
kompakten abelschen Gruppen auf die gegenseitige Abhingigkeit zu
untersuchen, daraus einige neue Schliisse zu ziehen und mehrere offene
Probleme zu stellen. Bs wird nicht vermieden aunch bekannte Sitze
neu zu beweisen, wo die Darstellung dabei an Einheitlichkeit gewinnen
kann.

EINLEITUNG

Hier werden wir die Grundbegriffe erortern. Als topologische (insb.
lokal- kompakte) Gruppe bezeichnen wir eine Gruppe, deren Elemente
einen topologischen (insb. lokal-kompakten) Raum bilden, in welchem
die Operation ab~' stetig ist. Unter dem topologischen Raum ist hier eine
CGresamtheit gemeint, in der eine Klasse von Untermengen bestimmt ist,
die Umgebungen heifen und folgenden Bedingungen unterworfen sind :
1° jedes Flement ist in einer Umgebung enthalten, 2° wenn ein Element
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o zu den Umgebungen U und ¥ gehprt, damn gibt es eine Umgebung
WC U~V mit aeW, 3° fir je zwei Elemente ¢ 5 b gibt es eine Umge-
bung, die o aber nicht b enthilt. Vereinigungsmengen von Umgebungen
heifien offene Mengen. Der Ranm B heiBlt kompaki, wenn aus jeder Fa-
milie offener Mengen, welche zusammen ganz B iiberdecken, cine endli-
che Uberdeckung herausgegriffen werden kann. T ist lokal - kompalkt,
wenn jedes Element eine Umgebung hat, die durch AbschlieBung (d. h.
durch Hinzufiigung aller Hiufungspunkte) kompakt wird. Wir werden
fast ausschlieBlich mit abelschen Gruppen zu tun haben und die Gruppen-
operation mit + bezeichnen; nur bei der multiplikativen Gruppe K der
komplexen Zahlen vom Absolutbetrage 1 weichen wir davon zugunsten
der tiblichen Schreibweise ab. Die Gruppe K kann als Beispiel einer kom-
pakten abelschen Gruppe dienen; sie ist der Kreisdrehungsgruppe offen-
bar isomorph. Andere Beigpiele kann man daraus durch kartesische Pro-
duktbildung K" erhalten. Das sind die sog. topologischen Torusse. Thre
Dimmension, d. h. der Exponent n kann beliebig, auch unendlich sein.
Offenbar ist eine endliche Gruppe kompakt, wenn jedes Element als
Umgebung betrachtet wird (sog. diskrete Topologic). Jede abstrakte Gruppe
kann durch die digkrete Topologisierung zu einer lokal - kompakten Gruppe
gemacht werden. Hin besonders wichtiges und einfaches Beispiel einer
lokal-kompakten und nicht kompakten abelschen Gruppe ist die addi-
tive Gruppe L der reellen Zahlen mit der gewthnlichen Topologic der
geraden Linie.

In den lokal-kompakten Gruppen kann man ein invariantes regu-
lires Borelsches MaB einfiihven, das auf den offenen Mengen. positiv
und auf den kompakten endlich ist ([6], Chapter XI). Wir erkliren das
genauer. Sei M der Ring der Borelschen Mengen, d. h. die kleinste Men-
genfamilie, die alle kompakten Untermengen der Gruppe umfaft und
abgeschlossen in bezug auf die Differenz und die abzihlbare Vereini-
gungsbildung (also auch aunf die abzihlbare Durchschnittsbildung) ist.
Auf M 148t sich eine nicht-negative Mengenfunktion u definieren mit
folgenden Eigenschaften: 1° fiir offene Uel ist w(U) > 0, 2° fir kom-
pakte F ist p(F) < oo, 8° fiir disjunkte 4;, 4,,...eM ist

U4, = D u(d,),
~n=l A=1

4° fiir jedes AeM und jedes Element s gilt g (As) = u(d) (fﬁr abelsche
‘Gruppen schreiben wir u (4 +8)=p(s+A)=p(4)) wnd 5° u(4) =infu(T),
wo U alle offenen Mengen aus M durchléuft, die 4 wmfassen (Regula-
ritét). 1 heiBt das Map von Haar. Es ist durch die vorgezihlten Eigen-
chaften bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimms ([67, S. 263).
Auf jeder kompakten Gruppe @ ist x endlich 5 wir werden es in diesem
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Fall immer durch die Bedingung u(@) = 1 normieren. AuBerdem ist w
auf den kompakten, auch nicht-abelschen Gruppen ‘piinvgriant, .d. h.
w(As) = u(sd) tir jedes AeM und seG. Der Ring M Wrd hier zu einem
Korper, d. h. er ist einbezug auf die Komplementbildung abgeschlos-
sen. BEr umfaft alle offenen Mengen.

Lin stetiger Homomorphismus -einer lokal-kompakten abelschen
Gruppe G in die Gruppe K heilt Charakter von G. Sil:ld 2, und y, Charak-
tere von G, so ist es das Produkt y = gy, (hier ist x(s) = 7§1(S)'Xz(8)
zu setzen) und das Inverse 1/y = 7 auch. Alle Charaktere bilden also
wieder eine Gruppe. Ihr Einselement ist der triviale Ohm‘.akter 2(8) = 1
Sie wird topologisiert, indem man als Umgebung des Eingelements die
(Gesamtheit von Charakteren betrachtet, die eine kompakte ‘Untermenge
von & in eine Umgebung des Einselements in K abbilden. Die :io ﬁopf)lo-
gisierte Gruppe der Charaktere heiBt dual za ¢ und wird durch ¢ bezeich-
net. Die Dualititssitze von Pontrjagin [14]%) und van Kampen [11] be-
S2ZEN Nun:

(I) @ is lokal-kompakt, .

(II) (6")'~G (~bedeutet einen isomorphen Hombomorphismus),

(II1) ist G diskret, so ist @ kompakt und umgekehrt.

Hilt man in ¢ (s) ¢ fest und 148t man y ganz 6" durchlaufen, sglka’nn
man s als Charakter von G ansehen. Der wesenfliche Sinn VOl;l (ii) Pe-
steht darin, daf man auf diese Weise alle Charaktere von G" erhalt,
und jedes nur einmal. Darans folgh '

(IV) fir s,te@, s ¢, gibt es einen Charakter lIllt“x(S) ;é‘x(t)’;
m. a. W.: eine lokal-kompakte abelsche Gruppe hat ,,gentigend viele
Charaktere. .

Ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer a.bel;.:".chen topologi-
schen Gruppe @, so induziert der natiirliche Homomorpl'nsgus Gq->GQGH
eine Topologie in G/H : eine Umgebung des Nu]lelement‘;s in dlesgr Faktor-
gruppe ist durch eine Umgebung U des Nlﬂlelel?lents in .G bestimmt und
besteht aus denjenigen Nebengruppen, die wenigstens ein Element zeU
enthalten. Ist @ lokal-kompakt bzw. kompaks, so ist es.G/H z?ueh (Fl4],
S. 116 und 117). Die Charaktere von &, welche auf H gleley 1 sind, bilden
cine abgeschlossene Untergruppe Az von G — d.en.Aanlatm‘ von H.
Nun lautet ein weiterer Dualitétssatz von Pontrjagin:

(V) ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer lokal-kompalk-
ten abelschen Gruppe @, so gilt H* =~ G [Ady.

1y Die erste Ansgabe des Pontrjaginschen Buches ist auch in englischer.Spmehe
erschienen (Topological groups, Princeton 1939). Die melst(?n .Resulta.te .sm(l dort
unter zusitzlichen Voraussetzungen bewiesen, von welchen sie in der zweiten Aus-
gabe befreit wurden.
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Ein Beispiel der Dualitdt: die Gruppe ¢ der ganzen Za.hlel; und die
Gruppe K (die Charaktere von € sind von der Form yx(n) = ™™, wo die
reelle Zahl ¢ (mod 1) den Charakter bestimmmt). Ein anderes Beispiel:
die Gruppe L der reellen Zahlen und wieder dieselbe Gruppe I (Selbst-
dualitit! Die Charaktere von L sind y(t) = ¢ mit e L).

Folgender Satz ist einfach und wichtig:
(1) f g(@)dp = 0  fir jeden nicht-trivialen Charalter y.
g

1. ERGODIZITAT IN KEOMPARTEN ABELSCOHEN GRUPPEN

In diesem Abschnitt wird ¢ immer eine kompakte abelsche Gruppe
bezeichnen. Der beriihmte Satz von Peter und Weyl ([14], S. 230) besagt
in diesem Fall, daB jede komplexwertige stetige Fumnktion anf G durch
ytrigonometrische Polynome”, d. h. Funktionen der Gestalt

n
Z a e {2),
i=1

w0 gz Charaktere und a;, komplexe Koeffizienten sind, gleichméiBig
approximierbar ist. Fir die Gruppe K sind das wirkliche trigonometri-
sche Polynome und der Peter-Weylsche Satz reduziert sich auf den Weier-
straBschen.

SArz 1. Fir jede stetige Funkiion | und jedes se@G ist die Folge

1
T+l

Bin(®) [ @)+ (@48)+...+-Flo-+ns)]
auf G gleichmdfpig konvergent.

Dem Batz von Peter und Weyl zufolge geniigt es den Beweis nur
fiir die Charaktere zu erbringen. Man hat

1+x(8)+...+x"(s)
n1 ’

Ist x(s) = 1, 80 ist der Bruch rechts immer gleich 1 und andernfalls
strebt er nach Null mit n - oco. Daraus folgt die Behauptung.

Ein Element se¢@ nennen wir ergodisch, wenn die Folge ns
(n=1,2,...) in G dicht liegt. Als Beispiel nennen wir in K die Zahlen
¢™ mit irrationalem & Wir wollen die Eigenschaften der ergodischen
Elemente untersuchen, wobei der Peter-Weylsche Satz sich als Haupt-
mittel bewihren wird.

Bemerkung. Die Definition der Ergodizitit wird nur scheinbar
abgeschwiicht, wenn man verlangt, dafl die Menge ns mit gancen n in @

@) Dinl) = x(#)
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dicht Hegt, weil die abgeschlossene Hiille von 8,28, 3s, ... eine kompakte
Halbgryppe mit -Kiirzungsregel, und daher nach einem Satz von Iwa-
sawa [4] schlechthin eine Gruppe bildet; deshalb miissen die negativen
Vielfachen von s in dieser Hiille mit enthalten sein.

Sarz 2. Folgende Bigenschaften sind dquivalent:

(a) s ist ergodisch,

(b) fiir jeden nicht-trivialen Charakter gilt x(s) # 1,

() fir jede stetige Funktion f und jedes xe@ gilt

im @, (0) = [f(t)d,

(d) ist fir eine w-meBbare Funkiion g(z-s) = g(x) fast wdberall, so
gilt g(x) = const. 7. 4.,

(e) st filr eine mefbare Menge B pu(B-=(E+s)) = 0, so gili u{E) = 0
oder u(EB) =1,

(£) ist fir eine mePbare Menge B E--s — B, so gilt u(E) =0 oder
w(B) =1,

(8) fiir jede p-integrierbare Funktion gili

Em@;, (@) = [g@)du  f. .

Beweis. Die Relation (a) - (b) folgt unmittelbar aus der Stetig-
keit von y und der Definition eines ergodischen Elements. Nun leiten
wir (¢) aus (b) her. In Anbetracht des Peter-Weylschen Satzes geniigt
es (c) fir die Charaktere zu beweisen. Fiir den trivialen Charakter gilt
() trivialerweise, fiir andere Charaktere folgt es aus (2), (b) und (1) (s.
Einleitung). Man kénnte (e) unmittelbar aus (a) erhalten: die Funktion

p(x) = Him @] ,(x)
n

ist nach Satz 1 stetig und man hat identisch y(w+s) = w(z); da also
die Elemente ns in @ dicht liegen, so it v(x) = constans — fy(@)dp =
= [f{@)du.

Wir setzen jetzt (c) voraus und werden (d) folgern. Die Konvergenz
in (e) gilt offenbar aunch im Mittel:

(3) limf;cb;,,(m)—ff(t)d,l,(t)|dw = 0.

Ist die Funktion g integrierbar, so kann sie in (3) statt f gesetzt wer-
den, was man sofort einsieht, indem man y durch stetige Funktionen
im Mittel approximiert. Ist nun g(z) = g(z-+s) £. i., so ist £. . D] (x) =
=g® (n=1,2,...), g(z) = [g(t)au(t) . i

Ist g nicht integrierbar, so erhilt man (d), indem man g durch inte-
grierbare (oder gar beschrinkte) Funktionen asymptotisch approximiert.
Colloguium Mathematicam ’ 11
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(e) erhilt man aus (d), wenn man fiir g die charakteristische Funktion
der Menge E setzt. (f) folgt aus (e) trivialerweise. Bhe wir auch die umge-
kehrte Relation indirekt feststellen, bemerken wir schon hier, daB sie
nicht nur in wnserem Fall, sondern viel allgemeiner besteht ([107; 8. 110):
ist in einem Raum A ein endliches abzihlbar additives MaB u auf einem
o-Mengenkfrper M bestimmt und ist T eine Abbildung von A in sich mit
w(T'B) = n(B) fir B ¢ M (MaBtreue), so sind folgende Bedingungen
dquivalent: 1° wenn M(E—'-T‘IE) = 0 gilt (Fast -Invarianz), 80 ist w(B)y=10
oder 1, und 2° wenn B = T~'E gilt, so ist u(B) = 0 oder 1. Die Transfor-
mation T heiBt dann wnzerlegbor. In unserem Falle hat man TA = A5
su setzen. Wir haben also bewiesen, dall die Transformation A--s mib
ginem ergodischen s unzerlegbar ist. Um dann (g) aus (f) zu erhalten,
braucht man wieder ein stirkeres Mittel; das igt der Ergodensatz von
Birkhoff (vgl. [10]), der in soeben verwendeten Bezeichnungen lautet:
ist die maftrene Transformation T unzerlegbar, so gilt fir jede w-inte-
grierbare Funktion auf A . .

i
lm—L [g(@)+g(Ta)+ ... +g(T"0)] = [g () L 0.

n ’n+1
Dank diesem Satze folgt (g) unmittelbar aus (f) oder (e). Endlich mufl
man noch die Relation (g) — (2) beweisen. Aus (g) kann man zuerst (¢)
berleiten: es geniigt fiir g eine stetige Funktion f zu setzen und Satz 1 zu
benutzen, nach welchem die Grenzfunktion in (¢) stetig ist und also das
,,fast tiberall” sich in ,iibera » verwandelt. Wire ¢ trotz (g) nicht ergo-
disch, so wiirde man eine offene Menge U finden, die keine Vielfachen
von s enthilt. Sei V eine offene Menge, deren abgeschlossene Hiille vV
in U enthalten ist. Bine kompakte Gruppe ist total-regulir ([14], 8. 114),
man kann also eine stetige nicht-negative Funktion f bestimmen, die
fiir weV gleich 1 und fiir weU gleich 0 ist. Wenden wir (c) auf diese Funk-
tion an, so stoBen wir auf einen ‘Widerspruch, weil

Bm@,,(0) =0 und [f@)du>p(V)>0
ist. "

Somit ist Satz 2 bewiesen. Der letzte Teil des Beweises lehrt, daB
der Ergodensatz iberflissig ist, wenn es nur auf die Aquivalenz von
(a) bis (¢) ankommt. Wenn man lediglich die von Eckmann {3] hewie-
sene Aquivalenz (a) = (b) herleiten will, kann man auch den Peter-Weyl-
schen Satz umgehen, man muB sich dann aber eines ebenso tiefliegenden
Resultates bedienen, der zur Dualitdtstheorie gehort, néimlich: ist H eine
abgeschlossene Untergruppe einer lokal-kompakten abelschen Gruppe
& wnd w,¢G ein Element auBerhalb H, so ist jeder Charakter y von H zu
einem Charakter y* von G fortsetzbar, und zwar so, daB y*(zg) % 1 ([14],

¢ 0o M h 2 8 ’ 63
M U NI C A T I 0 X 8
1

Sujsl(l))AZZsﬁ I1311:1.11 I(liun (b) voraussetzt und (a) verneint, so bilde man

efiung der Menge aller ns eine Unt

kung, 8.160), die also nicht mit i i ot o
5. ganz @ identisch ist, und i

den trivialen Charakter i i : T Chanakter o

z von H zu einem nicht-trivialen Char *
akt

v?n G, was auj? Grund des eben erwihnten Satzes moglich ist. Da e;bg

x (s)v; 1, ger?m man in Widerspruch mit (b). . :
ir beweisen noch einen Satz iiber ergodische Elemente, namlich

den folgend i i
umfa.ﬁf en ,,Gleichverteilungssatz”, der den klassischen (mit @ = K)

nd %&Tz 3. Is? s ergodisch, U C & eine Borelsche Menge mit u(T) = o)

. (iv’ ’ZY) dic Anzahl der Blemente x+ns mit n < N¥die in U l"M

so st fur jedes x = A tegen,
i 202 7)

i ———= = u (V).

Anmerkung. Die Gleichverteilung in kompakte )
a];iiilei:on Eckmam} {31 untertgueht, aber in seinenP Deﬁzit(iirzlll 1?111)18&1 11‘1VI 51:3(11:2
ol If W?J;(z.e d&e Wesenthc]}e _Bedingung w(0) = #(U) ibersehen.
o behauptenngaﬁfﬁgenf é?lntg ed;eser l];]ingens%haft reguldr, so kénnen

pten, ung U eines Elements a ein i
enthalten ist. Tn der Tat: ist g(z) eine stetige i it e
ul;ld f(m)'= 1 a,uﬁerhaflb U, so bildet fiir jede:;g pomlzn<?mdii(?\{)[e:2
7 éns_ igzgh(l:%) <.Z} eine Umgebung von a mit U, C U. Bis auf hﬁci-
Shen ahlbarviele i muB der Rand U,\U; = |o: g(z) = i} das Ma
haben, weil sich andernfalls #(U) = oo ergeben wiirde :

Beweis von Satz 3 i i i
Wir penre - Bel ¢ die charakterische Fuuktion von U.

N

B(@,N) = Y ga-+ns).
=1
Mithin kann man die Behauptung durch die Formel

(4) W 8o (@) = [o(t)du(t)  (weg)

ausdriicken. Wir zeigen:

(i) fiir jedes ¢ > 0 kann man zwei i
stetige Funktionen i
(@) < 9(@) < fle) wa [fule)d—ffan < ¢ fmden,
In der Tat: die Regularitit von .
. # hat zur Folge, daB fir jede

;ie svl')geschloss?ne Menge V C U existiert, fiir Wejlehe y(UJ\Vj €<>e/g
Me]; eg;n c}_er u.ber U gemachten Voraussetzung gibt es auch eine offene
tionfs DU mit ,u.(W\ U.) < e Als f; und f, nehmen wir stetige Funk-

an, welche die Bedingungen 0 <fi(a) <1 (i = 1,2), f1(e) =1

~ b .
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fir zeV, fi() =0 fir snonel, fy(x) =1 fir zel, fy(a) =0 fir
znoneW erfilllen. Aus (i) folgh (4) wegen (c).

MuB jede kompakte abelsche Gruppe ergodische Elemente haben?
Die Antwort igt schon deshalb ,nein”, weil solche Elemente in einer
endlichen Gruppe nur dann vorkommen, wenn dieselbe zyklisch ist.
Ist in einér topologischen Gruppe wenigstens ein ergodisches IElement
vorhanden, so heiBt die Gruppe monothetisch [2]. Sogar unendliche kom-
pakte abelsche Gruppen brauchen nicht monothetisch zu sein. Ein Bei-
gpiel dafiir ist das kartesische Produkt Z§ (Z, bedeutet die zyklische
Gruppe der Ordnung 2), denn hier ist jedes Element von der Ordnung
9. Umgekehrt kann man aber aug der Monothetie auf Kommutativitét
und im Falle von lokal-kompakten Gruppen such auf die Kompaktheit
schlieBen, wenn anch mit einer einzigen Ausnahme in bezug auf das letz-
tere: die freie zyklische Gruppe ist offenbar monethetisch, aber nicht
kompakt. Der SchluB auf die Kommutativitit ist ganz einfach: eine
nichtabelsche Gruppe kann keine dichte .zyklische Untergruppe enthal-
ten. Die Kompalktheit ist nicht so leicht zu folgern; das hat Eckmann
[3] getan.

II. DER ZUSAMMENHANG UND AQUIVALENTE EIGENSCHAFTEN IN
KOMPAKTEN GRUPPEN

Wir werden folgende Eigenschaften ins Auge fassen:

(z) & wird von jeder Umgebung des Nullelements algebraisch erzeugt,

(B) ist y ein micht-trivialer Charakter von &, so ist y(G) unendlich,

{y) G ist susammenhingend (d. h. nicht in zwei disjunkte nicht leere
abgeschlossene Mengen zerlegbar),

(8) @ isb vollsténdig, 4. h. die Gleichung nz = a ist fiir jedes ae ¢ und
jedes ganze n lisbar.

Trivialerweise folgen («) und (B) aus (y) fir jede topologische Gruppe.
Auch die Relation (a) —(B) ist immer giiltig. In der Tat: ist x ein diskre-
ter Charakter von @, d. h. ein Charakter, der endlichviele Wertie annimmt
ohne identisch 1 zu sein, so bildet die Menge {»:y(#) =1} eine echte
offene Untergruppe von & und somit eine Umgebung des Nullelements,
die nicht ganz G erzeugt. SchlieBlich hat (3) iramer (B) zur Folge: ist G
vollstéindig, 50 muB bei jedem ye@* die Gruppe x(@) C K auch vollstén-
dig sein. Darum ist sie unendlich.

Im weiteren bedeutet @ wieder eine kompakte abelsche Gruppe.

Sa1z 4. Die Eigenschaften («)-(8) sind dguivalent.

Dieser Satz ist bekannt (s. z. B.[12], 8. 55), wir geben aber einen
Beweis, der von den bisherigen abweicht.

icm®
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Zunichst beweisen wir folgendes

LEma. Seizt man (@) = {n(®), R} .(XiGG‘)7 so hat (B) =ur
Folge, dap H = ¢(G) CE" einem Torus K™ hombomorph-isomorph ist.

Beweis. Wir bilden die zu H duale Gruppe H*. Die zu ganz K"
duale Gruppe C™ ist direkte Summe von = freien zyklischen Gruppen,
hat also ein endliches Systern von Erzeugenden. Dasselbe trifft folglich
auf H* zu, weil H" anf Grund von (V) (s. Einleitung) einer Faktorgruppe
von C® isomorph ist. Daher ist H* in etwa r < n zyklische Summanden
zerlegbar. Da die Voraussetzung (B) der Abwesenheit von Elementen
endlicher Ordnung in H* gleichkommt, sind alle diese Summanden frei:
H*~ . Nach dem Dualitatssatz (II) (s. Binleitung) ist (H*' ~H, und
da ¢*~K, so ergibt sich H~XK".

Nun zeigen wir, daB (y) aus (B) folgt. Jedem Element zeG ordnen
wir das Zohlensystem y(2) = {x(2)} (z€G") als Punkt eines Torus Em
(m =E‘) zu. Nach (IV) (5. Einleitung) ist p(@) ein stetig isomorphes
Bild von G. Da @ kompakt ist, so hat man y(G)==G. Zuerst bemerken
wir, daf :

(@ = N &),
LlseeXn
wo ¢ (G) die Zylindermenge bedeutet, welche zur Bagis dag in dem Teil-
produkt K® C K™ der zu y1y...5 ¥n gehorenden ,,Achsen” gelegene Kom-
paktum @(G) hat, und der Durchschnitt iiber alle endlichen Systeme
von Charakteren genommen wird. Nur die Inklusion

N (O C (@)

SRRy <)

bedarf einer Begriindung, und diese erhilt man leicht aus der Abge-
schlossenheit von (@) in E™.

Aus () 1nd dem Lemmsa folgt, daB afle Mengen ¢ (@) Torussen homd-
omorph, und also zusammenhingend sind. Mithin sind auch die ¢°(&)
zusammenhingend. Dasselbe muB daher auf p(@) zutreffen. In der Tat:
lieBe sich w(&) in zwei punktfremde abgeschlossene Mengen 4; und 4,
zerlegen, so wirde man offene und nach AbschlieBung noch. disjunkte
Tiillen 0, D 4;, 0; D 4, finden, und wegen der Kompaktheit von ¢° (&)
gibe es einen endlichen Durchschnitt dieser Mengen mitb

()#(6)C (03« 0);

deshalb zerfiele (M)¢f(@) in die in O bzw. O, enthaltenen Teile, wiire also
Fe=l
doch nicht zusammenhingend.
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Die Relation ()= (y) kann man auch so ausdriicken, daB die zur
diskreten Gruppe G" duale Gruppe & dann und nur dann zusammen-
hingend ist, wenn in’ " keine Blemente endlicher Ordnung vorkom-
men (in [14], S. 262, bewiesen); die diskreten Charalktere sind nimlich
eben die Elemente endlicher Ordnung in G*.

Nun zeigen wir (8) - (3), was den Beweis von Satz 4 zu Ende bringt.

Sei demnach (B) angenommen; wire @ nicht vollstindig, so miifite
fiir ein nattirliches » die Gruppe »@ von @ verschieden sein. Diese Gruppe
ist abgeschlossen, weil nx ein stetiger Homomorphismus wnd @ kompdkt
ist. Mithin wire G/n@ eine kompakte Gruppe, die sich nicht auf das Null-
element reduziert, und also einen nicht-trivialen Charvakfer y hat. Da
in G/n@G die Gleichung ne = 0 fir jedes # gilt, so miiBte auch 2™ (@) =1
identisch gelten. Macht man nun z su einem Charakter von ¢, indem
man es auf den Nebengruppen konstant setzt, so entsteht ein diskreter
Charalkter, was der Annahme widerspricht.

Jebzt fragen wir nach der Abhingigkeit zwischen der Monothetic
und dem Zusammenhang der Gruppe. Wir wollen inshesondere foleen-
de Bedingung betrachten: i}

() die Menge aller nicht-ergodischen Wlemente hat das innere
Haarsche MaB gleich Null

Wir haben die Ergodizitétseigenschaften schon besprochen (Ab-
sehmitt I) und wissen, daB ergodische Elemente, abgesehen von der freien
zqk]isehen Gruppe, nwr in kompakten abelschen Gruppen vorkommen
kqnnen. Die Bedingung () kann offenbar nur durch die letzteren erfiille
sein. Wir beweisen jetzt den einfachen

ol SArz 5. Die Bedingung (s) hat den Zusammenhany der Gruppe zur
olge. '

Wir zeigen, daB (B) aus (e) folgt: wenn die Gruppe einen digkreten
Chara]?ter % hat, so ist die Menge U= {way(e) = 1} offen und von @
ver§ch1eden. Naeh (b) ist jedes zel/ nicht-ergodisch, U hat aber ein
positives MaB. ) '

Von einer glatten, Umkehrung  dieses Satzes fiir buliebige kompaktoe
abelsche Gliuppen kann nicht die Rede sein, und zwar auws folgendem,
Qrmde: Se1 m der Separabilititstypus der Gruppe, d. h. oy gebe m, und
nicht weniger offene Mengen, aus denen jede offene Menge dureh abzibl-
ba?e Suminenbildung entstehti. Hs wird leicht bewicsen, dal fiir m . 9%
keine a.bza,l?lbare Menge in G dicht liegt; nm desto mehr kann koin Hlo-
ment ergodisch sein. Wir stellen aber dag Problem (P 160), ob dic Umkel-
rung 9\;;)11 "Sm;z 5 .bei der zusdtzlichen Annahme m & 2N pilh, Im ].?avlle
:]1] ;., konnenwm.r nur zeig?n, daB aus dem Zusammenhang die Mono-
- thetie folgt, aber wir unterdriicken den Beweis. Im Fall mt = &, d. h. fiir
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separable zusammenhingende Gruppen, 148t sich (¢) und noch mehr
behaupten: die nicht-ergodischen Hlemente bilden eine F,-Menge
vom Mafe Null. Dieser Satz ist bekannt [8], wir fithren aber den
Beweis an.

Aus (b) folgh, daB die Menge der nicht-ergodischen Elemente als

U {2 4l2) = 1}

%
dargestellt werden kann, wo die Summe iber alle nicht-trivialen Charak-
tere genommen wird. Das ist eine abzéhlbare Summation, weil eine kom-
pakte séparable Gruppe hochstens abzahlbarviele Charaktere hat ([14],
8. 281). Die Mengen B, in { } sind abgeschlossen tnd vom Mage Null.
Das letztere beweist man so: da die Gruppe G zusammenhdngend ist,
hat sie keine diskreten Charaktere und somit gibt es zn jedem ¥, unen-
dlichviele Nebengruppen; sie haben alle dasselbe MaB, und das ist Null,
weil sonst u(@) = oo ausfallen wiirde.

Die Separabilititsbedingung ist fiir die Behauptung wesentlich, weil
andernfalls die Menge der ergodischen Elemente nicht notwendig mef-
bar ist [8]. .

‘Wir méchten uns fiir einen Augenblick den nicht-abelschen Gruppen
zoawenden, Sei ¢ kompakt und zusammenhingend, aber nicht abelsch.
Obwohl dann kein Element allein eine dichte Untergruppe erzeugt, so
kénnen es doch zwei Elemente tun. Z. B. trifft das in der Kugeldrehungs-
gruppe G, auf je zwei Drehungen um zwei verschiedene Achsen zu, wenn
nur die Drehungswinkel a, 8 mit der Zahl = inkommensurabel sind. Also:
im Produkt Gyx @, mit dem Haarschen Produktmaf hat fast jeder Punks
(z, y) die Eigenschaft, daB seine Koordinaten zusammen eine in &, dichte
Untergruppe algebraisch erzeugen. Hier haben wir mit einer Ergodizi-
4@t in hoherer Dimension zu tun und der Satz von Eckmann findet sein
Gegenstiick. Wir wagen folgende Vermutung:

P 161. Sei " die kartesische Potenz einer kompakten zusarmen-
hingenden und separablen Gruppe. Sei E CG" die folgendermaflen be-
stiromte Menge: (@, ..., #,)¢ ¥ dann und nur dann, wenn die Elemente
Zy,...; B, €@ zusammen eine in @ dichte Untergruppe erzeugen. Sei schlieB-
lch u das Haarsche MaB in 6" (also das Produkt der Mafie in &). Dann
ist entweder w(E) =1 oder u(E)=0.

Ist @ abelsch, so besteht diese Vermutung zurecht: man hat ja
#(B) = 1 fir jedes n > 1. Im allgemeinen sind wir imstande nur folgen-
des zu beweisen:

wenn in der Definition von E die Worte ,eine in ¢ dichte Unter-
gruppe” durch ,,einen nicht-dichten Normalteiler” ersetzt werden, so
hat die so definierte Menge daf MaB g gleich Null.
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Der Beweis ist dem des Halmos-Samelsonschen Satzes (S. 167 ) ana-
log, blof daB man mit Matrizendarstellungen (vgl. Abschuitt V, 8.176)
statt mit Charakteren operieren muf. Auf die Einzelheiten gehen wir
nicht ein,

Wir kehren zu den abelschen Gruppen zuriick. Tst die Gruppe zu-
sammenhéngend, so kann Satz 3 verschirft werden. Man weil, daB die
Folge n*¢ (k> 0 ganz, fest) fiir jedes irrationale & im Einheitgintervall
modl gleichverteilt ist [16]. Das erlaubt uns zu beweisen, daB fir ein
ergodisches s die Aussage (¢) (Abschnitt I) dann noch gilt, wenn man =*
anstatt » hineinsetzt. Allgemeiner haben wir den

Sarz 6. Ist eine wachsende Folge natiirlicher Zahlen 7 80 beschaffen,
daf fir jedes drrationale & die Folge 7, & mod 1 gleichverteilt ist, so gilt in
jeder kompakten und susammenhingenden abelschen Gruppe G filr ein
beliebiges ergodisches s¢@ wnd fiir jede stetige Funltion f

@ B ) o] = [ (00 (@e6)

Wenn R (2, N) die Anzahl derjenigen Elemente m-4r,s mit n <N
bedeutet, die in einer vorgegebenen Borelschen Menge U mit w(T) = u(0)
liegen, so gils

o Bz, V)
2 m——" = .
(2) M= = ()

Die zweite Hilite dieses Satzes erhilt man aus der ersten genau go,
wie Satz 3 aus (¢} hergeleitet wurde. Wir beweisen die erste Hilfte. Hg
geniigh (1) fiir Charaktere zu zeigen. Wird fiir f der triviale Charakter
gesetat, so haben wit 1 auf beiden Seiten. Fiir einen nicht- trivialen Cha-
rakter y muB man die Gleichheit

1
(3) linm - [2(7i8) ..+ (7,8)] = 0

festatellen. Ist y(s) = &, 50 muB ¢ irrational sein, da wir andernfalls,
fir ein ganzes n, y(ns) = ¢"** = 1 hiitten, y wire also ein diskreter Cha.
rakter, und solche gibt es nicht. Aus der Irrationalitit von & und der
Beschaffenheit von #, folgt aber (3) unmittelbar.

Wenn man zu obigen Voraussetzungen noch die Separabilitdt hinzu-
fiigh, so kommt

Sarz 7. Fir jede wachsende Folge natiirlicher Zahlen T, jede stetige
Fuibktim f und fir fast jedes s gilt (1). Fiir dieselben s gilt (2), wenn
#(U) = p(U) dst.
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Wieder gentigt es (1) fiir die Charaktere zu beweisen. Ist x €in nicht-
trivialer Charakter, so bilden die Funktionen Pa (&) = g (ry) ein. ortho-
normales System auf @. In der Tat: fiir Ny F N, kommt

S 202 1@ = [ 4 {(ra—ra)a)de = [ g ma(@)dp — o,

weil ™7™ kein trivialer Charakter ist (sonst wiire z ein diskreter). Binem
bekanuten Satze von Banach Gem#B ist iede Folge orthonormaler Funk-
tionen f. 4. nach dem arithmetischen Mittel nach Null konvergent, So-
mit gilt (1) tir das gegebene y bei fast jedem s. Da es wegen der Separa-
bilitét nur abzdhlbarviele Charaktere gibt, so gilt (1) bei fast jedem s
fiir alle 4.

Wir schlieBen diesen Absehnitt mit einem interessanten Satze, den
wir noch spéter brauchen werden. Sei 7' die durch Tz — 22 erklirte Trans-
formation; '

Sarz 8. In einer zusammenhdngmd'm kompakten Qruppe ist die Trans-
formation T wnzerlegbar.

Beweis. Wir werden mehr zeigen, ndmlich: T ist stark mischend,
d. h. man hat fiir je zwei Borelsche Mengen E und F

(4) C mp(B A TNE)) = p(B) (.
Daraus schlieBt man auf die Unzerlegbarkeit, indem man fiir & eine Menge
mit T-'(E) = B wihlt und F=F setzt. Dann hat man in (4) links x(E)
und rechts [u(E)}. Daher ist u4(E) = 0 oder 1.

(4) werden wir als Sonderfall der allgemeineren Formel

) lim [f@)g(ma)du = [f(@)du- [glyan  (f, ge L)

erhalten, indem wir fiiv f und ¢ die charakteristischen Funktionen der
Mengen B und F, und m = 2" setzen.

(5) gentigt es fiir die Charaktere zu beweisen, weil diese eine ortho-
normale Basis im Raum I2(u) bilden. Ist f = g =1, so gilt (5) trivialer-
weise. Ist f =y, und g = y,, und sind diese Charaktere nicht beide tri-
vial, 80 muB man zejgen, daf

(8) Um [ (@) g (mz)du = 0.

n
Der Wert dieses Integrals ist 1, wenn %17 %> =1 ist, und sonst 0. Der erste
Fall kann nur fiir einen Wert von m vorkommen. In der Tat: wére
X ds = gyt =1 (my #my), so hiitten wir 3™ =1, und daraus
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wiirde sich g, = 1 ergeben, denn andernfalls wire g, ein diskreter Cha-
rakter. Da miiBte aber auch y; = 1 gelten, entgegen der Voraussetzung.
Also schlieBlich: fiiv jedes hinreichend grofe m ist das Integral in (6)
gleich 0. Damit ist der Beweis zu Ende.

III. DIE NULLEOMPONENTE ALS DIREETER SUMMAND

Wir wollen voraussetzen, daB eine abgeschlossene Untergruppe 4
sich von der abelschen kompakten Gruppe G alg ein direkter Summand
trennt. Mithin ist @, algebraisch genommen, die dirckte Summe der
Gruppe A und eines Komplementirsummanden. Bs fragt sich, ob man
dann immer einen abgeschlossenen Komplementirsummanden B finden
kann, so daB also G = A{ B eine sowoll algebraische, wie auch topolo-
gische Zerlegung von & in zwei kompakte Gruppen sei. Die Antwort ist:
nein. Das Gegenbeispiel wird in manchen Féllen von der Komponente
des Nullelements in &, d. h. von der groften zusammenhingenden Unter-
gruppe von G (die Nullkomponente) geliefert. Um das zu zeigen, beweisen
wir zuerst den in [12] auf S, 53 ausgesprochenen

Sarz 9. In jeder kompakien abelschen Gruppe G ist die Nullkompo-
nente A ein divekter Summand.

Beweis. A ist offenbar abgeschlossen. Daber ist es eine kompakie
zusammenhiingende Gruppe. Als solche ist sie vollstdndig (Satz 4). Nun,
nach einem Satz von Baer ist eine vollstindige Untergruppe immer ein
direkter Summand (8. z. B. [13], 8. 147).

Die topologische Gruppe /A4 ist kompakt und nulldimensional
([147, 8.137). In der zu G dualen diskreten Gruppe ¢* bilden dic Rle-
mente endlicher Ordnung eine Untergruppe 7. Wir beweisen den bekann-
ten ([14], 8. 262)

Sarz 10. 4 ist dual 2w G*|T; G/A ist dual su 1.

Da 4 kompakt und zusammenbingend ist, so ist die duale Gruppe
A” torsionstrei (vgl. Abschnitt II). Zieht man (V) (s. Hinleitung) in Be-
tracht, so sieht man, daB A" einer Gruppe /7, isomorph ist, wo I,D 1"
In Wirklichkeit gilt 7', = T, denn 4 bestelt aus denjenigen Charakte-
ren von G*/T,, die auf 7, gleich 1 sind; wire nun 7, groBer als 7', wo konnte
A nicht die gréBte zusammenhingende Unbergruppe von ¢ sein. Die
zweite Halfe des Satizes folgt aus der ersten aunf Grund von (V).

Es sei B ein Komplementirsummand zu 4. In B gibt es zwei To-
pologien: die erste ist durch die urspringliche Topologie in @ und die
zweite durch den Isomorphismus G/A~B induziert. Legt man in B die
erste Topologie zugrunde, so ist dieser Isomorphismus vorn B zu GlA
steig (man beachte die Bestimmung der Umgehungen in Faktorgruppen

—om® -
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wnd den Umstand, daB B aus Elementen besteht, die je einer Nebengruppe
geeignet entnommen sind). Ist also B in ¢ abgeschlossen, und daher kom-
pakt, so ist

o @4~ B,

d. h. es besteht ein algebraischer und topologischer Isomorphismus zwi-
schen den beiden Gruppen, und die beiden Topologien in B stimmen
iiberein. Dann ist

(2) G~ 4[B.

Eine Gruppe, die zur difekten Summe zweier Gruppen dual ist,
ist die direkte Summe der zu den Summanden dualen Gruppen ([14],
8. 260), daher folgt ans (2), daB

G* ~ 44#—;—B*,
und wegen (1) nach Satz 10
(3) G ~ETLT.

Nun, eine solche Zerlegung ist nicht immer moglich. Eine (abstrakte)
abelsche Gruppe, in welcher die Elemente endlicher Ordnung einen di-
relten Swmmanden bilden, mag spalthar heiBen. Es gibt nicht-spaltbare
Gruppen ([13], 8. 186). Ist G eine solche, so ist die Nullkomponente A
der Gruppe &"*~@ nur ein algebraischer, nicht aber ein topologischer
direkter Summand, d. A. es gibt keinen abgeschlossenen Komplementiir-
summanden zu 4. Ist dagegen @* spaltbar, gilt also (3), dann hat man
(2) und @ ist demnach in zwei kompakte Gruppen, die Nulikomponente
und einen Komplementirsummanden zerlegbar. Somit haben wir den,
ebenso bekannten ([12], 8. 55),

Barz 11. In einer kompakten abelschen Gruppe ist die Nullkompo-
nente als ein algebraischer und topologischer Summand dann und nwr dann
trenmbar, wenn die duale Gruppe spaltbar ist.

Ist die Nullkomponente offen, so ist G/4 endlich, also ist jeder Kom-
plementérsummand abgeschlossen, und es gilt (2). Das ist ein einfacher
Fall des allgemeineren Satzes:

Sarz 12. Ist G4 in awei kompakie Gruppen zerlegbar, von denen eine
torsionsfrei ist und die andere aus Plementen von gleichmdipiy beschrink-
ten Ordnungen besteht, so gilt (2).

Beweis, Die zum torsionsfreien Summanden von G/4 duale Grupype
igt vollstindig und die zu dem zweiten Summanden duale ist wieder
eine Gruppe mit beschrinkten Ordnungen. In der Tat: das erste
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folgt aus Satz 16?) und das zweite erhélt man, indem man bemerks,
daB mit mx = 0 (ze@) anch y™(x) = 1 fir jedes y aus G gelten mus,
daB also die Ordnungen in der dualen Gruppe ebensc heschrinkt sind.
Man weiB, daB eine hinreichende Bedingung dafiir, daB die Gruppe
spaltbar sei, die Zerlegharkeit von T in einen vollstindigen Summan-
den und einen Summanden mit beschréankten Ordnungen ist ({13], S. 186).
Somit wird der Beweis durch Anwendung von Satz 10 und 11 zu Ende
gefithrt.

Bemerkung. Ist G nicht spaltbar, so sind die kompakten Gruppen

G wnd A-{G/A algebraisch isomorph, aber topologisch verschieden.
Hier liegt also ein Beigpiel dafiir vor, daf eine und dieselbe abstrakte
Gruppe zwei wesentlich verschiedene kompakte Topologien zulassen
kann. Diese Erscheinung tritt fibrigens schon bei den bekanntesten Grup-
pen auf (vgl. Abschnitt VI). Auf jeden Fall: 148t eine abelsche Gruppe
iiberhaupt eine kompakte Topologie zu, so 148t sie auch eine derartige
71, bei welcher sich die Nullkomponente topologisch trennt.

IV. DISKERBTE CHARAKTERE UND VOLLSTANDIEGEIT VON
LOKAL-KOMPAKTEN GRUPPEN

Wir fragen, ob die Aquivalenz der Bigenschaften («) bis (3) (Abschnitt
II) noch besteht, wenn man statt der Kompaktheit nur die lokale Kom-
paktheit der Gruppe voraussetzt. Die Antwort ist ,nein’, wir werden
aber vor allem positive Aussagen finden.

Sarz 13. Fiir lokal-kompakte abelsche Qruppen ist (o) mit (y) dqui-
valent.

Nur die Implikation («) — (y) braucht einen Beweis. Jede abelsche
Gruppe, die von einer kompakten Umgebung des Nullelements erzeugt
werden kann (sog. Gruppen kompakter Herkunft) ist als divekte Summe
einer kompakten Gruppe, einer endlichen Anzahl von Vektorgruppen
und einer endlichen Anzahl von diskreten zyklischen Gruppen dar-
stellbar ([14], 8. 274). Da & von jeder Umgebung des Nullelements ge-
nerierbar ist, %o scheidet das Auftreten eines diskreten Summanden aus,
und @ ist in eine kompakte und eine Vektorgruppe zerlegbar. Der kom-
pakte Summand muB («) erfiillen, er erfillt also auch (y) (Satz 4). Daher
ist G als direkte Summe zweier zusammenhiingender Gruppen selbst
zusammenhéngend.

SATz 14. Awus (y) folgt (3).

%) Vgl. Abschuitt 1V; diese Vorwegnahme ist gestattet, weil Satz 16 ganz unab-
hingig vom Abschnitt ITI bewiesen ist. ’

©
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Bine zusammenhingende lokal-kompakte Gruppe ist als direkte
Summe einer zusammenhingenden kompakten Gruppe und einer Vektor-
gruppe darstellbar (vgl. Beweis von Satz 13). Diese beiden sind vollstin-
dig (vgl. wieder Satz 4), also ist es & auch. )

Die Aquivalenz besteht aber weder zwischen (8) und (y) noch zwi-
schen (y) und (3). Das Beispiel der Gruppe R der rationalen Zahlen mit
Addition lehrt beides: sie ist vollstindig, hat daher auch keine diskreten
Charaktere, sie ist aber diskret und also nicht zusammenhingend. Schwie-
riger ist der Beweis von :

'SATz 15 (H. Freudenthal). (3) folgt nichi aus (B).

Hierzu gehort ein Beispiel, das den Verfassern von Herrn H. Freu-
denthal mitgeteilt worden ist®). Sei H die Gruppe der rationalen Zahlen
mit Addition mod 1. Die Gruppe @ bestehe aus allen Folgen o = (&, @a; .- )
von Zahlen aus H, in denen fast alle Elemente (d. h. von einer gewissen
Stelle ab) gleich 0 oder 1/2 sind. Die Gruppenoperation wird koordinaten-
weise ausgefiibrt. Die Umgebungen U, des Nullelements gollen aus
denjenigen Folgen bestehen, in denen u; =0 oder 1/2 fiir jedes ¢ und
@ = 0 fiir 4 < » ist, Demnach sind alle U, kompaks, weil gie der ,,Cantor-
sehen” Gruppe Z&°, wo Z, die zyklische Gruppe von der Ordnung 2 be-
deutet, isomorph sind. Daher ist G lokal-kompakt.

G ist nicht vollstdndig: die Division von z durch eine gerade Zahl
ist nur dann (aber auch immer dann) ausfithrbar, wenn fast alle z; gleich
0 sind. Die Menge aller dieser x heifie A. Fiir jedes n gilt offenbar

(1) G=A+T,.
Sei y ein Charakter von @, der nur endlichviele, etwa m Werte an-
nimmt. Dann ist

(2) 2(2m@) = y(4) = 1.

Bs gibt eine Umgebung U,, in welcher y gleich 1 ist. Aus (1) und (2)
folgt z(G) = 1, also ist y der triviale Charakter.

Es sei bemerkt, daB der fiir kompakte Gruppen angegebene Beweis
der Implikation (8) — (3) nur deshalb fiir die lokal-kompakten versagt,
weil dann kein Grond dafir besteht, die Menge n@G als abgeschlossen
zu belrachten. Obiges Beispiel lebrt, daB es tatsichlich nicht immer so0
igt. Offenbar ist es aber so in den diskreten Gruppen. Daher der

Sarz 16. Bine micht vollstindige diskrete Gruppe hat immer einen
diskreten Charaliter.

In dem Beispiel von Freudenthal sind die Mengen n@ (n=1,2,...)
von der Klasse F,. Das kann man fiir die separaklen lokal-kompakten

3 Ein anderes Beispiel hat Herr W.T. van Est gegeben.
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Gruppen allgemein behaupten, weil dann @ eine Summe abzdhlbarvie-
ler kompakter Mengen Z; ist und die nZ; abgeschlossen sind.

Das Beispiel von Herrn Frendenthal kénnte den Eindruck erwecken,
als ob das Vorhandensein vieler Elemente endlicher Ordnung fiir die
Eigenschaft ,,(B) und nicht (8)” verantwortlich wire. DaB es dem nicht
80 ist, iberzeugt man sich an Hand folgender Modifizierung dieses Bei-
spiels, welche die Konstruktion einer torsionsfreien Gruppe mit dersel-
ben Eigenschaft bezweckt.

Sei I' eine kompakte nicht zugammenhingende (und. also nach Satz 4
nicht vollstindige) separable torsionsfreie Gruppe. Als solche konnte
man die zor Gruppe H aus dem vorigen Beispiel dnale Gruppe H* nehmen
(daB sie die verlangten Eigenschaften hat, kann man leicht auf Grund
der in dieser Arbeit vorgefiihrten Sitze beweisen, oder auch aus ibrer
Beschaffenheit als ,,starke” direkte Summe der Gruppen der ganzen
p-adischen Zahlen nach allen Primzahlen p folgern; vgl. dazu S.179).

Eine torsionsfreie abelsche Gruppe kann in eine ebenso torsionsfreie
vollstédndige Gruppe algebraisch eingebettet werden ([13], 8. 191). Sei B
eine solehe Gruppe, die I" umfaBt. Im weiteren wird B eine dhnliche Rolle
spielen, wie H in dem Freudenthalschen Beispiel. I" ibernimmit dage-
gen die Rolle der dortigen Gruppe Z,. Wir bilden G aus allen Folgen
@ = (@, #,, ...), in welchen alle #; zu B und fast alle z; zu I' gehdren.
Die Gruppenoperation wird koordinatenweise aus B in G {ibertragen.
Die Umgebungen des Nullelements in & werden folgendermaBen erllirt:
ist O eine beliebige Umgebung des Nullelements in T, g0 besteht die durch
sie bestimmte Umgebung des Nullelements in & aus denjenigen Tolgen,
in denen m;el” (¢ =1,2,...)und 2;e0 fiir ¢ < n. Alle diese Umgebungen
sind lokal-kompakt, weil sie den Umgebungen des Nullelements in der
kompakten Gruppe ' homéomorph sind. Also ist auch @ lokal-kompakt.

@ ist torsionsfrei, weil B es ist. G ist nicht vollstéindig. Tn der Tat:
I' ist nicht vollsténdig und folglich gibt es ein ael” und eine natirliche
Zahl n derart, daB die Gleichung ny = & in I' unlésbar ist. Die Folge
@, a, ... stellt ein durch » nicht dividierbares Element von @ dar, weil
sonst die Quotienten a/n zu I' gehdren miiBten. Wobl aber kann man
ein we@ durch jedes # dividierer, sobald fast alle w; gleich dem Nullele-
ment in B sind. Die Menge aller dieser # heiBe wieder 4. Piir jede Umge-
bung U des Nullelements in @ gilt offenbar ¢ — A4 U. Endlich hat man
nur die SchiuBiberlegung aus dem vorigen Beispiel wirtlich zsu wieder-
holen, wm hewiesen zm haben, daB die Gruppe @ keine diskreten Charak-
tere besitzt.

Da die Gruppe I' separabel igt, so erfilllt sie umsomehr das eryte
Abzéhlbarkeitsaxiom, d. h. sie hat ein vollstéindiges abzihlbares System
von Umgebungen des Nullelements, und dasselbe trifft noch auf @ zu,

COMMUNTICATTIONS 175

was man der Definition von Umgebungen in dieser Gruppe leicht ent-
nimmt. Trotzdem ist G nicht separabel, weil es dort keine dichte Folge
von Elementen gibt. Neuestens hat uns Herr J. Xof ein Beispiel einer
torsionsfreien lokal-kompakten und separablen abelschen Gruppe mitge-
teilt, die (B) aber mnicht (3) erfiillt. Die von Freudenthal angegebene
Gruppe @ ist zwar separabel, aber nicht torsionsfrei.

Andererseits konnen diskrete Charaktere auch dann vorkommen,
wenn nicht alle Mengen #G abgeschlossen sind.

Ein Beispiel dafiir findet man bei Braconnier in [1], S. 11-12; es
wurde zu einem anderen Zwecke konstruiert.

Leicht beweisbar ist der

ATz 17. Ist G lokal-kompakt und nicht vollstindig, so hat es einen
nicht-trivialen Charakter, der endlich- oder abzdhlbarviele Werte amnimmi.

In der Tat: Lant dem allgemeinen Zerlegungssatz gibt es eine abge-
schlossene Gruppe H C G derart, daB 1° G/H diskret ist, 2° H in zwei
direkte Summanden, einen kompakten und einen einer Vektorgruppe
isomorphen, zerfallt ([14], 8. 269-278). Ist ¢ = H, so hat der kompakte
Summand von @ wohl einen diskreten Charakter (Satz 4) und also die
Gruppe & auch (man benutze die Dualitdt von direkten Summen, wie
anf 8.171) Reduziert sich die Gruppe @/H nicht auf das Nullelement,
50 hat man nur zu beweisen, daf diese Gruppe die Behauptung erfiillt,
weil jedem Charakter von G/H ein Charakter von G entspricht, der auf
den Nebengruppen von H konstant ist und demnach keine neuen Werte
annimmt. Nun, ist G/H vollstindig, so hat sie einen abzéhlbaren direkten
Summanden ([13], S.149), daher auch einen Charakter mit verlangten
Eigenschaften. Ist die Gruppe G/H nicht vollstindig, so hat sie sogar
einen digkreten Charakter (Satz 16).

V. DAS ALIQUOTENPROBLEM

Da - die kompakten zusammenhingenden abelschen Gruppen voll-
stindig sind, scheint die Frage interessant, ob fiir jedes ae@ die Menge
der aliquoten Teile a/n (n = 1, 2, ...) sich im Nullpunkt hiuft. Das wiirde
bedeuten, daf jede Umgebung U des Nullpunktes nicht nur ein System
von Erzeugénden fiir ganz @ bildet, sondern durch bloBes Ausmultipli-
zieren ibrer Elemente mit 1, 2, 3, ... zur ganzen Gruppe @ hinausschwillt:
G =Uwv?2U w30 u... Fir torsionsfreie Gruppen kann man offenbar
von einer wohlbestimmten Folge a/n sprechen und fragen, ob sie eine
nach Null konvergente Teilfolge enthalten muB (wenigstens, wenn die
Gruppe separabel ist). Wir geben eine bejashende Antwort auf diese Frage,
fagsen aber das Problem etwas allgemeiner auf.
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Es sei @G eine kompakte.ind nicht notwendig abelsche Gruppe. Es
gilt der folgende
SaTz 18. Ist fir ae@ die Gleichung

{1) " =a

filr jedes n osbar, so ist fir jede Umgebung U des Binselements ein n und
ein xye U mit o7 = a su finden. Dabet kann n so gewdhlt werden, daf es
eine Zahl my nicht bertrifft, die nur von U, micht also von a abhingt.

Da in einer abelschen kompakten und zusammenhingenden Gruppe
die Gleichung (1) (mit der additiven Schreibweise) fir jedes a und =
16sbar ist, 80 wird sich aus diesem Satz sofort ergeben, daB die aliquoten
Teile a/n sich fiir jedes a im Nullpunkt hiiufen und daB dabei in belie-
biger Umgebung U dieses Punktes einer von ihnen zu finden ist, dessen
Nenner unterhalb einer nur von U abhiingigen Schranke liegt. Das ist
also eine positive Antwort auf das zu Anfang dieses Abschnitts gestellte
Problem, und zwar in verschirfter Form. Den Beweis von Satz 18 stiiz-
zen wir anf folgendes

LeMwia. Fir jede Umgebung des Binselements yibt es eine ganze Zahl
m > 0 derart, dap fir jedes be@ unter den Elementen b, b, ..., b™ wenig-
stens eines zu U gehort.

Unter einer wnitdren Darstellung einer kompakten Gruppe G veisteht
man bekanntlich einen stegigen Homomorphismus D(z) von @ in eine
Gruppe von unitiren Matrizen. Sei U eine Umgebung des Einselements.
Wir wihlen eine unitire Darstellung D(x) und ein & > 0 so, daB aus

{2) 1D (2)~Bl < &
zeU folgt, wobei |Af die Norm der Matrix A = (ag), d. h. die Zahl
Vl%‘]a,-kﬁ bedeutet. DaB eine solche Darstellung immer zu finden ist,

folgt aus dem Peter-Weylschen Satze ([14], S.230)*%). Sei noch ein be@
gewihlt. Bs gibb eine unitére Matrix V, fir welche VD (b)V~ die dia-
gonale Form

éh 0
4= .
0 dn
hat. Bs gilt D(F) = D*(b) = V=" A"V, daher

) D@ —B| = |V (24 ~B) V| = ||4~E].

%) Vgl. Abschnitt 1.

iom® -
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Da
(,i}.liv O

.:I”:( : ),
0 &

8o schlieBt man aus (3), daB bei einem passend gewshlten 6 > 0, das nicht
von J; abhéngt, die simultanen Ungleichungen

(4) e 1] <8 (=1,...,8)

(2) fir # = b* zur Folge haben. Diese simultanen Ungleichungen kénnen
nach einem klassischen Approximationssatz fiir jedes System 4 (1 <j < 5)
durch ein v befriedigt werden, welches eine nur von ¢ und s abhingige
Zah) m nicht {ibersteigt. Fiir das gewshlte b sind die 4; wohlbestimmt.
Man bildet mil ihnen die Ungleichungen (4) und 16st sie’ mit einem
vp = »(b) < m. Dann hat man || D(P")—E| < ¢ und mithin 5™ eU. Das
Temma ist bewiesen. .

Satz 18 erhalten wir jetzt mithelos. Erfiillt ¢ die Voraussetzung, so
finde man nach dem Lemma eine dem vorgegebenen U angepaBte Zahl m
und 16se die Gleichung ™ = a. Ist b eine Losung, so wihle man ein
vy < m derart, daB b»”eU. Dann ist die Behauptung des Satzes durch
das Element 2, = b mit my = m! und n == m,fz, befriedigt.

Es bleibt folgendes Problem offen:

P 162. Ist in einer kompakten und zusammenhiingenden aber nicht-
abelschen Gruppe die Gleichung 2™ = ¢ fir jedes ¢ und = I6sbar?

‘Wenn es dem so ist, so kann die Gruppe nach Satz 18 durch das Po-
tenzieren je eines Hlements einer beliebigen Umgebung des Einselements
erzeugt werden. .

Die positive Losung des Aliquotenproblems im abelschen Fall er-
laubt uns gewisse arithmetische Konsequenzen zu ziehen. Eine von ihnen
erbilt man, wenn man ‘Satz 18 auf R*, d. h. auf die zur Gruppe der
rationalen Zahlen duale Gruppe anwendet. R” ist kompakt und zusammen-
hiingend, das letztere wegen Satz 4, da K torsionsfrei ist. Wir wollen die
Charaktere von R etwas nidher betrachten. Binen Charakter geniigt es
nur auf Brzeugenden zu definieren und dabei muB auf die Trbereinstim-
mung geachtet werden. Als Erzeugende von R nehmen wir die Zahlen
1 und 1/p™, wo p alle Primzablen. und m alle natiirlichen Zahlen durch-
lduft. Dann ist 4 durch ein reelles = (0 <X 7 < 1) und eine Doppelfolge

von ganzen Zahlen iy ; (4 = 0,1,2,...; 0 < &y; < p) eindeutig bestimmt,
namentlich
{5) % (1) = exp(2aiz),

ya (1 /pm) = CX] (Zni/pm(f -+ 7"17,() ‘1"7"1),1 Ptk ]‘lp,m—l ) pm—l)) .

Colloquium Mathematicum 12
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Wir beweisen

SATz 19. Ist eine endliche Anzahl s von Doppelfolgen ganzer wichi-
negativer Zahlen k0 < p gegeben (j =1,...,s; p durchldufi dic Prim-
2ahlfolge; 1 = 0,1,2,...), so ist fir jedes ¢ >0 ein n = PYr. .. pE* derart
2 finden, daf

L on,

(6) e (Tl A 2T
v=1 ”
fir §=1,...,s weniger als um & von einer ganzen Zahl abweicht, wobei
!
h, 1 " .
<7) Z p"‘v = lrl" Ihavl < Dy ﬂ7 hv gang, (h‘v,l)l') = 1.

Beweis. Wir setzen die Gruppe @ gleich der direkten Summe von s
HExemplaren von R*. Die Blemente von G werden wir demgemi8 als Sy-
steme 1, ..., y, von Charakteren von B auffassen. Die Umgebung U wel-
ches Nullelements bestehe aus denjenigen Systemen, fiir welche
(j =Ty 8)

(8) —1l <9

1% (1)
gilt. Als ae@ nehmen wir ein beliebiges System #? (G =1,...,s) von Cha-
rakteren von R, die durch reelle 7; und Doppelfolgen zch wie in (5) gege-
ben seien. @ ist offenbar zusammenhangend es folgt also aus Satz 18,
daB fiir ein geeignetes # = p™... pi* ein System y;, ..., x5 existiert, der
die Bedingungen (8) und

5y =" )

(9) fiir jedes re R

erfiillt. Ingbesondere ist fiir alle §

2t [
(10) 15(1) = exp|—— (5+1)
mit ganzen u; (0 < u; < n). Wird also y gemifl (5) gekennzeichnet,
so muf anstatt v die Zahl (7;-4u;)/n auftreten. Die Doppelolgen fir
diese z; bezeichnen wir mit ¥, Werden die Zahlen %, durch (7) defi-

niert, so ist
t
1 T+ Uy h,
w5 | =)= exp (2ri| T— _S_ 1
l’(ﬂ-) X1 ( i [ n +ﬂ=1 " (T

+Ig31 Pv+ +1).,7n,.-—.1 277""— ))])

v

icm
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Nach *(9)

(11) Z}L(}):Z@(l)
(1 .
_exp(om[” +2 o Gkl

., & sein. Aus (10) folgt, dag

1 O
B(,) = e (2

ist, also von der Doppelfolge l(’) unabhingig. Der Vergleich mit (11)
ergibt die Kongruenzen

Mipm 1

+hD oA AR T

)

fir §=1,..

(vy 45 ))

t

u; h,
(12) -1 = Z '"pm,,

n
pe=l v

(R o+ kD pyt B - pi ) (mod 1),

Sind nicht alle #” triviale Charaktere, so muB # bei unbeschrinkter
Verkleinerung der Umgebung U7 unbeschrinkt wachsen, damit (8) und
(9) gelten. Dann. ist 7;/n klein, und nach (10) und (8) kommt u;/» nahe
an eine ganze Zahl. Darum muf sich die rechte Seite von (12), der Aus-
druck (6) also, bei vorgegebenem &> 0 durch geeignete Wahl von =
fiir jedes § zu einer Zahl machen lassen, die weniger als um e von einer
ganzen Zahl abweicht. Das ist aber die Behauptung von Satz 19.

Eine andere arithmetische Konsequenz aus Satz 19 erhilt man,
indem man ihn die aunf Gruppe Z;= anwendet, wo Zyes die quasi-zyklische
p-Gruppe bedeute, d. h. diejenige, die aus allen Einheitswurzeln vom
Grade p* (t =0,1,2,...) mit der festen Primzahl p gebildet ist. Die
Charaktere von Zyw, also die Elemente von Z;» sind leicht zu ermitteln;
Z;oo erweist sich dabei als isomorph der Gruppe der ganzen p-adischen
Zahlen. Das Ergebnis lautet:

Sind m) t=0,1,2,...;5=1,...,5) Folgen von ganzen Zahlen
mit 0 < mf <p', mfly =m (modp’), so ist fur jedes &> 0, jedes ¢
und - jedes Sysiem ganzer Zahlen k; mit 0 << k; < p* soleh ein natirliches »
und solche ganzen l; (0 <Y < p") 2u finden, daf simtliche Zahlen

1 .
7)t+,, (ky+Up )MEQ,, (i=1,...,8)

wentger als um ¢ von einer ganzen Zahl abweichen.
Diesen Satz hat auch auf direktem Wege Herr A. Schinzel bewiegen.
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Anstatt von a/n kann man in einer kompakten und zusammenhin-
genden abelschen Gruppe auch ansgewihlte aliquote Teile /2" untersu-
chen und fragen, ob sie sich ebenso im Nullpunkt héufen missen. Die
Auntwort ist negativ und wird von der Gruppe R* geliefert. Bs gilt nim-
lich der

841z 20. In der Gruppe R® ewistiert eine Umgebung U des Nullele-
ments und ein Element a derart, daf a/2" fir jedes natirliche n ouperhald
U liegt.

Beweis. U soll aus den Charakteren y von R bestehen, fir welche
g (1)—1| < /2 gilt. Als o nehmen wir den Charakter g, mit

0 fir gerade i, ky; = 0 fir p > 2,

1
(13) ‘ T kzj:{l fiir ungerade i, ¢ =0,1,2,...

Die Rolle von &/2™ iibernimmt also der Charakter y, fiir weléhen identisch

(1) = 1(7)
gilt (ein solcher Charakter existiert und ist eindeutig bestimmt, weil R

vollstindig und torsionsfrei ist). Da nach (13) und (14) L) =6t = —1
ist, so mub

(14) (reR)

ez )

(15) o

1
2(1) = exp( (-; +u)) (w ganz, 0 < u < 2")
sein. Wollen wir also y nach der allgemeinen Art (5) bestimmen, so muf
anstatt ¢ die Zahl(}-4u)/2" gesetzt werden. Die zur Definition gehd-
rende Doppelfolge bezeichnen wir fiir dieses y mit 7, ;. Dann ist {ir ein
natirliches m

1 27t [ A+u
2 (W) = exp ( om (E"QT Flptly 24l Zm”l))-

Nach (13)-(15) hat man fiir ein gerades m

anf 1 L3 tu 1 Omif1
¥ (.ZT) = exp (2m —Eom ) = (7"7) = eXp (ém (~2 248 2™ l)) ,

algo

u 2484, fomt . 3
2t m+ (modl) oder 2=

o™ 2

Es gilt daher nach (15)

1 2 «
2(1) = exp(zm' [57;;1 + 5F(:ﬂ’”z—l)]).
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Sollte 76T sein, so miifte der in eckigen Klammern stehende Aus-
druck mod1 entweder kleiner als 1/4 oder grofer als 3/4 sein, das ist aber
niemals der Fall. Bei ungeradem m verliuft die Uberlegung vollig analog.

Obiges Beispiel betrifft eine singulire Erscheinung, weil in einer
kompakten zusammenhingenden und separablen Gruppe G die aliquo-
ten Teile a/2" sich ,in der Regel” nicht nur im Nullpunkt hiufen, son-
dern auch in ganz @ dicht liegen. Bedeutet x4 das Haarsche MaB in &,
so gilt nidmlich der

SAtz 21. Pir p-fast jedes ae@ ist die Vereinigungsmenge V, der Li-
sungen aller Qleichungen 2"z =a (n=1,2,...) in G dicht.

Beweis. Die Transformation Tx = 2 ist in jeder kompakten zu-
sammenhingenden abelschen Gruppe maBtreu, d. h. fiir jede Borelsche
Menge Z C G gilt [15]

(16) T2 = u(2).

Ist nun {U,} eine abzihlbare Basis aus offenen Mengen in @, so sez-
zen wir '

(17)

Man hat
(18)

M= U2,
n=0

o2M; C M;.

In der Tat: ist & = 2y fiir ein ye M;, 80 ist fir ein bestimmbes n»
y€2"U; und daher 22U, D M;. Aus (18) und (16) folgt

wT7H () My} =0,

die Mengen M; sind also fast invariant (vgl. S. 162) gegeniiber der Trans-
formation 7' Da diese unzerlegbar ist (S8atz 8), erhilt man u(M;) =1 und
daher

(19) I3 (:Mm-) =1.

Auf Grund von (17) bedeutet ae () M;, daB fir jedes ¢ und ein geeig-
=1
netes n = n; eine Logung der Gleichung 2™ == ¢ zu U; gehdrt. Deshalb
liegt V, dicht in @ Mithin ist (19) mit unserer Behauptung iquivalent.
Aus dem Satz 21 folgt trivialerweise, daB in einer seinen Voraus-
setzungen geniigenden Gruppe die aliquoten Teile o /n fiir fast jedes o eine
dichte Menge bilden. Nun liegt die Frage nahe, ob das fiir jedes a gilt.
Die negative Antwort wird auch hier von der Gruppe R* geliefert. Unter

-ihren Elementen treten niimlich auch solche Charaktere von R auf, welche

von der Form ¢ (4 reell,fest; re R) sind. Die aliquoten Teile eineg derart-
igen Elements von R* haben die evidente Struktur ¢/ .(n=1,2,...).
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Sie bilden demnach eine nach dem trivialen Charakter von R, also nach
dem Nullelement von R* strebende Folge.

Beim Kreis und beim Torus beliebiger Dimension liegt die Lisung
des Aliquotenproblems auf der Hand: diese Gruppen haben die Rigen-
sehaft
(W) fir eine beliebige offene Menge U und fiir jedes ¢ == 0 gehort bei

jedem hinreichend groflen n ein geeignet gewihlter Quotient a/n

zu U. ‘

So ist es deswegen fiir jede zusammenhingende und lokal-zusam-
menhingende kompakte und separable Gruppe (denn eine solche Gruppe
ist stets einem Torus isomorph ([14], S. 267)). DaB es ohne den lokalen Zu-
sammenhang nicht immer der Fall ist, sieht man an torsionslosen Gruppen,
wo es keine Wahl von Quotienten gibt und (W) unginnig wird. Selbst
wenn wir die Bedingung (W) abschwichen, indem wir statt beliebiger
offener Mengen nur Umgebungen des Nullelements als U zulassen, wird

- sie fiir torsionsfreie Gruppen noch versagen; sonst miiBte die Tolge a/n
fiir jedes # schlechthin nach dem Nullelement lkonvergieren, und das
widerspricht dem Satz 20.

V1. DIE PHANTOMTO?OLOGIE AUF DER REELLEN ACHSE

In diesem Abschnitt wenden wir uns einer kompakten Topologie in.
der Gruppe L der reellen Zahlen zu. Wir werden die Existenz solcher
Topologien nachweisen und daraus Schliisse ziehen, die den etwas be-
‘fremdenden Titel des Abschnitts vielleicht rechtfertigen.

Barz 22. In die Gruppe L kanti man eine Topologie einfihren, die
sie zur kompakten zusammenhingenden und separablen Qruppe machts).

Das ,,man kann” soll hier als bloBe Existenz- Aussage gedeutet wer-
den.

Beweis. L ist bekanntlich eine direkte Summe von 2% Gruppen,
die der Gruppe R isomorph sind. So ist auch R* In der Tat: es izt eine
vollstéindige torsionsfreie Gruppe und daher eine direkte Summe von
Gruppen vom Typus R ([13], 8. 149). Deren ist 2%, denn so ist die Mich-
tigkeit von R". Deshalb sind die Gruppen L und E* algebraisch isomorph.
Dieser Isomorphismus induziert eine kompakte Topologie in L; dabei

wird L zusammenhingend und separabel, weil R* diese beiden Eigengchaf-
ten hat.

*) Zusatz bei der Korrektur. Diesen Satz hat als erster P. R. Halmos entdeckt
(in [7]), was wir beim Herstellen des Manuskripts ibersahen. Gelegentlich sei hemerkt,
daB in [7] eine zu starke Behauptung benutzt wird, daB nimlich eine lokal-
-kompakte abelsche Gruppe danm wnd nur dann vollstindig ist, wenn sie keinen
diskreten Charakter hat, was aber zum Satz 15 im ‘Widerspruch stehs.
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Die Nicht- Bffektivitit in obigem Beweise ist sebr hoch, denn sie
steckt sowohl in der Darstellung der Gruppen L und R* als direkte Sum-
men, wie auch in der Auswahl eines Isomorphismus zwischen ihnex}.
Wir wollen bemerken, dafl unsere ,,kompakte Gerade” auch eine Kompa.km;
fizierung der gewbhnlichen Geraden darstellt; genauer: bei der aus R
im I induzierien Topologie enthélt L ein stetiges 1somorphes Bild der gewshn-
lichen Geraden als eine dichte Untergruppe.

Offenbar geniigt es zu wissen, daf R” ein solches Bild der Gerad.en
als eine dichte Untergruppe enthilt. Unter den Charakteren von R gibt
eg solche, die zu (stetigen) Charakteren der iblicherweise topologisier-
ten Gruppe L erweitert werden konnen. Sie gind von der Foam ér (2 refall,
fest; re R). Fassen wir die Funktion ¢ als Element von R™ auf, so wird
durch A — ¢ ein Isomorphismus zwischen der Geraden und einer Unter-
gruppe von R* erklart. Daf er stebig ist, folgh daraus, dfmﬁ bei gfagebe-
nen 7,..., 7R und &> 0 fir hinreichend kleine 2 die Ungli.amhun
gen [¢"7—1] <& (j =1,...,n) gelten. Es bleibt zu zeigen, daf die Ele-
mente ¢ in R* dicht liegen. Bs seien y,¢ R und eine Umgebung von y,
gegeben, die aus denjenigen y besteht, fiir welche |x(r;)—zo(ry)} <<¢
j=1,...,m) ist. '.

Sei y,(r;) = ¢. Wir mitssen die Existenz einer Zahl 1 nachweisen,
die |6 | < ¢ (j =1, ..., n) erfiillt. Ist ayry+...+a,7, = 0 (@; ganz),
80 ist @ya;+...+apa, = 0 (mod2x), denn man hat

n
1= go(tnrite. ) = n [y ()% = @t tama)
j=1
Das verlangte 1 existiert also auf Grund des Kroneckerschen Approxi-
mationssatzes.

Jede kompakte Topologie in L nennen wir eine Phantomtopologie. A1'13
Satz 22 folgt, daB in I ein endliches invariantes o-additives Mal.’. (.em
PhantommaB) u existiert, das auf einem o-Mengenkdrper definiert 1s't,
nimlich das Haarsche Maf auf dem Korper der Borelschen Mengen in
der Phantomtopologie. Jede beschrinkte Menge reeller Zahlen hat.da.s
innere MaB u gleich Null; das folgt aus der Endlichkeit @d Invarianz
von u. Jedes endliche Imtervall der reellen Achse ist u-nicht-meBbar,
weil sein #uBeres MaB n positiv ist.

Nach einem. Satz von Kakutani ([5], 8. 14) ist jede 10ka.1-k9xppakte
Gruppe mit dem ersten Abzdhlbarkeitsaxiom invari.ant metrisierbar;
ist die Gruppe kompakt, so bleibt die Entfernung zweier Punkte unte??-
halb einer gewissen Schranke. Nach Satz 22 existiert also eine golche Metrl.k
in der Gruppe der reellen Zahlen. Durch sie wird die Phantomtopologie
erzeugt.
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Noch merkwiirdigere Schliisse erhilt man aus Satz 22 unter Beriick-
sichtigung des Abschnitts II (3. 166). Ist d ein Element von L, das eine
in der Phantomtopologie dichte Untergruppe erzeugt (fast jedes Element
hat diese Eigenschaft!) so muB, da die Gruppe metrisch ist, die Folge
nd (n=1,2,...) eine nach einem beliebig vorgegebenen Element kon-
vergente Teilfolge enthalten. Die Summe zweier konvergenter Teilfol-
gen strebt nach der Summe ihrer Grenzwerte, weil die Addition stefig
ist. Wem die Phantomtopologie allzu schemenhaft vorkomms, der kann
diesemn Resultat einen Wortlaut geben, in welchem sie nicht zum Vor-
schein gelangt:

Sarz 23. Bs gibt eine Klasse C von Folgen natirlicher Zahlen und
ein auf dieser Klasse bestimmtes Funktional

(1) imny = ¢
i

mit folgenden Eigenschaften: 1° fir jede reelle Zahl u ewistiert eine Folge
ng, die (1) erfilli; 2° wenn (1) gilt, dann ist

‘immn, = a
i

far jede Teilfolge von ny; 3° gilt (1) nicht, so gibt es eine derariige Teilfolge
von n;, daf keine ihrer Teilfolgen die Zahl a zu "Nm hat; 4° filr

limn, = wnd Climmg = §
i 3

hat man
"lim (g -n) = adp;

B° jede Folge natiirlicher Zahlen enthilt eine zu C gehdrende Teilfolge.

Es scheint hoffnungslos phantomkonvergente Folgen effektiv an-
zugeben; nur sehr schwache Aussagen in dieser Richtung lassen sich in
Einzelfdllen heraushekommen, z. B.: die Folge 2™ ist entweder divergent
oder nach Null konvergent. In der Tat: ist

lim2® = a,
n
50 ist
*lim 27 = 2q,
n
also 2a == a, weswegen a = 0.

Welches sind die reellen stetigen Funktionen in der Phantomtopo-
logie? Die Antwort hingt wesentlich davon ab, ob man die reelle Achse,
aus der die Funktion ihre Werte schopft, auch phantomartig oder wbli-
cherweise topologisiert. Tm ersten Fall ist z B. die Funktion y = r# mit
rationalem r stetig, weil die Multiplikation mit einer ganzen Zahl phantom-
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stetig ist, und so auch die Division, als die eindeutig bestimmte Reziproke.
Im zweiten Fall ist dieselbe Funktion unstetig, ja nicht einmal meBbar,
denn das ist die Bigenschaft jeder monotonen Funktion: die Urbildmen-
gen von Intervallen sind dann Intervalle, also nicht phantom-mefSbare
Mengen.

Die Multiplikation mit einer reellen Zahl ist von der Phantomtopo-
logie aus in dieselbe hinein im allgemeinen unstetig (leider, sonst wire
diese Topologie vorteilhafter, als die iibliche!). Das geht daraus hervor,
daB andernfalls die kompakt gemachte reelle Achse nicht nur eine kom-
pakte Gruppe, sondern auch einen kompakten XKorper bilden wiirde.
Nun weil man, daB es keine zusammenhiingenden kompakten Korper gibt,
weil ein zusammenhingender lokal-kompakter Korper entweder dem
gewohnlichen Korper der reellen Zahlen oder dem Korper der komplex-
en Zahlen oder dem Quaternionenschiefkérper isomorph ist ([14], S.
175).

DaBl der Phantomtopologie eine prinzipielle Nicht- Bffektivitit an-
haftet, folgt aus dem

SA1z 24. Bei jeder kompakien Topologic in der Gruppe der veellen
Zahlen existiert eime offene Menge, die nicht Lebesgue-mefbar ist.

‘Wir zeigen mehr: kein nicht-trivialer phantom-stetiger Charakter
ist L-meBbar. Sonst miifte er die Form ¢'*® (A£0) haben, Die Menge
{: (x) = 1} wiirde eine phantom-abgeschlossene und mithin eine phan-
tom-kompakte Gruppe bilden. Nun, sie ist abz#dhlbar und man weil,
und kann es leicht beweisen, dafBl es keine abzihlbaren kompakten Grup-
pen gibt.

Durch Benutzung der Phantomgeraden kann man in manchen TFéllen
eine auBergewdhnliche kompakte Topologie in bekannten kompakten
Gruppen einfiihren (vgl. dazu auch Endbemerkung im Abschnitt III).
Man hat z B. den

SaTz 25. Die Gruppe K der reellen Zahlen mit Addition modl 148t
sich kompakiweise und mehrdimensional topologisieren.

Beweis. Man beweist miihelos, daB folgender algebraischer Iso-
morphismus gilt:
@) E~EpiL,
wo Ky die aus den Elementen endlicher Ordnung bestehende Unter-
gruppe von K und L die additive Gruppe der reellen Zahlen bedeutet.
Auch
(3) Le~LA4-L
ist leicht (durch Zerlegung von L) zu erhalten. Aus (2) und (3) folgt
E~E4L.
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Wird hier I phantomartig und K auf der rechten Seite ilklicher-
weise, d. h. als Kreidsdrehungsgruppe, topologisiert, so bekommen wir
linkerseits eine mehrdimensionale (namentlich 2-dimensionale, was man
leicht beweisen kann) Topologie in XK. :

Obiger Beweis ist nicht effektiv, schon deshalb nicht, weil die Phan-
tomgerade verwendet wurde. Eine dhnliche Nielt- EBffektivitit scheint
bei jeder Umtopologisierung kompakter Gruppen vorkomien zu miissen,
weil man, ‘wie im Beweis von Satz 24, zu Charakteren gelangt, die in einer
Topologie stetig und in der anderen nicht-meBbar (in bezug auf (th ent-
sprechende Haarsche MaB) sind.

VII. TORSIONSFREIE FASTPERIODISCHE FUNKIIONEN

Tine abelsche lokal-kompakte Gruppe & kann in eiven Torus A"
eingebettet werden. Das ist auf Grund der Dualititstheorie sehr einfach:
sind z,, wo « eine Menge 4, von Indizes durchlduft, alle Charaktere von
@, so ist

1 p(@) = {r.(@)) (aedy)

eine Abbildung von & in K4, die offenbar stetig ist, aber auch algebraisch
isomorph, weil aus (IV) (Einleitung) die Eineindeutigkeit folgf. Sebzt
man H = p(@), so ist H eine abgeschlossene Untergruppe von K4 und
kann als eine Kompaktifizierung von @ betrachtet werden. Ist ¢ kompakt,
8o ist H = ¢(G) und ¢ ein Homdomorphismus.

Wir wihlen nun aus 4, eine Untermenge A. Lassen wir « in (1) nur
diese Untermenge durchlaufen, so mag die so entstchende Abbildung
@4 heifén. Dann setze man ¢4 (G) = H 4. Die Charaktere y,(aed) erzeu-
gen eine Gruppe A, die wir als diskret ansehen wollen.

SATZ 26, Bs gilt H =A%,

Beweis. Ist yed,, so ist

(2) . x = xﬁ;xﬁ: (k; ganz, a;eAd).
Die Charaktere von K4 sind von der Form
(3) w(z) =24... 2% (I; ganz, Pyed),

wo 24, die ,,Koordinaten” des Punktes z = {za}u < e 4 gind. Da jeder Cha-
rakter einer abgeschlossenen Untergruppe zum Charakter der ganzen

Gruppe erweitert werden kann, so haben die Charaktere von H 4a uch die

Gestalt (3), bloB daf der Punkt z zu H, gehdren mub.

Nun bestimmen wir die homomorphe Abbildung v von A, in HY,
indem wir jedes yes, in der Form (2) schreiben und ihm als v (x) ein weHYy
mit §; = a¢; und l; = k; zuordnen. Da s > 1, gzed und k; beliebig sein
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konnen, so sind dabei die Elemente von H% erschopft. Man muB zeigen,
daf y durch unsere Definition wirklich eindeutig bestimmt wurde,
d. h. aus

% Ko
() d =1

die Identitét '

(5) A di=1 (zeH)

folgt, und daB vy ein Igomorphismus ist, d. h. aus (5) die Identitit (4)
folgt.

Daj erste ergibt sich davaus, daB (4) wegen (1) und (2) die Identi-
tét (5) auf ¢4 (@) zur Folge hat und ¢4 (@) in H 4 dicht ist. Das zweite ex-
hilt man analog: gilt (4) nicht, so ist die linke Seite von (5) bereits auf
¢ (@) nicht identisch 1.

Somit haben wir einen Isomorphismus von A, und Hj festgestellt.
Dann sind aber die dualen Gruppen A% und H, auch isomorph (im alge-
braischen und topologischen Sinne), und Satz 26 ist bewiesen.

Nehmen wir nun als & die reelle Gerade L an. Es sei f(z) eine fast-

] periodische Funktion von Bohr und 4, ihre Fourierexponenten :

NZ'a ¢!, Die Menge aller Ay heiBe A. Man wei, daB die Gruppe
del verschobenen Funktionen g, (z) = f(z-}+s) zur kompakten Gruppe I’
wird, wenn man sie nach der Norm

sup |p(@)|
— 0 CLL00
vervollstindigt. Sei A die von A erzeugte Untergruppe in L. Wird mittels
der Charaktere ¢*® die Gruppe H, wie im Satz 26 gebildet, so sind I’
und H, isomorph ([9]). Mithin sind diesem Satz zufolge auch I" und A
isomorph.

Ist nun A eine vollstdndige Gruppe (was z. B. dann vorkommt, wenn
man fiir 1, genau alle rationalen Zahlen wihlt), so ist A* torsionsfrei,
und auch umgekehrt (vgl. Satz 16). Dann ist auch I' torsionsfrei, und
wir nennen f eine’ torsionsfrei¢ fast-periodische Funktion. Solche Funktio-
nen weisen eine interessante Eigenschaft anf, die wir in folgendem Satz
zum Ausdruck bringen:

Sarz 27, Strebt filr eine torsionsfreie fastperiodische Funktion f(x)
die Folge o (%) = f(@+t,) gleichmdpig nach f(z), so ist auch fir jedes
ganze und feste k die Folge o, gleichmifig nach f konvergent.

Beweis. Wire die Behauptung falsch, so wirde die Folge o, ;%
eine Teilfolge enthalten, die gleichmifBig nach einer Funktion g(x) 5% f(w)
strebt. Diese Funktion, als ein Gruppenelement in I' betrachtet und in
diegsem Sinne mit &k multipliziert, wiirde die nicht verschobene Funktion
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®o(2) = f(x), also das Nullelement der Gruppe I" ergeben. Mithin wiirde
g ein Blement k-ter Orduung darstellen, im Widerspruch damit, dal I’
torsionsfrei ist. :
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MATHEMATISCHES INSTITUT DER POLNISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
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SUR UNE PROPRIETE
IPUNE CLASSE DE MESURES ABSTRAITES
PAR
J.POPRUZENK O (0OD%)

Soit n un nombre cardinal indénombrable. Désignons par I(n) 'hy-
pothése suivante:

I(n) Il wemiste aucun aleph inaccessible) < n.

8. Ulam ([5], p- 223) a démontré que si Phypothése I(2%) est vraie,
tout ensemble de mesure extérieure (lebesguienne) positive contient une
infinité non dénombrable de sous-ensembles disjoints de mesure extié-
rieure positive.

‘W. Sierpinsgki ([2], p. 125) en a déduit le théoréme suivant:

8i Vhypothése I(2%) est wraie, tout ensemble lindaire indénombrable
E contient une infinité non dénombrable d’ensembles disjoints, dont chacun
a une mesure extérieure (lebesguienne) égale & celle de Vensemble B.

Le but de la présente note est de généraliser ce théoréme: je vais
démontrer que tout ensemble indénombrable jouit d’une pareille propriété
relativement & une vaste classe de mesures abstraites.

Soient F un ensemble de puissance n, ¢(X) une mesure extérieure
définie sur ¥, disparaissant ponctuellement et telle que ¢ (F;) < 4-co pour
un certain sous-ensemble F, de F de puissance n. On sait qu’'une telle
fonction d’ensemble définit, & ’aide de 1’équation bien connue de Cara-
théodory, le o-corps d’ensembles mesurables ¢, sur lequel elle est o-addi-
tive, et que tout ensemble de mesure extérieure 0 est mesurable ¢ (voir
p. ex. [1], p. 424-430).

Désignons par m, le premier aleph tel qu’il existe une famille de
puissance m, d’ensembles de mesure p = 0, dont la somme est wn en-
semble de mesure extérieure ¢ > 0. On voit que m, est un aleph régu-
lier satisfaisant, dans les conditions posées, & Dinégalité 8, < m, < n.

1} Un aleph N, est dit inaceessible 8il est régulier (c’est-A-dire, s’il n’est pas la
somme de moins de j, nombres cardinaux, dont chacun est <IR,), et si son indice a
est un nombre ordinal de 28me espdce.
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