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Now we have to determine

) .
2y = Z I 0 < WP < k-2,

I=2

so that all the z-+z; are in 8. To do this put bf) =0, 2 <k < m—1,
and further for bk 2 m, 1 i< n—1,

(1) OB £ k—1, k—8, 2h-—2, 2k—3,

Tt m > 4n such a choice of B is always possible since for each 4
(1) exeludes at most 4 values of b and there are k—1 > m—1 possible
values for b9 (i.e. 0 <BP <k—2 and & > m).

Tf BY satisfies (1) for all k > m then z--z; is clearly in § sinee the
k-th digit of zo+2; 18 <k—2, i. e

O
o EY’
k=2

Budapest, October 4, 1955

SUR LA DERIVEE D’UNE FONCTION DE
PAR
J. 8. LIPINSKI (£0D%)

SATTS

On appelle fonction de sauts non décroissante une fonction de Ia

forme
& Byte, Dpour x> a,
1) f@) = Maala), ob o) ={ b pow &=a,
~ 0 powr @< a,

Ia suite a,, étant arbitraire, les nombres b,,, ¢, non négatifs, la série 3 (b,+c,,)
convergente et b,—+e, > 0. Le nombre b, est dit saut & gauche, le nombre
¢, saut & droite de la fonction f(x) au point a,. On voit que cette fonction
est non décroissante, et ensemble de ges points de discontinuité est ’en-
semble {a,}. La somme d'une série uniformément convergente de fonc-
tions de sauts non décroissantes est aussi une fonction de saufs non dé-
croissante. On appelle fonddon de saut une fonetion de la forme f(z) =
= f(@) —fop), ol fi(x) et fy(x) sont des fonctions de sants non décrois-
santes.

Remarqgues sur la définition. Si Pon suppose que la suite {an}
est contenue dans un intervalle ouvert, et si 'on considére la fonction
de sauts définie uniquement sur cet intervalle, on obtient une défini-
tion de la fonction de sauts équivalente & celle de Riesz et Nagy ([3],
p. 14). E. Marczewski ne définit que des fonctions de sauts monotones.
Fn désignant la limite 4 gauche de la fonetion par f(z—0) et la limite
4 droite par f(x--0), il appelle j(x) fonction de sauts monotone lorsque

FO—0)—flat0) = 3 [f(r+0)—f(2—0)]

a<xi<h

pour & <bh.

(La somme du membre droit est comprise comme la sorame des termes
gui ne sont pas nuls, et Lensemble de ceux-ci n’est que dénombrable;
[1], p. 142). On voit gue sa définition embrasse une clagse de fonctions
monotones plus étendue que la définition formulée au début. P. ex. y = Ea,
étant une fonction de sauts an sens de Marczewski, ne V'est pas d’aprés
la définition (1). Tous les théordmes de ce travail, bien que démontrés
pour la fonction de sauts définie au début, restent valables si I’'on admet
la définition de Marczewski.
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On sait que pour un ensemble arbitraire D de mesure nulle il existe
une fonction continue non décroissante @(x) qui v’est différentiable en
aucun point de ensemble D. Il existe anssi une fonction de sauts non
décroissante f(@) qui n’est différentiable en aucun point de l'ensemble D
(cf. [1], théoréme 2). On peut choisir la fonction ¢(z) de sorte que l'on
ait ¢’ (x) = oo pour zel? (cf. [1], démonstration du théoréme 1, on aussi
[2], p.189). E. Marczewski a posé la question si la fonetion f(x) peut
toujours &tre choisie de telle sorte que l'on aif (@) == co wux points de
Pensemble D. La réponse est négative. L’ensemble D doit en effct remplir
une certaine condition nécessaire (théoréme 2), on particulier il doit étre
de premiére catégorie. La condition que j’énonce est, on le verra, augsi
suffisante (théoréme 3).

Voici les termes ef les notations que je vais employer dans la suite:
Tensemble E sera dit de mesure pleine si son complément est de mesure
nulle. La dérivée inférieure de Dini de la fonetion 7(z) sera désignée par
Df (x). Soit f(z) une fonetion définie par la formmle (1), (a, b) = 4 un in-
tervalle ouvert arbitraire, et 4 l'ensemble de tous les noxbres naturels
n tels que & < a, < b. Je pose

= Y(bata); Da,b) = D) = -2 . S0
il h—a

A

8(a, b) = 8(d)

Levwe 1. Soieni les poinds o < Gy <ty <. < dy, < b, qui par-
tagent Vintervalle (a, b) en r-I-1 intervalles (a, a,) = dy, (G, ,, ty,) = d,
(@ =2,3,...,7), (A, b) = dpa. Soit m un nombre naturel. Je désigneras
par un astérisque, soit dy, les intervalles d, powr lesquels D{d,) = 1/m.
On peut toujours choisir les nombres a,, de sorte que

- b"
@ Sy < 2=

Démonstration. Je choisis les points ay, de gorte que Vou ait

(3) 8(ay = ) (b, i) < 0,

i~ 2m

ce qui est pQstible, car 8(a,)) est la somme d'une série convergente do
n'ombres powitifs et b,--c, sont les termes de cette série. De la défini-
tion de S(a, b) on tire

-

(4> 2 bn,,""('n =

p=1

Pt

S8(d,).

]
s

icm
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Supposons que l’inégalité (2) n’ait pas liew, c'est- &-dire que

(3) 2 ld

= 8(dgp)/Idy]

=1/m, don

3 s = 3 a3,

Nous avons D(dp)
L] 1 *
S(dp) = %‘ [dp{ et

En vertu de (4) et (5) nous aurions

S(a,b)—-z (hyteny) = D) SUy) > o
p=1

¢e qui est en contradiction avee (3). Le lemme est ainsi démontré.

LeMmMe 2. Powr tout nombre naturel m il ewiste un ensemble ouvert
B, de mesure pleine et de composantes A, telles que

®) ol <=5 Didy) < —.
m

Démonstration. Je définis 1a clagse des composantes en y mettant
d’abord tous les intervalles (ijm, (1+1)/m) (i =0, 41, £2,...), pour
lesquels D(éfm, (4-+1)fm) < 1fm. 8i Vintervalle (¢/m, (i--1)/m) n’est pas
un intervalle A4,,, alors, en vertu du lemme 1, je le partage en un nombre
fini d’intervalles d, de sorte que 2|d' < 1/2m. Pappelle les intervalles
d intervalles unmaux an premier pas de I’induetion, et je prends les au-
tres comme composantes 4,. Supposons que la somme des longueurs
de tous les intervalles initiaux au n-idme pas de Pinduction, contenus
dans (ifm, (i+1)jm), soit inférieure & 1/2"m. Soit (¢, d) un intervalle
initial an n -idéme pas de Pinduction. En vertu du lemme 1 je le partage
en un nombre fini Aintervalles I, (p =1, 2,...,8), tels que Sl < (d—o)f2
{ta dés1gne les intervalles pour lesquels D(l,,) = 1/m). Pappelle les inter-
vallles 1, intervalles initiaux au n+1-3me pas de I’induction et je mets
les a.utres intervalles 7, parmi les composantes 4,,. On voit que la somme
des longueurs des intervalles initiaux an n-+1-éme pas de Pinduection,
contenus dans (i/m, (i+1)/m), est inférieure & 1/2°*m . Tous les inter-
valles A4, sont disjoints et ouverts. Leur somme forme un engemble de
mesure pleine, ouvert, dont les composantes A, sa‘msfon‘r V’inégalité
(6), elle est donc l’ensemble @, dont existence était & - démontrer.

TrroriME 1. 8¢ f(w) est une fonction de sauts non déeroissante, on
o {D(f(z) =0} D@, ol Vensemble G est de mesure pleine et GeGy.
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Démonstration. Soient &, les ensembles dont il & 666 question
dans le lemme 2. Je pose
oo
¢ =[]e.
M==1

Les ensembles &, sont de mesure pleine et ouverts, ensemble 6 est done
de mesure pleine et de classe G,. Pour établir le théordme, il suffit de
prouver que pour z¢G on a Df{w,) = 0. Dans chaque ensemble @, il
existe une composante A, telle que xged,,. En vertu de I'indgalité (6)

il vient
{'7'0} = ”Am~

M=l
On doit avoir

(7) Xy F .

En effet, si z, = a,, on aurait §(4,,) > bgA-6, > 0 e, en tenant
compte de (6),
84 byt

tn) o Bt o G ey,
!Aml ”17;1.1

Il en résulterait que
lim D(4,,) = oo

W00

?

en contradiction avec (6). Posons A,, = (g —tty By~ f) . De Lindgalité
(7) il vient

(8) S(wﬂ_am: $0)+S($0, "-"'o“!“ﬁm) = S(Am)

Pour I'un au moins des intervalles (o —tmy Lo}y (g, Bp~+Pfm) ON @
D(@g—ay,, 3) < 1/m, ou D(wy, By+Pfm) < 1/m. Sinon on aurait

S(mo_'amawo) = am/m* et S(woa Lotfn) = Bufm,

d’ot, en tenant compte de (8),

S(Am) = gﬂ_"—}_ﬁm = —-‘—‘]AMI on

DAy = Um
m m ! (Am) 3 /”’7

en contradiction avec (6). 8i D (xg—ay,, #,) < 1jm, je pose wy, = 2y —ay/2,
dans le cas contraire 5, = Zo+Pm/2. Nous avons alors D(wy, xy+Bp) < 1/m.

Supposons vrai le premier cas. Alors 0 < Xo—T = Wy [2, o 0
< flao) ~Hm) < S(“‘U"‘amy x), d’olt

1 (@) — 1 () 248 (mo“am1 L) 2
0< g = 2D (g —ay,, ry) < ——.
Lo — Ly, O, n

icm

COMMUNICATIONS 201

Dans le second cas nous obtenons d’une maniére analogue la méme
inégalité
&o) —f(, 2
Fo—iy, m
11 en résulte

lim ]:('1‘0‘)"']‘ (mm )
m0 LTy

= (};

en tenant compte de linégalité |zy—i,] < 4, < 1/m, ececi donne
Df (“f'o) = 0.

THEOREME 2. Si f(») est une fonction de sants, il existe un ensemble
F, de mesure nulle et de classe F,, tel qute

(9) If (@) = oo} C F.

Démonstration. Soient f (x) et Jo(x) des fonctions de sauts non
décroissantes, telles que f(x) = fi(x) —fe(x). La fonction f,(z) étant mon
décroissante, nous avons Df(w) < Dfy(x). De 1

1oy - {f'(2) = oo} C {fi(2) = oo.

En vertu du théoréme 1 il existe un ensemble Ge6;, de mesure pleine,
contenu dans Pensemble {Qfl(m) = 0}. Je désigne par F le complément
de lensemble ¢. Bvidemment FeF,, [F| =0 et F D {Dhi(z) £0} >
D {ﬂ(m) = oo}; avec (10) ceci entraine (9).

En vertn dun théordme bien connu de Lebesgue, une fonction de
sauts est différentiable presque partout. Evidemment sa dérivée, partout
ou elle existe, est égale & la dérivée inférieure de Dini. On sait que celle-ci
est presque partout nulle (théoréme 1), Une fonction de sauts non décrois-
sante a donc presque partcut une dérivée nulle. Il en est de méme de la
différence de deux telles fonctions. Nous arrivons ainsi & la conclusions
suivante:

COROLLATRE. Une fouction de souts a presque partout une dérivée
nulle.

Riesz et Nagy obtiennent ce résultat comme conséquence immédiate
dn théoréme de Fubini sur la dérivation terme 3 terme d’une série de
fonctions monotones (cf. [3], p. 14).

LEMME 3. Soit E un ensemble fermé, de mesure nulle, contenu dans
Uintervalle ouvert (@, d). Il existe wne suite de points isolés ane (@, b)—F
ot une fonction de sauts non déeroissante f(@), continue en chague point dif-
férent de u,, et discontinue auz points a,, ayant une dérivée en chaque point
ot telle que ['(2) = co pour xe B+la,) et §' (@) = 0 pour xe B4-{ay).
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Démonstration. Toutes les composantes de l'ensernble ouvert
{a, b)—E forment une suite d'intervalles ouverts (om, fn). Pour o, #a
je ferme la suite -

U = i+

ra
pour B, b, la suite

1
bm,k = ﬁm"b’]{
Je range les nombres dyp 66 by on une suite a,. L’ensemble {aq,

se compose de points isolés et [a,,, (a,b)—E. L'ensemble E+|a,
est fermé, I’ensemble (&, b) — (D—l—{un} ouvert. Je range les composantes
de celui-ci en une suite (v, 8,) de gorte que la suite {8,—y,} soit non

croissante. Comme |B| =0, on a

De

(6v—yu) =b—a.

I
!

3

o
Je choisis une série convergente de nombres positifs 3 d, telle que

el

d,
If = 00,
2 S

Soit (3, 4,,) le plus long, respectivement 'un des deux intervalles
contigus & a,, 8'ils sont égaux. Je pose b, =¢, =4, et je définis la ff)nc-
tion f(x) par la formule (1). Je dis que la fonetion (1) & les propriétés
mentionnées dans 1’énoncé du lemme.

Nous avons g,(z) < 2d,,. La série

est convergente, donc la série

o0

Z‘I?n(m)

Tl
est uniformément convergente. Les fonctions g,(») sont continues exn
dehors de Pensemble {a,}, la fonction. :

(3

@) = D eale)

ne=1

est donc continue pour @ = a,; la fonetion ¢(x) est discontinue an point
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ay, et toutes les autres fonctions g;(x) y sont contmues, 1a fonetion f(x)
est done diseontinue. Au point @, nous avons Pn(0n) = co. Toutes les
fonetions g;(#) sont non décroissantes, donc f'(@,) = co. Dans chaque
composante (y,, 4,) les fonetions g,(») sont constantes, la fonetion f(mx),
qui est leur somme, Pest aussi; dans ensemble (a, b)—(B+{a,}) nous
avons done f'(z) = 0.

11 reste & montrer que on a #'(z) = oo pour zeE. Soit M un nom-
bre positif quelconque. Fn vertu de {11) il existe un nombre ¥ tel que

(12)

>M pour v>N.
S, v Ve

La somme

N
Hzg [%+9,]

est un ensemble fermé et bornée, n'ayant aucun point commun avee z,
done la distance z entre F et H est positive. Soit @ye B, § = min(y, b—wo)
et 0 << h< 6. Désignons par 4 l'ensemble de tous les nombres natu-
rels & tels que @, << ap, << 2,-+h. Soit £2 la somme des longueurs de tous
les intervalles (y,,, 6,,) pour keAd. Nous avons

(@a; Both) C B~ (ttg, Bo+-h) +{0n) (20, 2 +1)+ 31 (3,5,
By, <Tp+h
Comme |B| = 0 et {{a,}| = 0, nous avons

b= e, z+h) < Y (4,—7) <92 d—p,) = 20,
ked

. By<y, <To+h
dolt 2 > h/2.
D’autre part, nous avons

f(@o+h)— 2 (br+ (’k = 2d,k.

&
o
)
Iy
&
R

En tenant compte de (12) et de linégalité
min{vk} > .N,
ked

on conclut que

H@o+hy—f(me) > 3 2M (d,—v,) = 2MQ > Mh,
ked
fl@o+h)—F(2,)

> M.
h
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11 en régulte que la dérivée & droite de la fonetion f(#) aux points de Pen-
semble B est égale & co. Pour la dérivée & ganche la démonstration est
analogue. De Texistence de ces dérivées et de leur égalité nous concluons
finalement que Pon a f'(x) = co pour zeH, c. q. f. d.

Remarque. Parmi les hypothéses du lemame 3 on peut supprimer
celle qui suppose DPensemble E borné. En effef, Uensemble E est partout
non-dense, dans chaque intervalle (k—%,%+%) (b =0, £1, £2,..))
il existe done un point p,eB. Alors

+00
B= ) E-(py, Pr)-
n=—00
§%ls ne sont pas vides, les ensembles B (py,, Ppqa) vérifient les hypothéses
du lemme 3: les suites af? et les fonections fy(z), ayant les propriétés
mentionndes dans 'énonce du lemme, existent pour ces ensembles. Si
Vensemble B -(py, 2;41) €86 vide, je pose fy, () = 0. De la définition (1)
des fonetions fg(x) il résulte qu’elles sont bornées: 0 < fy (@) < M.
Je range les nombres ¢ (n=1,2,...; k=0, £1, £2,...) en une
suite a, et je définis la fonction f(x) par Pégalité

oo 1
f(z) = Z T () PLTA
k=00

on vérifie aisément que la suite et la fonction ainsi obtennes ont les proprié-
fés mentionnées dans I'énoncé.

THROREME 3. St Uensemble EeF, et |B| = 0, il ewiste une fonchion
de sauts mon déeroissante f{x) telle que f'(x) = oo pour xekX.

Démonstration. I’ensemble ¥ peut &tre mis sous la forme

F

"w?

(NE:

E =

It
=

n

ol les ensembles F, sont de mesure nulle, fermés et bornés. En vertu
du lemme 3 il existe pour chacun d’eux une fonction de sauts non décroi-
ssante f,(») telle que f,(x) = co pour xeF,. De la définition d’une fone-
tion de sauts non décroissante il résulte que les fonetions f,(2) sont bor-
nées: 0 < f,(x) < M,. Je pose

S 1
fx) = r% 2",:Mn fulie).

Cette fonction étant la somme d’une série uniformément convergente
de fonctions de sauts non décroissantes, elle est une fonclion de sauts
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non déeroissante. Comme les fonctions f»(z) sont non décroissantes, on
conelut de f,(#) = oo que f'(#) = oo. Pour chaque point x e F il existe
un ensemble F, tel que wye F,. En ce point on a f,(zy) = oo, donc aussi
f{zy) = o0, c.q. 1. d.
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