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EIN SPIEL VON BANACH UND MAZUR
VON
M. REICHBACH (WROCLAW)

Einleitung. Das hier betrachtete Spiel stellt eine von S. Banach
herrithrende Modifikation eines von 8. Mazur frither definierten Spieles
dar. Die Mazursche Definition und ihre Abarten, darunter die vorliegende,
sind in dem sogenannten Schottischen Buech zu finden, d. h. in einem in
Lemberg vor dem zweiten Weltkriege gefiihrten, wihrend der Kriegsjahre
aufbewahrten und gegenwirtiz in Breslan befindlichen Heft mit mathe-
matischen Problemen (vgl. Colloquinm Mathematicum 1 (1947) 8. 57).
Das Spiel von Banach war Gegenstand der Arbeiten [4], [5] nnd [67].
Bg ist folgendermafen erklért:

Auf der Halbgeraden [0, oo) sei eine Menge M gegeben. Zwei Spie-
ler A und B spielen folgendermaBen: A wihlt eine Zahl a; > 0. Sobald
die Zahlen a,, a,, ..., @y,_; schon gewdhlt sind, wihlen die Spieler B und
A, der Reihe nach, die Zahlen a,, und a,, ., derart, dafl die Bedingungen

(1) lop.y = oy, > 0
und
(2) a‘Zn > a’zn+1 > 0

ertilllt sind.
Wir setzen

o
§ = 2 Ay
=1

Falls se M, hat A gewonnen; andernfails hat B gewonnen.

Wir sagen, daBl A eine Gewinnmethode hatt) oder dall man der Menge
M nicht ausweichen kann, wenn es eine derartige, die Bedingung (2) er-
fiillende Funktionenfolge ay, ay(ay, @), ..., o (@, Gy, ooy day), ... gibL,
daB se 3, sobald die Folge {am},hl,z,m die Bedingung (1) erfiillt. Wir sagen,
daB B eine Gewinnmethode hat, oder daB man der Menge M ausweichen

. und legen fest:

1) Was die verschiedenen Methoden in der Theorie dor Spiele anhetrifft, no siehe
z. B. [2] und [3].
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Famn, -wern 'es; eine ‘dérartige,. die. Bedingung (1) exfilleiide. Funlctioxen-
folge " aslay), agln, Gay @s); oy Bunldyy Quy oy Gagy)y oo gibE, oAl < 3EM,
sobald. die Folge {ag,i}n_g, - die Bedingung (2) erﬁillt‘ _(Dabei ist in
(2) @y = oo zu setzen.)

H. Steinhaus stellte die Frage, ob man Jedel Menge der ersten Kate~
gorie ausweichen kann. In dieser Aibeit geben wir (Abschnitt I) eine
verneinende Antwort auf diese Frage. Wir konstruieren nimlich eine
perfekte Menge M vom Mafle 0 (im Lebesgueschen Sinne) und beweisen
die Existenz einer Gewinnmethode fiir den Spieler A. (Da diese perfekte
Menge M das MaB 0 hat, ist sie offenbar nulldimensional, nirgendsdicht
und damit umsomebr von erster Kategorie.) Wir zeigen sogar (Satz 1):
wenn man die Spielregeln (1) und (2) durch

(1’) [CTWS) > Aoy, > 0
und
(2 ‘ mina; > Gopq1 =0
;>0
(221

ersetzt (womit das Spiel fir B erleichtert. und fiir A erschwert wird),
g0 exigtiert auch dann eine derartige, die Bédingung (2') erfiillende Funk-
tionenfolge a;, as(a;, @2); ..., Gy (@r; A9y .. -, ay,), 98B seM, sobald die
Folge. {tm)nar,s,.. die Bedingung (1') erfiilt.

In IT geben wir eine hinreichende Bedingung?) dafiir an, daB man
einer Menge ausweichen kann. ,

Im folgenden bezeichenn wir mit X die abgeschlosséne Hiille der
Menge X, mit p(x, ¥Y) die Entfernung zwischen dem Punkt ¢ und der
Menge Y (o (w Y) = mfg(m,y), wo of ,y) die Entfernung zwischen den

Punkten z und y 13’0) 11_nd mit ]X | dag Lebesguesche Mal der Menge X.
‘Wir setzen noeh
n
Sy == Z ay.

I. In diesem Abschnitt konsiruieren wir eine perfekte Menge M vom
MaBe 0 und beweisen (Satz 1) die Existenz einer solchen die Bedingung
(2') erfilllenden Funktionenfolge @, ay(dy, G2); ..o ) Ban1(Gr) Goy vy an)o -ons

3) Diese Bedingung wurde in einer etwas anderen Ausdrucksweise von 8. Hart-
man in seinem Berichte Bemerkungen #ber das Spiel von Banach und Mazur, am
29, X. 1954 aut der Sitzung der Polnischen Mathematischen Gesellschaft, Breslauer
Sektion, vorgetragen (vgl. Colloquinm Mathematicum 4(1957), 8. 261). Herrn Prof.
8. Hartman verdanke ich auch zahlreiche Ratschla,ge, dle zur Vereinfachung dieser
Arbeit beigetragen haben.
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daB seM, sobald die Folge {@su}nnr,s,. die Bedingung (1) erfillt. D?e
Menge M bestimmen wir wie folgt: auf der Strecke [0,1] betrachten wir die
Punkte p, = 1/2"%; ¢, sei der Punkt im Intervall (Pay1, Pa)s % =0,1,...,
welcher von p,,; die Entfernung :

pn—p'n+1~ 1

4 o+
hat. Die offenen Intervalle (p,,ga),n =1,2,..., bezeichnen wir mit
I,; die abgeschlossenen Strecken [gniiyPaly ® =0,1,..., mit Dy,
(Abb. 1).

v EL-L T. D, D, D, -

32 ! ) I 1
0 AN A By 9 P 4

t=p,
Abb. 1,

Mit M, bezeichnen wir die Menge, die nach Beseitigung der Menge
o) .
UL, aus der Strecke [0,1] tibrigbleibt. Wir wiederholen auf jeder Strecke

[

D, dieselbe Konstruktion im entsprechend verkleinerten Maflstabe und
erhalten auf diese Weise die Punkte p,,,, und ¢, , die (offenen) Intervalle
I, und die (abgeschlossenen) Strecken D, (Abb. 2).

Dy D, DDy

e ot s ] it e

DDy Dy, Ds Dy o,

A I — I, e ], - I, et

0 Pr s TP © Tabutu P % P

Il
Py . 1""Pn

Abb, 2!

Mit M, bezeichnen wir die Menge, welche nach der Besgeitigung der
Menge (JIm(n=1,2,...,m =1,2,...) aus I, entstehs. Durch sukzes-
sive “(fgglcierholung der angegebenen Konstruktion erhalten wir die
Punkte py, i,k 004 @ 5 5, die (offenen) Intervalle Ik,
(abgeschlossenen) Strecken Dy x, . x, it wachsender Anzahl von Indi-
zes. Der Durchschnitt

der Mengen
- »n
M, =[0311N\U U ITnm,.x
E SN

(wobel sich die innere Summe auf alle Werte der Indizes %, ks,
erstreckt) ist offenbar eine perfekte Menge vom Mafe 0.
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. Bevor wir Satz. 1 beweisen, geben wir noch einige Eigenschaften
der definierten Menge M an, die unmitelbar aus ihrer Definition folgen.
Wir haben niimlich (s. Abb.1) ’

(3 - el o) = Degl +1Iel = ¢l@urr )y k=1,2,...,
(4) 0O, I)> I, k=1,2,...,

and

(8) (Dl > [Dpgal +Hxl:  *=1,2,...,

und allgemein (8. Abb. 2)

(8 el oy ety igsr) = Diopr o) kg b,y
= (@ by,... o1y eyt 1s Dy, gy 0o} 5

(4') 0y ...y iy g, gy i) = ey, gyl

und

(5" 1Dy g, gl > 1Dy g, gyttt kg gy -

Aug (3') und (4') folgt durch einfache Induktion
(4")

X0/ S WP SR PR T L TR Bl I 0 W P S A D
Sa1z 1. Ist M die vorher definierte Menge und ist die Bedingung (1’)
erfiillt, so cxistiert eine derartige, der Bedingung (2') gewiigende Punktionen-
folge ay, GGy, @)y ooy Bopys(Bry Ogy onvy Goy),y ..., daf se M,

Beweis. Der Beweis wird erbracht, indem man zeigt, daB bei der
Wahl der Folge a,, ay(a;, a,), ...’die Bedingung 8y,_; = ik, ..ky, fUr jedes
n=1,2,... erfillt ‘werden kann, Da die Punkte ¢, .z, zor Menge I
gehoren und da diese kompakt ist, gehort auch

§ = lim g, ,
N—pro0

zur Menge M.

Diese Folge wird induktiv definiert. Wir setzen a, =g,. Es
ist also )

(i) o> 0, &=gq ud 0<a< |+,

Die letzte Bedingung ist auf Grund von (1') und (3) erfiillt.

Wir setzen voraus, e§ seien schon die Funktionen a;, as(a,, 4,); ..,
Oinacr(O1y sy ouy Qoy_a) definiert, die -auBer (2') mnoch - folgende Eigen-
schaften besitzen: ' ‘ '
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(i) :8,,_; ist einer der- Zahlen g, u,,. .k gleich und "es -gilt 0 <ay, <
+ K Doyl Hlugtg,. oyl - 0der 0 Kty < Iﬂlcl,k»,...lslla Je naehdem
ob k; > 1 oder kz =1 ist.

Fir n = 1 gilt (ii) anf Grund von (i) mib a,l(a[,) = a,. Wir haben Zu
zeigen, daf sobald ay, d.le Bedingung (1) erfiillt, die Funktion a, " de-
rart bestimmt werden kann, daf (ii) fir n--1 statt n gilt.

Es konnen zwei Fille vorkommen:

(a) 8, ist einer der Zahlen g z,, . x, gleich
und : :

(b) der entgegengesetzte Fall. L _

Da die Zahlen gx i, kokeis fir Fypq —> 00 gOgen gx, i, .. ey konvergie-
ren ymd groBer als gp, ...k, sind, konnen wir im Fall (a) einen Punkt
Ty e, sy mit k,,; >1 bestimmen, dessen Abstand von 8y, Kleiner
als mma, (¢ < 2n) ist. A hat dann diesen Abstand als die Zahl g, zu

Wéhlen. Mithin haben wir

Song1 = iy lep,. Figis 1t

DaB auch der zweite Teil von (ii) fiir »4+1 erfullt ist, sehliefit man
aus (1) und (3°). Damit ist dieser Fall erledigt.

GemsB den in (ii) vorausgesetzten Ungleichungen zerfillt der Fall
(b) in zwei Unterfille:

(b1} 92n51h1 oy 1 S (wobei entsprechend s>1 und k; beliebig,
oder s=1und k = kl——l lst) .

(bz) SanM und smeILth! o l-l' ,]'->

Im Fa,lle (bt) haben wir wegen sm_1 = le,kz, B

az'n, 2 (q‘kl,kz,.;.,kz7 I’u.kg, ,kl—h ,’G)

Damus folgtr auf Grund von (4") (wenn § == 1) ‘oder (4“) (wennx § > 1),
daB der Abstand der Punkte sy, und _q,cl,;,q, JEpep,..k, vOneinander kleiner
als ay, ist. Diesen Abstand hat nun A als aq,, 4120 wihlen. Mithin haben wir

32n+1 = glul,kz Lokt

Da nach (5) II’C],.kz, il < | Dy s,y 5 80 hat man nach (19
Oy pg < IDH %o....;] nnd somit ish (i) fiir n-1 erfillt.

Im Falle (b,) ist der Punkt s,, dem Durchschnitt einer abnehmenden
Folge von Strecken Dy, x, . 1 gleich. Falls wir annehmen, daf in der Folga
Eyy ey one fur l>lo, k; = 1 1st fo],gt e = Py g1 und da,hel, fiir
A kg, smelkhk% km,ka’ Was (b,) mdelgpnchb Mlthm mul.’, > 1
unendlmh oft vorkommen, Da die Liingen dieger Strecken gegen 0;kon-
velgleren, 50 existiert ein derartiges I, daB S$u&Dp, g, . fiy iy -T0If Icz s
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wd Dy, < am In diesemn Falle hat man zn' setzen” @,y =
== 0 (8m's Qhy .. ,kl,_lkl—— 1)y 80 da’B Sant1 = Qhy ky,.. ey o =10 Wegen( )und(l")
ist Gapyo < | Doy, g1y 280 isb (i) for. 'H+1 statt n erfillt. -

Der Beweis ist zu Ende. ot

~ Bemerkung 1. Die Voraussetzung, daff der _Spieler A das Spiel

beginnt ‘ist wesentlich. Andernfally konnte B a, > 1 wahien,; ‘was schon
s¢ M nach gich zieht. :

Die Bevorzugung des %pmlbegmnels kann auf zweierlei Arten ver=
mieden werden:

Man kann verlangen, dafl der beginnende Spieler a; < 1 wihlen mus8.
Will ‘'man -aber die Zahl ‘a, keinen Beschrinkungen unterwerfen, s0 muB
man Adne Menge M durch die Menge

WY = My My = ) M,

. i=0 .
ersetzen, wobei M; aus M durch eine Verschiebung um ¢ =0,1,
entsteht. Dann kann immer der Spieler A gewinnen, glemhgultlg ob er
oder gein Gegner beginnt.

Bemerkung 2%). Da g5, % ‘ramonale Zahlen gind, bleibt. Sa,tz: T
auch dann bestehen, falls man verlangt, daf alle a; rational seien.

Bemerkung 34). Wir'sagen, daf die Menge M eine indukiive Eigen-
schaft hat, wenn jede Menge M’ O M, selbst- diese Rigenschaft besitzt.
Bezeichnen. wir mit « einen beliebigen topologischen Typus von unab-
zahlbznen, kompakten, nulldimensionalen und. metrischen R#umen, so
kann man beweisen, daB zu jedem o eine Menge M'ea emstlert, die auf
der Halbgeraden ro, oo) liegt und in welcher die vorher definierte Menge
M enthalten ist ). Da die Existenz einer Gewinnmethode fiir den Spieler
A selbstverstindlich eine induktive Elgenschafh der.Menge M igst, schlie~
Ben wir also, daB es zu jedem « eine Menge M "eq gibt, die auf der Halb-,
geraden [0, oo). hegt und die man in Satz 1 statt M emsetzen darf

Bemerkung 4. Das Spiel von Banach und Mazur kann folgender—
mafen auf hohere Dimengionen verallgémeinert werden. Es sei’ X™ das
kartesisehe Produkt beheblg (vielleicht , unabzahlbar) vieler. Halbgera-
den X = [0, co), in welchem die Addition vektorweise erklirt ist. Tst
tir a = (m, aé, .0) und @ = (4, ai,..), a’}v< a (j= 1,2,4..), 8o
sefzen wir a; < a,. Das entsprechende gilt auch fiir dag Zeichen <.

%) Diese Bemelkung verdanke ich Herrn A. Goetz Sle stellt eine teﬂweme Ant-
“ort auf eine’ von §. Ulam stammende Fra,ge ’
"4y "Diese Bemelkung stammt von E. Marozewski- R : .
%) Dies folgt aus Resultaten, die sich in [1] befmden und aus emlgen mgenen,
die noch nicht publiziert worden sind. SN .
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Weiter definioren wir das mehrdimensionale Spiel und die Gewinnme-
thode wie in der Einleitung. Wir nennen eine Menge @ C X™ stark nirgends-
dichi, wenn ihre Projektioneﬁ auf jede Achse nirgendsdicht auf dieser
Achse sind (offenbar ist die Strecke F,,[0 <o <13y = ®} C X* nichs
stark nirgendsdicht, obwohl sie in X* im tiblichen Sinne nirgendsdicht
ist. Umgekehrt ist aber jede stark nirgendsdichte Menge auch im bli-
chen Sinne nirgendsdicht). Aus Satz 1 folgt, daB M™ eine stark nirgends-
dichte Menge ist, welche eine verneinende Antwort auf die, auf mehrere
Dimensionen hezogene, Frage von H. Steinhaus liefert.

Die Bemerkungen 1-3 (die letztere nur, wenn m eine endliche Zahl
i8t) konnen entsprechend auf hhere Dimensionen verallgemeinert werden.

II, Wir sagen, daB eine Menge P C [0, co) die Higenschaft (b) hat,
wenn fiir jeden Punkt > 0 und jede Zahl &> 0 ein mit P disjunktes
Intervall I rechts von @ existiert, fiir welches o(x, I) < |1} < e

SaTz 2. Haben die Mengen N, N,, ... die Eigenschaft (h), so kann

o
man der Menge N = |_J N, ausweichen.
=1

Beweis. Es gei I, ein mit N; disjunktes Intervall rechts von s,
tiir welches o(8,, I;) < |I}] < @;. Der Spieler B wihlt

{9(91: L), e(8, L) > 0,
/4) 11, (8, Il)l = 0.

Es igt nun klar, daB @, > a, > 0 und daB bel a, < a, immer gel;
ausfallen muB, Werden die 4y, 44, ... hinreichend klein gewihlt, so ist
auch die Reihensumme 8 in I, enthalten; somif s¢XN,. Beim zweiten
Schritt von B wird von der Eigenschaft (h) beziiglich der Menge %, Ge-
brauch gemach{: a, kann so gewihlt werden, daf bei jeder zulissigen
‘Wahl von a, die Teilsnmme g; innerhalb eines mit N, disjunkten Inter-
valls I, C I, liegt und somit #,¢,. Sind a,, a; u. 8. w. hinreichend Xlein,
go ist'sel, und somit ¢¢ N, N,. Wendet B dieses Verfahren hei jedem

wenn
fy ==

£

wenn

o0
Schritt an, so kann er gewiihrleisten, daB s¢|J N;, w.z b. w.
ix1

Belbstverstéindlich ist die Voraussetzung, dafl der Spieler A beginnt,
unwesentlich.

Wir geben noch zwei Folgerungen aus Satz 2 an.

ForGERUNG 1°%). Jeder abzihlbaren Menge kanm man ausweichen.

Denn jede einpunktige Menge hat die Eigenschait (h).

Bevor wir die zweite Folgerung aussprechen, fithren wir noch den
Begriff ciner reguliren Menge ein. Es sei % eine Operation, ausgefihrt

Y} Dieses Eréebnis betindet sich in [8].
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aut der Strecke D = [a, b], welche in der Beseitigung einer endlichen
Anzahl I, I, ..., I, von paarweise disjunkten, offenen Intervallen aus
dem Tnneren von D besteht. Wir ordnen die Intervalle so an, daB I, links
von I liegt, falls j<<j’. Die Restmenge D\ (I,4I,-+...4I,) ist eineSumme
von m+1 Strecken Dy, D,,..., Dy, Dy, welche auch von links nach
rechts numeriert seien. Die Operation 2 nennen wir m-reguldr, wenn fiir
§=1,2,...,m D4 < {I;] ond |Dpyy) < |1, gilt, Wir nehmen nun eine
beliebige Strecke D und fiihren auf ihr eine m,-reguliire Operation 2[,
aus. Die erhaltene Menge bezeichnen wir mit F,. Ist die Menge F),
definiert, 5o erhalten wir die Menge F,,, dadurch, da8 wir auf jeder Strecke
der Menge F, eine beliebige m,.,-reguliire Operation ¥, ., ausfithren.

oo
Den Durchschnitt (N F, aller Mengen F, nennen wir eine reguldre Menge
Nn=1

(z. B. ist die Cantorsche Menge regulir mit m, =1, n =1,2,...).
Aug dieser Definition schlieft man leicht, dafB jede regulire Menge
die Eigenschaft (h) hat.

FoLGERUNG 2. Léift sich die Menge N als Summe von abzéhlbar
vidlen reguliren Mengen darstellen, so kann man ihr ausweichen.

Diese Folgerung stellt die Antwort auf eine Frage von S, Drobot
dar.

LITERATURVERZEICHNISS

{1] B. Knaster et M. Reichbach, Notion d'homogénéité et prolongements des
Roméomorphies, Fund. Math. 40 (1953), S. 180-193.

[2] J. McKinsey, Introduction to ihe theory of games, New York 1952.

[3] H. Steinhaus, Definicje potrzebne do leorii gry i podeigu, Myél Akade-
micka I,1, Lwéw 1929.

[4] A. Turowicz, Sur une propriété des nombres irrationsls, Annales Pol. Math.
2 {(1953), S. 103-106.

[5] A. Zieba, An ewample of the game of Banach and Mazur, Coll. Math.
4 (1957), S. 280-231.

[6] 8. Zubrzyoki, On the gams of Banach and Mazur, ibidem, S. 227 - 229.

Regu par la Rédaction le 22. 9. 1956


GUEST




