SUR LES FONOTIONS DONT LES INTEGRALES BETENDUES
AUX SURFACES SPHERIQUES SONT NULLES
PAR
W, WOLIBNER (WROCLAW)

Comme on le sait, il existe des fonctions continues dans tout I’espace
ne g'annulant pas identiquement, telles que leurs intégrales sur chaque
sphére, respectivement sur chaque surface sphérique de rayon R, sont
nulles?). Fividemment, si Vint grale s’annulait sur chaque surface sphé-
.rigue, alors la fonction continue devrait s'annuler identiguement.

Néanmoins, il résulte immédiatement de lintégrale de Poisson que
Pintégrale de la fonction f(p), sur chaque surface sphérique contenant le
point O damps son intérieur ou sur elle-raéme, g’annule, ol

flp) = H(p)[e™, H(0) =10,

p désignant le point de I'espace euclidien & m dimensions, ¢ la distance
entre p et O et H(p) une fonction harmonique arbitraire. Lorsque H (p)
s'annule, de plus, m~-1 foiz au point O, f(p) est partout continue.
Pareillement, lorsque H(p) s’annule & l'infini et n’a guun point sin-
gulier @, alors f(p) s’annulera en moyenne sur chaque surface sph rique
qui contient en son int rieur @ et ne contient pas le point O (évidemment
f(p) n'est pas continue au point Q). )
1l est évident que f(p) s’annulera en moyenne aussi sur chague hy-
perplan & m—1 dimensions qui coupe I’espace entre les points @ et O.
Nous considérons dans cetbe note une vaste classe de fonctions dans
les espaces & 3 et 2 dimensions possédant la propriété mentionnde.
Soit

[+] n
Hes gy ) = D) Wale) Y Py, i cosd) (Al cos op-+Bf¥ sinJop),

N==0 k=0

0, ¢, 0 désignant les coordonndes sphériques, P, les fonctions sphériques

1) Cf. J. Radon, Uber die Bestimmunyg von Funktionen dureh ilre Inlegralwerie
lings gewisser Mamnigfaltigheilen, Berichte der Mathematisch-Physikalischen Klasso
der Kpniglich Sachsischen Gesellschatt der Wissenschaften zu Leipzig 69 (1917),
p. 262-277, ot F. John, Bestimmung einer Funkiion aus ilron T.fn,l,em'alan"mmr geiniase
Mannigfaltigkeiten, Math., Annalen 109 (1934), p. 488- 520,
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de Laplace (Png = P, élant le polynéme de Legendre), W,(p) une fonotion.
rationnelle de lo forme
1 dV,(e)

Wn(@) == 92 d@ ’
ot V(o) désignant un polynéme arbitraire de degré inférieur & m, pair ou
impair sclon que w est pair ou impair; enfin ALY et BYY des coefficients
arbitraires, powrvu que la série soit presque wuniformément convergente dans
tout Vespace.

Lintégrale de la fonction f(p) s'annule lorsqu’elle est prise sur une
sphére quelcongue, respectivement sur ume surface sphérique quelconque
contenant Dorigine des coordonmées dans som intérieur ou sur elle-méme.

Démonstration. Vu la convergence presque uniforme, il suffit de
démontrer cette proposition pour un terme arbitraire de la série, Soit r
la distance du centre de la sphére en question & Vorigine des coordonnées,
R le rayon de cette sphére, r < R. Oonsidérant un nouveau systéme de
coordonnées sphériques g, ¢', ¥, d’axe passant par le centre de la sphire,
nous obtenons, comme il est bien connu,

n
D P, icos#)(Af cos kp+Bfsinky)
=0

n
= 3 P, ycost ) (4Meoskp'+ BiMsinky'),
k=0
A et BY™ désignant des constantes.
Lintégrale du #*™° terme prise sur la sphére donnée devient

27 ro080!+0 +VE2_sZginZpr
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J f Wale)e'de| 3 Puslcos®) (4ifPeosky +
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[ [
+Bisinky')| g sind’ 38’
= YA ™ f Valreosd’ + VR —%5in* 9 ) P, (cosd' ) sin®' @6’
0 " o ‘
= 2™ [ Vulra+ VR —r* 417" Py(a) do.
2
11 suffit donc de démontrer que
+1 o
f (ra+ VR~ "0 1P,y (0) doo = 0,
21
pour tout ¢ naturel, ¢ < n, ¢ dtant pair ou impair selon que n ést pair ou
impair; on a
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T (re+- VE R Je P, (a0) dae
-1
1 =\
+1 la=1/2
+ [ 2 pX

-1

q 7L W 1 B 1 SN
(21—{«1)7 o N D) dw;

la premidre intégrale s’annule, car Pexpression entre crochets est un po-
lynéme de degré moindre que »; la seconde intégrale s'annule aussi, la
fonetion intégrée étant impaire.

L’intégrale de la fonction f(p) s’annulant sur une sphére de rayon va-
riable, il en résulte gque intégrale de cette fonction prise sur la surface
sphérique s’annule aussi lorsque cette sphére contient Iorigine des coordori-
nées dans son intérieur ou sur elle-méme.

Dans le cas du plan, il est aigé de démontrer d’une facon analogue
que la fonction f{p) ¥’annule en moyenne sur chaque cercle contenant
& Dintérienr ou sur sa circonférence l'origine des coordonnées ot

= 2 Wale) (Aqcosnp+B,sinng),

n=0

fle, »)

Wo(p) désignant la fonction rationnelte

1 dVa(a)
T H

Walo) =
(o) P

Val0) = 0,

et V,(g) étant un polyndme arbitraire de degré moindre que %, pair ou
impair selon que # est pair ou impair, finalement 4, et B, des coefficients
arbitraires, pourvi que la série soit presque uniformément convergente
dans tout le plan.

Begu par la Bédaction lo 13. 8. 1956

icm

FORMULBES GENBRALES DE QUADRATURE MECANI QUH
DU TYPE DB GAUSS

PAR
L. TCHAKALOFPF (SOFIA)

On entend par formule générale de quadrature mécanique une for-
mule approchée de 1a forme

(1 jf dm—ZZAmfwak —co<a<h< oo
K=

m >0 et ¥, > 0 désignant des mombres entiers donnés. Les arguments

ay de 1a fonction f(x) sont des nombres différents que I"on suppose ordinai-

rement donnés d’gvance ou déterminés d’une fagon convenable pour

gue la formule roit plus exacte ou plus commode pour les applications.
ne

Quant aux coefficients A, (dont le nombre est égal &4 M = D)),
k=1 ’

on tAche de les déterminer de maniére que la formule (1) soit exacte pour
chaque polynéme de degré < M. Comme j’ai montré dans un travail
antérieur, cette derniére condition est suffisante pour gue les coefficients
Ay, solent complétement déterminés; leur détermination se réduit essen-
tiellement & la décomposition en fractions simples de la fonction rationnelle

W

P) = [] e—an™.

k=l

Je me propose dans la présente communicaﬁon") de déterminer
aussi les arguments a;, dans la formule (1), de maniére quelle soit

ancte pour des polynémes algébriques de degré aussi élevé que.

possible. D’une fagon plus précise, le probléme que je me propose

de résoudre peut étre formulé ainsi: Etant donnés les nombres entiers

Y

*) Présentée an VILIC Congrés des Mathématiciens Polonais (Varsovie, le 6-12
septembre 1958). Voir aussi [2].
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