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SUR I’UNICITE DE LA MOYENNE DE DOSS
DES VARIABLES ALBATOIRER SITUEES DANS QUELQUES
ESPACES DE BANACH

PAR

SAAD K. NASR (ALEXANDRIE)

1. Introduction. Mourier [3] a donné une définition de la moyenne
pour une variable aléatoire sitnée dans un espace de Banach. Doss [1]
en a donné une autre pour des variables aléatoires situées dans un espace
métrique (D). I a appelé Pélément o moyenne de la variable aléatoire w
8i (@, 4) < B(w, 1) quel que soit I'élément fixe Ae(D), ot (2, y) désigne la
dlsta.nce entre deux éléments queleconques « et y de (D), et F la moyenne
clagsique d’un nombre aléatoire. .

On saif que dans un espace de Banach, dans lequel les sphéroides
sont mesurables, une moyenne quelconque de Mourier est aussi une
moyenne de Doss.

La moyenne de Mourier a ét¢ déterminée [4] pour quelques classes
de variables aléatoires situées dans les espaces de Banach suivants: le-
space (C) des fonctions continues dans [0,1], I'espace (¢) des suites conver-
gentes, I'espace (1) des suites {&;} telles que 3|k < oo, et l'espace (L)
des fonctions sommables dans [0,1], out certaines conditions sont
imposées.

L moyenne de Doss d’une variable aléatoire située dans n'importe
leguel des espaces mentionnés ci-dessus est par conséquent déterminée.
L unicité d’une telle moyenne est démontrée>dans les théorémes 1, 2,
3 et 4. ’

2, Nous aurons & nous appuyer sur les lemmes suivants:

TEMmE 1. 8% le nombre aléatoire x est tel que E|z| < +oo, & > 0 élant
donné, il ewiste un entier positif n, tel que

|B(2)—A] < Blo—A] < |B(z)— A{—|—2(1+ I ')

ol 1 est un nombre réel quelconque tel gue [|A|] = n = ny ([4] élant la partie

entidre du nombre réel A).
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Démonstration. Comme

[ [w|dP < +-oo,
8

oft § est ensemble?) des événements élémentairves & dans la terminologie
de Kolmogoroff {2], en posant 8§, = S| < #]?), nous pouvons déter-
miner n; tel que

(1) n-Pr(8§—8,) < f l@|dP < & pour tout n =n,.

828y,

Il en résulte que, pour =» = #,

y)
(2) [ le—aap < | |w|0lP+M|-Pr(S—Sn)<(1+~|——l—)e.
528, Sy n
Posons
+1 si >0,
2T & a<o;

alors, pour A satisfaisant & [||]] = » = n,;, on aura

[a(i—2)aP = ¢, [ (A—z)dP
Sn

3) [lz—aap =
S, Sy,

=g(A-B@)—e [ (—e)dP < A1—B@\+ [ |Ai—a|dP.
88,

. 8-8p n
Puisque
Blz— = + [o—A|dP
IR
de (2) et de (3) nous obtenons bien le résultat demandé.
Remarque. Observons que #;, peut étre pris comme le plus petit
n pour lequel

[ lalap <,

828,
et que pour 1 =2 > n, NOUY AUrONS

B(@)—n| < Blo—n| < |B(z)—n|+4e.

1) Dans ce qui suit § sera entendu au sens oi-dessus,
*) 8g[A] désignera dans la suite 'ensemble des points & pour lesquels la pro-
priété 4 est wérifide. .
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Lenve 2. Soit @ la moyenne classigue du nombre aléatoire m; pour
tout mombre b 7= & on peut délerminer un e > 0 et un nombre positif A tel
que

b—2] > Blo—1 +e

powr tout 2> A, st a>b ef tout 1 < —A si a<b.

Ce lemme apporte une légére préeision & un théoréme donné par Doss
([1], th. 1). Sa démonstration est implicitement contenue dans la démon-
stration de Doss.

Lemume 3. 80 la variable aléatoire @ = {£;} e (1) (p = 1) est telle que

Bllw| = B D[4 < +oo,

on a

D BIG—AP =83 164, 4= {A}e®).
=1 d=1

Démonstration. Considérons la suite non décroissante des fone-
tions non négatives mesurables

" oan(8) = D) b=l
=]
Si
8(£) = Hms,(&) = ¥ .Li—Af,

g=1
d’apréy le théoréme de Lebesgue on aura
[s(5)ap =1lm [s,(&)ap,
Ar00 &

S
ce qui donne

+o00 > ES Ly Agf? = h'mEZICi—/L-Ip

izl i=1

= lim 3'B|Gi—i® = S Bt

=1 i=1
e g I d.
3. Nous avons maintenant les théorémes suivants:
THEOREME 1. Hiant donné la variable aléatoire x¢(C) telle que Biz| <

< oo, il emiste une et une seule moyenne %(t) = E(o(t), (te[0,1]), au
sens de Doss. ’
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Démonstration. La moyenne ®(t) = F(2(t)),te[0,1], de Mourier
de la variable aléatoire #e(C) étant déterminde [4], nous avons en consé-
quence |F—4| < Blz—A4, 4 étant un élément fixé quelconque de (C).

Maintenant, si b est élément de (0) différent de %, il exigte un point
t,¢[0, 1] pour lequel b(t,) # # (). Done, d’aprés le lemme 2, il existe un
£> 0, tel que ' .

@ B(t)—A] > Bla(h)—i|-+e
pour tout 2 >4 > 0, si F(t) >b(h), et —A> 4 >0 sl () < b(ty).

Tia variable aléatoire x étant telle que H|z| < 4co et & > 0 déter-

miné, il existe un entier positif n tel que

(2) nPr(8—8,) < [ llaildP < ¢/9,

avec n > A[3 et §, = Sl < nl.
La fonction aléatoire # étant continue, le nombre aléatoire #(?) tend

vers le nombre aléatoire @ (f), lorsque ? -+ 1, pour tons les. événements £.
Done, pour un & > 0 guelconque on &

(3)
lim {Pr [ (8) —2 ()] <

§'—0

7

& pour toub ¢ satisfaisant & [t—t| < 8]} = 1.

Prenons & = ¢/6; il existe 8 > 0 tel que
(4) Pr(8(t, &) < &/18n,

ot 8(t;,¢) désigne Vensemble des événements élémentaires pour lesquels
Vinégalité [a(f)—x(4))] > /6 est remplie pour an moins un ¢ satisfaisant
a Jt—4] < 6.

Définissons maintenant la fonction continue Ae¢(C) de la manitre
suivante: '

0, s 0Ky —-4,
3n
i—g—(t——tl—{—é), B h—6<t<Yy,
(5} Aty = 3
i“—a‘(tl_t‘ha)y gi 4 <t G0,
0, ot

ol le signe -+ ou — est & prendre selon que Z(f)) > ou < b(¢)).
Considérons, pour la fonction Ae(0) définie par (B), Végalité

(6) Blo—={ [+ [+ [}-2ap,

s s

ot 8 = 8,—8(t,e)y 8D = 8, ~8(t;,e) ot &, = SPwID.
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On tire de (2) et de (5)

(M) [ lo—MdP < [ l@laP+|il-Pr(S—8) < ¢« + 53
S"S’Ib S—Sn 9 3

ot de (4) et de (b), nous obtenons

2
(8) [ lo—21dP < [ {ll-+Ipl} aP < 40— gi .
s(z) s(z)

Remarquons maintenant que max |w(£)—a (8, £eBY, est toujours

[E<Z]

atteint pour un pomt t dans l’mtervalle‘[tl——é t+4]. De plus, comme
o lee () —2 ()] < |50 () — g (1) 4|z (8) —A(D)]
pour £e8 et te[f—8,t,+5], nous obtenons?)

o) —A0] < &+l -2 < g Heow -2,
done .
@ =A< e, Ees.
o (6), (7), (8) et (9) nous tirons R
(10) Blo— Ml<~+ 4= +6 + [ lem)—k(t)aP
. S(l)
5 ‘
<o+ [ ol —Am)aP.
8
Done; de (1) il s’ensuit pour » > 4/3,
Blo—| < [Blh)—A0)] < b4,

ce qui montre que b n’est pas une moyenne au sens de Doss, ¢. q. f. d.

THEOREME 2. La variable aléatoire o = {{;}e(c) Hant telle que
Ela) < +oo, il ewiste une e une seule moyenne T = {B(L)) ou sens de
Doss. )

3) Supposons A(f,) = 3n; dans ce cas, 8l A(t) > % (t,), nous avons |A(H)—w(t;) =
= ) —m () < Alf) —wm(ty); ot st A() < m(ty) < n, nous avons |A(t)—w z(ty)] = x () —
—A) < m < Alb)—m () -

Lorsque’ A(ty) = —3n,
Caf)—A), s A@) <a(); eb
si Af) =z 2(t) = —n. ’

Al) <<
A(ts)s

nous avons de méme [» (tl)ul(t)l = & () —
o (t) A = A —2lh) < n < 2(t)—
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Démonstration. La moyenne de Mourier F == {E(Ci)} de la va-
riable aléatoire we(c) étant déterminée [4], nous avons en congé-
quence

11) 1E—3 < Blw—4i],
A étant un élément fixé quelconque de (¢).

Or, si b est un élément de (¢) différent de 7, il existe au moins un

entier positif ¥ pour lequel by % E(ly) = EN Dong, en vertu du lem-
me 2, on peut déterminer un s> 0 tel que

(12) oy —2| > B|ly—A+e,

pour tout 4> A >0 si Iy > by, o6 —A> A > 0 8i Ly < by.
Maintenant, ¢ > 0 étant déterminé et F|lw|| < 4-oo, on peut trouver
un entier n pour lequel .

(13) nPr(8—8,) < [ lwldP < s/6,
88,
ol n> A3 et 8, = 8[| < n].
Définissons done un élément 4 = {4} e(c), comme il guit:
+ 3n, &
| o, si

i=X,
i%N,

ol le signe + ou — est & prendre selon que [y est > ou < by
Nous avons en vertu de (13)

(14) A

2¢

15 w—2|dP < 4] Pr(S— "z AT
(15) S£ lo—A|dP < [|A]]- Pr (S Sn)+s_anuw.|dP<2+6 =

n

Nous voyons facilement que
(16) Slo—aP = [ |ty—iy|dP < Bliy—y).
’Sn Sn

Dohe, de (12), (15) et (16) nous obtenons

2
an Bo—al={[+ [ }uw—z!\dP<~3i+E|cN~zN|< | —aul,
5, 88,

c'est-d-dire B|'z—2 < [b—Al, ce qui montre que b n’est pas une moyenne
au sens de Doss, ¢ q. £ d.

THEOREME 3. La variable aléatoire o = {Q]e(l) étant telle que

Blz) < 400, il existe ume et une seule moyenne T — {E(Q)} ayu sens
de Doss.

icm
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Démonsgtration. La moyenne de Mourier Z = {E(Ci)] de la, va-
riable aléatoire ze(l) étant déterminée [4], nous avons en conséguence

(18) Iz~ < Bla—A2l,

A étant un élément fixé quelconque de (I).
Or, si b est un élément de (1) différent de Z, il existe at moins un entier

N pour lequel by % E(ly) = {x. Par conséquent, d’aprés le lemme 2,
il existe un & > 0 tel que

e+ B|iy— Ayl < by—2nl

pour toub A_N = -AN >0 s ZN > bN: et ——‘}.N >AN> 0 sl ZN < bN
En vertu du lemme 3 nous avons

;‘jmm =B |l = Blol| < +oo.

=1

Done, & > 0 étant choisi, on peut déterminer ¢, > N tel que

(19) D Bl <6

i=ty .

Définissons maintenant I'élément i = {4;} comme il suit: 4; =0
pour ¢ = 4,. Posons a = B({;) et désignons par ¢ les valeurs de 7 <4
pour lesquelles b; = a et par 7' les valeurs de %< 4, pour lesquelles
b, #+ C_«;; nous posons ensuite A, = R, ol Ry est le plus petit entier
pour lequel

[ iewlap < avec  Sr = 8[llv| < B,

S“SR,;:

&
3. 2’i'+3’

ob Ay == g5 Ay, Ol Ay > 0 satisfait, comme dans le lemme 2, aux condi-
tions B|fp—ep Ay < [bp—srdel; 1< < N—1 ou N4+1<1" <4,
e+ B|ty—ey Ayl < |by—enAyl, & étant 1 on —1 selon que i > ou
< by

Done, nous voyons bien que 1 appartient 4 l’espace (I). En cOnRé-
quence, de (19) nous obtenons

i1—1 © i1
@0) B2 = Y Bla—ul+ D Bltl <5+ 3 Blti—hl
i=1 d=1y i=l

= % + Z‘Elé-{r*—Rp|+ ZEI c'i’—ei”Ai'l *
ry [
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Bn fenant compte de la remarque de lemme 1, nous avons

(21) D BlLe—Ryi < 2 [ty —Rol+ D) ef3- 27+

<+ Db Bl = g Y=k
coﬁo.me
(22)

ot DUB|p—ep dy] < D bp—epdy] = 3 o —del;
[ v g

alors de (20), (21) efi (22), nous tirons

41

T+ Zma—z! < 2y lbi—til <
c’est-a-dire B'b—2| < {|b—All, ce qui montre que b n’est pas une moyeune

au seny de Doss, ¢. q. £. d.

THEOREME 4. 84 la variable aléatoire we(L) est telle que x(&, 1) est
mesurable (&, 1), max|w (&, )] < +oco pour tout £e8, et mesurable, of st

{w(£,0) ou sens

2e
3 L EBle—7 = o—Aal,

Bla|| < 4-o0, 4l emste une et une seule moyenne E(t) = B
de Doss.

- Démonstration. La moyenne de Mourier &(t) = Blw(£,1)), te[0,L]
de:la variable aléatoire e (L) étant déterminée [4], nous avons en congé-
quence [Z—A < Ellp—4, A étant un élément fixé quelconque de (IL).
Soit maintenant b un éément de (L) différent de F et considérons les
ensembles

s® = 8, [F(t) > b(t) > —ool,
Ce® =8, [ < b)) < 4o0],
8® =8, [F() = b)].

Définissons la fonction 1,(t)e(L), pour t¢[0,1], comme il suib:

n, s tesVs®,
Aty =1 —n, o tes®,
3
0, s tel—(Js™), avec I, = [0,1].
bt}

Puisque be(L), il existe wne fonction continue b e(L) telle que
[Ib—b,| < }Ib—7%| = k/4; si nous posons

8, = 8, [max[o(¢, 1) <,
[P 2
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nous aurons, avec n > max |b (i},
H

@) [ [lo)—t@ldPdt = [ [{n—a()aPat
s(1) &, o) Sy
= [ 1m—b@ld+ [ [ e@)dPdi+
st ) 3-8,
-+ f {0 =D (1)} 42 —Foy —n - 108 (S —8,,) - mes (sV);
s1)
oll

[z

81
De méme, nous avons

-—b(t)}dt =k =0.

Wla— [ [ a@dPa+

94 @ (8) — M) APt = [ |An(t)—
=4 ‘(f;) S{l s{) (2) S—8y
+ [ {B(6)—by(t)} @t —ky—n - mes (S —B,) - mes (s©);
5(2)
ol
[po—z@a=7>0 et itk =k=p—>0.
5(2)
Finalement
@5) [ [le)—ia@)dPdt = [ hn(®)—ba(t)] a8+ [ [ swarar+
s(3) 8, 5t8) . 5B §-8,
+ [ {outy—b (1)} & —n - mes (8 —8,) -mes (s™).
5)

Ajoutons (1), (2) et (3) et appliquons le théoréme de Fubini; nous
obtenons alors

fflw(tH (f+ [+ WS eo-nmiap)a

()| dtdP =

Sp 0 s(1} s(2) 5(3) Sy,
1
= [ 1An(t)—by()] dt -+ / fw(t)det—f [ @(@apa+
0 #(1) La(8) S—Sp, g(2) S—8p
+ [ {nm—b)a+ f {b(t)—by(0)) it —Toy —Fe,—
8(l)al3)
——n-mes(S—Sn)-mes(.Uls“) ,
donc s
bt f lo—ndP <[b—2+ [ [ lo@idPdt+2b—bil—
8-8,
Us(") *.

i=1 —mn-mes(S—8,).
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Nous avons ainsi

Yot flo—iap

<lb—2l+ [ |#]dP—n-mes(8—8,);
S 8

_Sn

et en conségquence?)

Pt [lo—2lldP <|b—2l+2 [ l@ldP.
8

8-8,
Comme Bz < +oco pour » assez grand, nous obtenons
Blw—i) < [b—2al,

ce qui-montre que b n’est pas une moyenne au sens de Doss.
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) nemes (8 —8y) = [|A]] - Pr(§—8p).

REMARKS ON THE DOSS INTEGRAL
BY

K. URBANIXK (WROCLAW)

I. In this note XX will denote a metric space, I — theinterval 0 <<t <1
and X¥ — the set of all X-valued funetions defined on I.

A function f (fe(7) is called measurable if for every open subset U
(U CX) +(U) is a Lebesgue measurable subset of I.

A meagurable function f (feS) is called Doss integrable (see [17)
if there exists a unigue element a;e X such that for every zeX the inequa-
lity L

e(a,2) < [ o(f(t), 2)at
o
holds (¢ denotes the distance in 9¢). The element a; is called the Doss
tntegral of the function f. We use the notation

oy = [f@ar.

Suppose the following intepretation: t is a random parameter, and
consequently a measurable function f is a random variable. The Doss
integral a; is the expectation of a random variable f. The purpose of this
note is to prove that, with some natural agsumptions concerning a space
X, if for every finitely-valued random variable there exists an expecta-
tion, then < is a normed linear space.

Finally we remark that the result of the present note is also true
it the interval I with the Lebesgue measure is replaced by an arbitrary
meagure gpace with a non-atomic probability measure.

II. Suppose that 9 is an abelian metric group. Let 4 denote the
group-addition and @ the zero element. It is well known that for every
metric group there exists an invariant distance, 4. e., a distance satisfying
for all @, y,2¢% the condition o(w-2,y+2) = o(x, y) (see [2]).

9 will denote the set of all measurable functions belonging to o’
‘which only take a finite number of values.
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