UBER HIN PROBLEM DER GLEICHVERTEILUNGSTHEORIE
VON

S. KNAPOWSKI (POZNAXN)

Ist 0 < a; < @, < ... eine Folge natiirlicher Zahlen, so bilden wir

die Folge
1) 1 2 am—1 1 a,—1 1 a,—1
o e T a Y e e

deren Glieder mit u, bezeichnet werden mdgen.

Bs sei 0 o< f <1, Mit 4(n) bezeichnen wir die Anzahl derje-
nigen u;, fir welehe ¢ < n, u;¢[a, )

Es sei S{x) (x = 1) eine stetige, monotone Funktion, die fiir ganz-
zahlige positive Werte von o die Gleichung '

z

) S(z) = Z a,—
p=1

erfillt.

Sarz. Wir haben A(n) = (f—a)n-+0(az), wo &k = (87 (n)>Y). Wenn
aplk - oo und [a, f) # [0,1), so gilt A(n) = (f—a)n+2(az) ).

Beweis. Ist # > a;, so hat man

_ =88 ) —1)
* a/<s—1(n)) ’

In der Tat, wenn wu, = rfa;, dann folgt S(k—1) < n < 8(k),
k-1 < 87 %n) < &k und daher &k = (8~ (n)>.

Es sei n gegeben und k = (8§'(n)). Die Zahlen %, u,, ..., u, teilen

wir in zwei Klassen ein: diejenigen, deren Nenner hiochstens gleich ay_,
sind, und die restlichen, die von der Form r/a; sind. Die Anzahl der
Ziahlen erster Klasse, die in [«, §) fallen, ist nach (2) gleich (f—a) 8 (k—1)--
+0(k). In der zweiten Klasse gibt es hochstens a;—1 Zahlen. Darum:

(3) A(n) = (B—a)8 (k)40 (@) +0(k).

1) (8> bedeutet die kleinste ganze Zahl 12> § und §—
Funktion.

8) Plz) = QG ()

Yx) die zu § (@) inverse

) steht fir die Relation Lim [F (0)]/¢ (x) > 0,
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Da 0 < S(k)~n < @, hat man schlieBlich 4 (n) = (§—a)n-+0(a).
Wir beweisen jetzt den zweiten Teil. Setzen wir z. B. « > 0 voraus.
Hs sel 0 << 6, < @ < a. Ist % hinreichend groB, so liegt im Intervall

I = (8 (k—1)+6, 0, 8(k—1)+Ou)

wenigstens eine natiirliche Zahl. Wahlen wir eine solche, n; z. B.,
k = {8 Yn)>. Tiir diese n;, hat man

f—a 2 a,+0 (%

puml

50 ist

{4) A(nyg) =

Um dasg einzusehen, bemerken wir, daf der Ausdruck O (a;) im mitt-
leren Glied von (3) in diesem Falle iiberfliissig ist, da in [«,f) keine Zahlen
von der Form r/a; vorkommen kénnen. In der Tat: man hitte sonst
7> ay, was wegen v < ng—A(k—1) mit nyeJ; unvertriglich ist.

Aus (4) folgt A(ny) = (—a)8(k—1)4-0(k) oder

. |4 (ng)— (B —a) S (k~1)] < Ck
Darum
|4 () —(B—a)m} = & |4 (ne) —(f—a) S (k—1)|+
+(f—a)8(k—1)—(B—a)ns| = (f— )0y a5 —Ck > nay,

das letztere wegen a,;a/k—> co. Damit ist der Beweis zu Knde.
PoreERUNG A. Gilt fir eine Funkiion f(n), n < S[(f(n)} (n
so hat man A(n) = (B—a)n+0(ayms)-
Beweis. Bs gilt 87'(n) < f(n), daher %
;< Gfmy - a
FOLGERUNG B. Gilt fir eine Funktion j(n), n =
und 48t apJk — oo, [a, §) # [0,1), so st

Am) = (f—a)n+R (@pmyy) -

Beweis. B folgt aus der zweiten Hilfte des Satzes analog wie A

auy der ersten.
Insbesondere kann man Kriterien fiir die Gleichverteilung der Folge

(1) angeben:

1. Euwistieri eine Funktion f(n
so ist die Folge (1) gleichvertedlt.

Das ist wegen A klar.

11, Ist ay/k-> oo und gibt es eine Funktion f(n) mit S(f(n))g'n
(n 2 Ry)y Gyemy; 7 (M), 80 st die Folge (L) wicht gleichverteill.

Das ish wegen B Klar.

BRISPIBLE. 1. @, = %.

= M), -
< {f(n)> und schliellich

8{f(n) (n = ny)

) mit ‘S’(f(“)) Zn (2N Ogmy = o(n),
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Dann ist S(@) = x(z-+1)/2—a. Wu‘d f(n) = 2¥n angenommen, so
wird n < 8(f(n)) und es gilt also A(n) = (f—a) yn-+-0(Vn).
2. a, = & {a > 1, ganz),
Jetzb st 8(x) = ("' —1)/(a—1)—x. Setzt man
_ log(}a—D)n+1)
jin) = — loga =1
so gilt
8(f(n)} == 3n-+0(logn),
fe) -1 __ %(a‘"’—l)n'\"l
=

 o(n).

1
Afogy = ab ()] > o

Die Folge (1) ist deshalb fiir a,, = «* nicht gleichverbeilt.
3. @y =Py (P1; Py ... die Primzahlenfolge).

Dann ist
() =Y p—n= Yp-n,
p=l PPy,
daher 8(w N%pz logp, %) und, wegen p,~ zlogz,

S(x) ~ }z*logex .
Setzt man f(n) = SI/ﬁ/Togﬁ und ist # hinreichend grofl, so erhilt
man 8(f(n)) < » und daraus
A(n) = (f—a)n+0(Vnlogn).
= VnJlogn gesetzt, so hat man S(f(n)) <n (n = n) wnd
a)n+ 2(Vnlogn) fir jedes Intervall [«, f) # [0,1).

Wird f{n)
daraus A(n) = (f—

Repu par o Rédaction le 29. 10. 1956

%) Biehe E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen,
Leipzig - Berfin 1909, B4 I, 8. 226.
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ON THE BQUATION &+ = 2°
BY
A WAKULICZ (GLIWICE)

The purpose of this paper is a solution of the following problem?)
et up by prof. W. Sierpifiski: Does the infinite sequenee 1°,2°,3°%, ...
contain an arithmetic progression with three (or more) terms? In other
words, does there exist a solution of the equation o*-+3* == 2¢* with na-
tural @, ¥ and 2%

By the way I want to glve elementary proofs of the following the-
orems:

TBEOREM 1. An equation

(1) 274 +9a*d* +a* = I

has no solutions in natural numbers if (a,3) = 1.
" THEOREM 2. An equation

(2) o4yt = 2

has no solutions in integers if x sy, and 2 7= 0.

From Theorem 2 the following inferences are deduced:

i. There are no three natural cubics in arithmetical progression.

i, The equations ©*—2¢° = 41 have no integer solutions, ewcept
=41, 2=0, and ¢ =7 = +1.

TIn fact, according to Theorem 2 the solutions of (2) exist only in case
of: 2 =0, or » =y. If z = 0, then on account of y = +1 we have » = +1;
if, however, # = y then & = £1 and z = +1.

iil. A trianguler nwmber > 1 is never o natural oube.

Really, if m(m--1)/2 = #°, then m(m—H) = 20} and m = 2k or
m+1 = 2k. If m = 2k, then k(27c+1) = ', whenece k = ui, 2k+1 = n}
and md—2n =1, Whlch is 1mposslble for natural nl, ny. If, however,
m+1 =2k, then k(2k—1) =« and thus & =nd, 2k~1 =mn3 and

1) W. Sierpinski, Bemarques sur les progressions arithmétiques, Coll. Math,
3 (1984), p. 44-49; P 116, p. 45.


GUEST




