Uber die Fouriersche Losung von gemischten Problemen in
beliebigen Gebieten fiir eine gewisse Klasse von inhomogenen
Differentialgleichungssystemen mit partiellen Ableitungen

(Ein Vergleich mit den Ergebnissen von O. A. LadyZenskaja)
von

Lipia MAURIN (Warszawa)

Die in dieser Arbeit angewandte Methode lehnt sich auf die Spektral-
darstellung der Funktion einer sebstadjungierten Erweiterung eines
Operators und auf die, durch Viik [11] aufgezeigte, cindeutige Korres-
pondenz zwischen homogenen Randbedingungen und selbstadjungierten
Erweiterungen eines Operators. Diese Methode hat K. Maurin [6] aut
gemischte Probleme (mit homogener Randbedingung) fiir homogene
Systeme des Typus

0*u;(z, t)

T = (atla, 1)

(#=1,2t=1,2,..., ),
die auf einer beliebigen differenzierbaren Mannigfaltigkeit gelten, ange-
wandt.

Diese Arbeit ist eine Weiterfilhrung der eben erwiihnten Arbeit.
In ihr wollen wir uns mit gemischten Problemen fiir inhomogene Systeme
befassen (bekanntlich fiihrt der physikalisch wichtige Fall eines gemisch-
ten Problems mit inhomogener Randbedingung zu inhomogenen Sys-
temen). .
Wir ldsen hier in einem beliehigen (auch unbegrenzten) Gebiet
2,CE, das gemischte Problem fiir Systeme vom Typus

0 ug(x, 1)
o

= —(dzu);(x, 1)+ fi(z, 1) — 7)Y,

wobei 4, ein elliptisches System ist, das formal selbstadjungiert und
halbbeschrinkt von unten ist (das heiflt, es besitzt eine halbbeschrinkte
selbstadjungierte Erweiterung); hierbei geben wir hinreichende Bedin-

*) Identisch kann man eine Losung auf einer beliebigen differenzierbaren
Mannigtaltigkeit erhalten,
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gungen fiir die Existenz einer Losung an. Die Losung selbst erhalten wir
in der Form von verallgemeinerten Fourierschen Integralen. Damit gibt
die in dieser Arbeit angewandte Methode eine theoretische Begriindung
tiir die Fouriersche Methode an. Physiker haben die Fouriersche Methode
auf &hnliche Probleme angewandt, wobéi sie aber nicht die Konvergenz
der erhaltenen Reihen untersuchten. Die erste Begriindung der Fourier-
schen Methode erbrachte O. A. LadyZenskaja. Die Methode von Lady-
Zenskaja kann jedoch nur auf Operatoren mit einem punktartigen Spek-
trum angewandt werden, das heiBt, in begrenzten Gebieten. (Fiir die durch
uns dargelegte Methode spricht auBerdem noch ihre Einfachheit). Da
sich die Methode von LadyZenskaja auf den Begriff eines Sobolewschen
Raumes griindet, sind die hinreichenden Bedingungen, die von ihr fiir
die Existenz einer Losung des gemischten Problems (filr ein begrenztes
Gebiet) angegeben wurden, fir eine Gleichung zweiter Ordnung voll-
stindig verschieden von den durch uns, fiir denselben Fall, angegebenen
Bedingungen. Es gelang uns jedoch zu zeigen, daB fiir gewisse Raum-
dimensionen, zum Beispiel fiir die physikalisch wichtigen Dimensionen
n =2, 3, die von uns erhaltenen Bedingungen nicht weniger allgemein
sind als diejenigen von Lady%enskaja.
Die in dieser Arbeit dargelegte Methode gilt auch fiir den Fall eines
Systems vom Typus
Sl —
D YT el ) hle, ) (=1,2,0 ),

mit einem beliebigen elliptischen Operator Ag, der eine selbstadjungierte
Erweiterung besitzt. Im Abschnitt 6 zeigen wir, dafBl eines der wichtig-
sten physikalischen Systeme, n#mlich das Diracsche Gleichungssystem
fir den Fall stationirer Felder, eben zu diesem Typus gehért.

1. A4 sei ein formal selbstadjungiertes, elliptisches System von r
Ditferentialoperatoren der Ordnung o, wobei a,, r,, .+.y &, die unabhin-
gigen Verdinderlichen sind, das heiBt:

r

1% (Au)(z) = 2 Z_a%i(m) Duy(x)  (b=1,2,...,7)

laj<o 7=1

dabei ist

w(@) = [(@), us(w), ..., ()],

[a] = a1+a2+---+u7n

o= (u1; Oay ...y 0g),

Glal
= &L= (Iy, Xq, ..

= — oy )y
- dage. ... dain’ ’
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" die ag(») sind regulire komplexwertige Funktionen auf einem gewissen
offenen Gebiet 2, C B,: a% ¢ 0°1°(Q,)?) fiir [a| < o, sowie al;e (mox(ial+220)
fiir |a] = 6.

2° Die Matrix

Aylw, &) = D aglw)é,

la|=c

wobel &= (&, Egy oo Ean)s
ist nicht singuldr fiv we 2, und derartige reelle &, daf Zfﬁi # 0 (Rllipti-
zitét).

r

r

8 D D agle) Douyle) = D0 (=1 Y e u))
lal<o 7=1 jel<o J=1

(formale Selbstadjungiertheit).

A, sei die Verengung des Operators A, dessen Definitionsbereich —
D(4,) — die Menge der Vektorfunktionen ist, die o-fach stetig differen-
zierbar sind und einen kompakten Triger in 2, besitzen3) (das heiBt
die auBerhalb entsprechender Kugeln, die in £, enthalten sind, ver-
schwinden) ferner sei 4, eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung von
Ay:4,C4; = A]. (Wir wollen kurz sagen, daB A, eine selbstadjungierte
Brwetterung von A ist.)

Falls 4, halbbeschrinkt von oben ist (beziehungsweise von unten),
das heiBt, falls eine derartige reelle Zahl U, existiert, daB (dqu, u) <
< Wo(u, w) fir jedes neD(A,) (bezichungsweise (dgu,u) > Ny (%, u)),

wobei
r
(u,v) = fz'uim((x,

Oy =1

80 gibt es einen Operator 4, = 47D 4,. Im entgegengesetzten Fall muB
man die Moglichkeit, den Operator A4, zu einem selbstadjungierten zu
erweitern, untersuchen (vergleiche Abschnitt 5). In den Abschnitten
1-3 wollen wir voraussetzen, daB 4, halbbeschrinkt von unten ist.

Das Problem, das wir in dieser Arbeit losen wollen (Abschnitte
1-3), besteht darin, diejenige Losung

w(, 1) = [ufz, 1), ug(z, 1), ..., ude, 1)]
des Systems

*u;
(1) __ug(;ﬁ’t)= —(Au)i(z, )+ [y, t),

T=1,2,...,r,

*) C™(R) bezeichnet die Klasse der Funktionen, die in 2 m-te stetige Ableitun-
gen besitzen.

%) Die Klasse aller dieser Funktionen bezeichnen wir durch 03(91,,)'
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zu finden, welche die Anfangsbedingungen
Bui
(P) w(®, 0) = ‘F’i(w)y ‘5{(“‘7 0) = yy(=),

sowie eine homogene Randbedingung erfiillt, die man, wie K. Maurin
[6] bemerkte, in der Form (dies wegen der Korrespondenz zwischen den
homogenen Randbedingungen und den selbstadjungierten Erweiterungen
des Operators)

(B) u(—, t)eD(41)*)

schreiben kann. (Die Funktion » betrachten wir hier als Repriisentanten
einer einparametrischen Vektorenfamilie aus I*".)

Die Losung der Gleichung (1), welche die Bedingungen (P) und (B)
erfiillt, und fiir welche w;(—,1)eC%(2,) sowie wu(x, —)eC¥[0, T]), be-
zeichnen wir als Zlassische Losung.

Das obige Problem besitzt ein Gegenstiick fiir Operatoren- (die so-
genannte operatortheoretische Variante dieses Problems), das im Aunffinden
einer einparametrischen Vektorenfamilie w(—, t)e I*"(£2,) besteht, welche
die Gleichung

au(—, 1)

(1l) (hé = _Alu(”‘it)‘i‘f(—:t)

und die Anfangsbedingungen

du

(P") u(—,0) =g, _(_7—6—

(= 0) =1,

erfilllt, wobei hier @*u(-—,t)/di* die zweite starke®) Ableitung be-
zeichnet; @, ye L*"(£,), wihrend f(—, t) eine einparametrische Vektoren-
familie aus I*(Q,) ist. Die Randbedingung ist schon in Gleichung (1)
enthalten. Die Loésung der operatortheoretischen Variante wollen wir
verallgemeinerte Losung nennen, da, wie aus den Endiiberlegungen des’
Abschnitts 3 folgt, jede klassische Losung, im Falle eines kompakten
Gebiets 2,, eine Losung der operatortheoretischen Variante ist.

%) D(A;) bezeichnet den Definitionsbereich von A;.
) g{—,t) ist eine starke Ableitung der Funktion u(—, ), wenn fiir 4t — 0
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Die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen legt es nahe

zu vermuten, dall
t

(2) o(—,1) = fA—“%m[(z—r VAP (—, 7)dr,
wobei das Integral als Bochnersches Integral gedeutet wird [4], eine
Losung der Gleichung (1') ist, die die Bedingungen

dv

v(—,0) =0, —;l’;'(—’O):O
erfiillt.
Im Einklang mit der Definition einer Funktion eines selbstadjun-
gierten Operators,
+o0

F(d)= [ F(aea), |F(AI=[IF@QPUEG)g)?

(vergleiche [9]), ist

T Psin[(t—7) 41%] = fﬂ‘mmmllz(t—r)dE( ).
a,

Der Beschrinktheit des Operators A7'7sin[(t—7z)41®] wegen (die
Funktion A~*2sin[(t—7)A¥*] ist fiiv A > N, und t, ve[0, 7] beschriinkt),
ist der Ausdruck (2) nur dann sinnvoll, wenn f(—, z)eB([0, T']), wobei
B([0, T]) die Klasse der Funktionen bezeichnet, deren Werte ans I*"(Q,)
sind, und die im - Bochnerschen Sinne integrierbar i{iber das Intervall
[0, T] sind.

Die Untersuchung, wann der Ausdruck (2) eine zweite starke Ablei-
tung besitzt, fithrt zu hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz einer
verallgemeinerten Losung.

2. Der Ausgangspunkt aller weiteren Uberlegungen ist das
LEMMA 1. Das Integral im Sinne von Bochner

Jl« —, 1, 7)dv

der Funktion F(—,t,v) mit Werten aus L»'(2,) besitzt eine starke Ab-
leitung nach dem Paremeter i, die gleich

hl
(—, t,t +fd T)dr

ist, falls F(—,1t, r)‘ in v stark stetig®) fiar ve[0, T] isi,

¢) das heiBt ||[F(—,1, v4-A7)—F(—,t,7)| = O fir dz - 0.
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®

dF
dt
fiir jedes feste t, und falls

(=, ¢, 1)eB([0, T])

aF
) dt
fiir jedes = ist, wobei g(v) integrierbar im Sinne von Lebesgue ist.

Beweis. Auf Grund der Eigenschaften eines Bochnerschen Infe-
grals erhalten wir:

(—7p7 "7)

<g(m).

t4at

” 1 (fp— t+Atrdr—fF ,t,’))

[’
dF
—F(—,1, t)'—f—ﬁ(‘*, t, v)dvdr
1

2
F(—,t4+4t, ) —F(—, 1, 1:) dF
< ( —(—,t r))dr +
of At a7 ;
t+At
+ l[ (Pt dt, 0 —F (1, )|
£
F(—,t+4t, 0)—F(—,%,7) dF
< ——(— b 7)|ldr+
ﬂf At a7
1 t4-4t
+Etf IP(—, t+4t, —F(—, 4, ) dv.
Da
F(_7t+At7 T)_F(_yt) T) _i—li(_ t
At dt 4 7) )
ar P
<Sup(’—*éi—'(—',t+gﬂt,'ﬂ)—‘Et—(—,t,‘l') )

fiir jedes 7 ist (vergleiche [1]), ist also

F(—t+dt,7)—F(—t,7) aF
At @

< sup (HE(—, t-+64t, 7) ) < 2¢g(7).

at

[
+ ”E‘(_; i T)
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Wir konnen also unter dem ersten Integralszeichen zur Grenze iiber-
gehen (in Ubereinstimmung mit dem Lebesgueschen Satz).

Aus der starken Stetigkeit von F(—,1,v) bezliglich v bei festem ¢,
folgt die gewdhnliche Stetigkeit beziiglich z, bei festem ¢ und At, der
Funktion |[F(—,t4+4¢, v)—F(—, 1, t)|7). Da |[F(—, t+4dt, 7)—F(—,t,1)|
im abgeschloBenen Intervall [¢, i A¢] stetig ist, erreicht sie ihre obere
Schranke innerhalb dieses Intervalls, zum Beispiel fiir 7 = 7,. Deshalb ist

1341 144t

[ IP(= 1448, 5)—F (=, 1, tlldr < |F(—, t+4t, w)—F(—, 1, 1)|| [ dv
i t

= At-||F(—, 0+ 48, 7o) —F(—, ¢, 1)

Aber |[F(—, t+4t, 1) —F(—, t,1)]|— 0 fir At—>0 (¢t = 1,—6 A1),

wegen der starken Stetigkeit von F(—, ¢, z) beziiglich ¢ und 7, w. z. b. w.
Aus Lemma 1 ergibt sich

FoLGERUNG 1. Das Integral
[
f]i’(—,t, T)dz
0

(im Sinne von Bochner) besitzt eine zweite starke Ableitun g nach t, die gleich

@ F
t)+ f —, 1, 7)dr
ist, falls:
1° F(—,t,7) und dF(—,%,7)/dt stark stetig beziiglich v sind,
W*F
20 i (—,t,7)eB([0, T]) fir jedes t,
’fl
H <gle) wid | —o(— 1, 7) | < gur), wobei g(x)
und g:(v) nach Lebesque integrierbare Funktionen sind.

Bemerkung. Lemma 1 und Folgerung 1 sind auch dann giiltig,
wenn die Funktionen F(—,t,7) und dF(—,¢,7)/dt fiir fast alle =,
in 7 stark stetigen Funktionen gleich sind (wir kénnen nimlich
Funktionen, die unter dem Bochnerschen Integral stehen, durch andere
Funktionen ersetzen, die ihnen fast iiberall gleich sind).

") Aus der starken Stetigkeit von F(—,7) folgt die gewdhnliche Stetigkeit
von ||F(~,7)| im Intervall [0,7], es ist nimlich |||F(-—,r—|-A-r)|]—-HF(—,1]||
< F(— v+47)—F(—, )|
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Unter Benutzung von Lemma 1 wollen wir die Existenz der zweiten
starken Ableitung des Vektors

i
AP p(p) = 47! f AT™sin[(1— 1) AV)f(—, v)dv

f —*25in [(t— 1) AYIf( —, 7)dv

[

(da das Bochnersche Integral mit dem selbstadjungelten Operator kom-
mutiert), untersuchen, welcher in den weiteren Uberlegungen vorkommt.
Zu diesem Zweck beweisen wir die folgenden Lemmata:

LeMmA 2. Die Funktion

(3) AP sin[(t—1) 43P 17 (—
geniigt den Bedingungen 2° und

f(—, r)e D(AT7'),

3°, falls
AT (—, 7)e B([0, T)
und AT (—, 1) in v stark stetig ist.

Beweis. Aus den Eigenschaften des Bochnerschen Inmtegrals folgt,
daB die Funktion (3) zu B([0, T]) gehort, ist doeh wegen der Beschréinkt-
heit des Operators A7 sinf(t—7)4Y%]

AP Psin[(t—7) 4121 (—, 7) = ATsin [(t— 7) AV 1 AP (—, 7) e B([0, T)),
falls nur A?7'f(—, 7)eB([0, T]). Die Angehorigkeit von A?~'f(—
B([0, T]) folgt aus der in v starken Stetigkeit von AY~'f(—

d
@

,T) Zu
, 7). Da
— (42 sin [(1— 1) AT (—, 7)) = %(sin[(t—r)A}’z]A’f“alzf(——, 7))

= cos[(t—7) 411497 (—, 1),

1'2
A:u (AP~ sin[(t—7) AX2]f(—, 7)) = —sin[(i—r7) AV ] ATV (—, 7),
also wegen der Beschrinktheit der Operatoren ain[(t—1)4}”],
cos[(t—7) A}?] ist
— (477 sin[(t— ) AIP1F(—, 7)) e B([0, T1),

di*

“ % (A7~ sin[(t—) 4121 (—, D) << MYAPF (—, )]

sowie
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< My 477 (=, ol

‘;f; (42*P5in [(1—7) AY1 (—, 7))

wobei M und M, reelle und positive Konstanten bezeichnen. .
LeMmA 3. Die Funktion (3) geniigt 1°, falls f(—;t)e D(AY™") und
ARY(—, 1) stark stetig fir fast. alle v ist.

Beweis. In der Tat:
l[cos [(t— v — A7) AJ2]AT~ f(—, v+ A7) — eos [(t— ) A1 AT/ (—, =)
< l(cos[(t— v~ A7) A}*]—cos [(t— 1) A1) AT (—, D)l +
+leos [(t—7— 4v) AT 1AL (—, v+ dv)—F(—, )|
< ||feos [(1—7— A7) AY*]— cos [(t— ) 4} AT f(—, 7|+
‘|‘”A113-1(/(_'7 T+ AT)_f(_y T))“ .
Aber .
l|(cos [(t—z— A7) 41— cos [(t—7) A}*]) AT f(—, )|

3 2 A7
=4 f;_2”-2sin2/1”2(t—1—%’—)sin2—9——d|yﬂ(1)f(~,r)”2
Nlo
7 ey
< [ st LB f(—, 7P
9t -

Das letzte Integral strebt fiir Av— 0 gegen Null, falls

[ 2= a)B()f(—, 7P = 147~ (—, D)I* < oo,
Mo
beziehungsweise, falls f(—, z)eD(4?™") (gemidB dem Satz von Helly),

(47 sin (6= A1) (—, )

ist also in 7 stark stetig, wenn F(—,7)eD(4?""), und A{"lf(—,r.) in 7
stark stetig, fiir fast alle v, ist. Unter denselben Voraussetzungen ist der
Vektor (3) ebenfalls stark stetig, es ist nimlich analog zum obigen:

8 g = [Sin[(t—7— A7) A1 ATPf(—, o4 A7) —
—sin[(t—7) A} AP f(—, 7)]|
< |(sin [(t—7— A7) AF*]—sin[(t—7) A}*]) A3 7*2 f(—, o)|| +
’ |41 sin [ (t— v — A7) AT*TATH (F(—, v+ A7) — f(—, 7))
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< ||(sin[(t—z— A7) A¥P]—sin [t — ) A1) A7 (—, o)+
T AL, v A7) —f(—, 1),
(sin[(t—z— dv) AY*]—sin[(t— 7) AP AT o)

=9 f A sin APt — v — Ar)— s A (i — )P AB (A)F( —, o)

Mo
= (dvp [ WReos? M (1 — 2 — @ Av) A B (A)f(—, 7P
No

< M (Ao AP (=, o,

S, strebt also gegen Null fiir Az - 0, Folglich ist die Funktion (3) stark
stetig in v fiw fast alle =, wenn j(—, 7)e D(4?~!) und wenn AP (—, 7)
stark stetig in v fiir fast alle v ist, w.z b. w.

Fir p =1 erhalten wir auf Grund der Lemmata 1, 2 und 3 die

FoLGERUNG 2. Das Integral (2) bositst eine zweite starke Ableitunyg,
die sich nach der in Lemma 1 angegebenen Formel berechnen lipt, wenn
AYPH(—, v) e B([0, T]) und J(—, 1) stark stetig fir fast alle © ist.

Wir kénnen jetzt beweisen

Sarz 1. Wenn A ein formal selbstadjungiertes, von unten halbbeschrink-
tes, elliptisches System vom r Differentialoperatoren der Ordnung o ist,
und A, dessen beliebige von wunten. halbbeschrinkte, selbstadjungierte Er-
weiterung, wobei

geD(4,), WED(Ai/z)’ (-, T)GD(-AJI./Z)
far jedes te[0, T1, wihrend f(—, 1) fir fast alle v gleich einer in v stark
stetigen  Funktion dist, und AY*f(—, 1) eine Funktion mit Werten aus
I>"(Q,) ist, die iber das Intervall [0, T7] integrierbar im Sinne von Bochner
ist, so hat das gemischie Problem fir das System 1 unier den Bedingungen
(P) und (B) die verallgemeinerte Losung
o N(2)

(4)  w(v,t) =L1im. 08 (A228) (Pl (A) e (A, @) dpn (A) +
LA () aff, k=1
o N(3)
+1i. m. Z‘ AP in (A2 4) (B (2) e (2 ) dp (A) +
LA (8y) g, k=1
t oo N(3)
+ f{l im. [ 3 sin [(1— o) P (Fh(4, 1)ex(2, @) due (D} e,
0 LA(ay, Wiy k=1
wobei (Pp) = L.i.m. [ (4, 2)gp()de;

Lz(i‘) Gy

Studia Mathematica XVI. 1
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Thierbei bezeichnen ex(2,x) die Eigenfunktionen des Operators A, die dem
Eigenwert A entsprechen; u ist ¢in positives auf dem Spekirum von A, kon-
centriertes Map. Die Funkiion N (1) dst u-meBbar and kann die Werte
1,2,..., 0o annehmen.

Beweis. Laut Folgerung 2 existiert o (—, t)/di*, wobei

dv(—, 1) :

T:ofcos[(t~r)fﬂ’2]f(—; 7)dr,

o (—, A

Tl — f(, - [ AlPsin (=) 41 (- M

3
Ayp(—, 1) = 4 [ A7Psin[(t—1) 4F*1f(—, 1)dv
o

3
= fAi,ZSill [(t—'ﬂ)Ailz]f(hy 7)dr,
0

ist folglich d%(—,t)/d* = —A10(—,1)+f(— 1)

Teicht sieht man ein, daB v(—, 0) =0 und dv(—, 0)/dt = 0. Der
Linearitit der Gleichung (1') wegen, wird die Losung dieser Gleichung,
die die Bedingungen (P') erfiillt, durch die Summe der Losung der homo-
genen Gleichung mit den Bedingungen (P’) (vergleiche [6]) und des Inte-
grals (2) dargestellt, also

i
) w= cos(tAP)p+ A7 sin (41 w+ fA;‘ﬂ sin[(t—7) 41%1f(—, ©) dz.
0 .

Unter Beriicksichtigung der Ergebnisse, die in der Arbeit von
Garding [2] enthalten sind, eine Funktion eines selbstadjungierten Ope-
rators mittels verallgemeinerten Fourierschen Integralen dargestellt wird,
erhalten wir daraus den Ausdruck (4), w.z.b.w.

Die Findeutigkeit der hier verallgemeinerten Losung folgt aus der

_ Eindeutigkeit der verallgemeinerten Losung des homogenen Systems
(vgl. [6]). Hier weisen wir also nur die Korrektheit des betrachteten
operationellen. Problems nach, das heiBt wir beweisen

SATZ 2. uy(—,t) sei die Losung der Gleichung
Pu(—,t)
“—d?‘,_‘ = —Ayu(—, t)’*‘fl("'a 1),

die die Anjangsbedingungen w(—,0) =@, du{—,0)/dl =y, erfilll, und
ug(—, 1) sei die Losung der Gleichung '
d'au( ) t)

= —Ayu(—, ) +h(—1),
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die die Anfangsbedingungen w(—, 0) du
. e . = (= O)fdt = il !
existiert eine Konstante M demr;, dap Q= 0) v erfilt. Dann

e = 8} — ol —, )| < M(liger — grall + Iy — wal] + sup M= ) — ol —, B)I]) -
t6[0,T)

Beweis. Wegen der eindeutigen Losharkei i
i 3
roblayel® eit des operationellen
'ul( ] t)
12
= cos(t41") gy + AT sin (LA py + [ ATVEsin (1~ v) AYP1fo( —, v) dr,
und analog ’
uz( ] t)
i
= 008 (t43") g+ ATV s (14T yo+ [ ATMEsin[(1— 1) AVPYfo( —, 1) de,
folglich ’

flea( — ) — o —, DI < lleos (t47) (g1 — @a) |+ AT sin (EAY2) (393 — )| 4+
i
[ [ 47 sin (=) AP =, ), ) e
< eji qs,zp leos AM2¢| - [lgy — ol + eszi.c;zp [AH25in 224] - [lpy - ool +

+1t ess. sup A" sin At —7)| su —, 1) —fa —
o ( )ltslo%llfl( y 1) —fa(—, D).
Wenn wir durch M die groBte der Zahlen

ess. sup [cos A%,
=My

ess. sup|A~2sin 4124, 12

tess.sup i~
1=NMo

1;"7”0

sin A2 (t— 7]
bezeichnen, so erhalten wir

(=, ) —us( —, D) < M(N%—%HH!%—%H—Ftsiloll;lllfl(—, B)—fol —, 1)),

w.z. b.w.

2. Unschwer erkennt man, daB die Frage nach der Existenz einer
klassischen Loésung zur Frage nach der Differenzierbarkeit der verall-
gemeinerten Losung fithrt (genau ausgedriickt, zur Frage nach der Exis-
tgnz eines differenzierbaren Reprisentanten). Diese Frage wollen wir
losen, indem wir uns die sinnreiche Methode, die von K. Maurin in [6]
angewandt wurde, zum Muster nehmen. Diese Methode besteht darin,
daB man den fundamentalen Satz iiber die schwachen Lésungen von
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elliptischen Systemen (vgl. [8]) benutzt. Nach diesem Satz kann man
die verallgemeinerte Losung, — die zum Definitionsbereich des Opera-
tors A? gehort, also die fiir f(—,t)e D(45™") eine Losung der Gleichung
dz

Ap 1?‘ —Ap—lf(—, 1,) = —-A?M
ist (die umsomehr also eine schwache Losung ist), — lokal folgendermaBen
darstellen:

= [R(z, m)ulz, )ds+ [W(z, ) (47 w)(z, 1) dz,

K(xo,a) K (w8

wobei K (zy,s) eine Kugel bezeichnet, die in £, enthalten ist, und
den Mittelpunkt z, und den Radius ¢ hat; R(z,x) sowie W (z,x) sind
Funktionsmatrizen mit r Zeilen und r Spalten, die fiir (z, 2) e K (2, £)X
X K (i, ¢) bestimmt sind und deren Elemente fiir a 2 regulir in
K (g, €) X K (2, ¢) sind. Auf Grund desselben Satyes setzen wir
p = [n/20]+2 und erhalten ueC°(£,).

Abu(—,t) = A{’cos(tA”z)¢p+A1’ ”Zsm(tA‘/Z)w+
-i—A”fAl VEgin[(t— ) AV 1f(—, 7)d7
= COS(tAi”)Ai’err sin (1412) AP~Y%y 1
+fsm[ (t—7) AP AL P —, T)dve L¥(0,)

bei peD(4Y), y;eD(A‘f“”z), f(—, r)e D(AP'?) tiir jedes Te[0, T], sowie
APV )6 B([0, T)]; folglich gilt unter den obigen Bedingungen
w(—,1)e0°(2,) (nach Korrektur auf einer Menge vom MaBe Null).
Wir zeigen, daB ein o-fach stetig in Q, differenzierbarer Reprdsentant
einer verallgemeinerten Ldsung gleichzeitig zweifach stettg differenzierbar
nach t ist. Zu diesem Zweck bemerken wir, daB man wegen
u(—,t)eD(ADC D(AT™Y) die verallgemeinerte Losung u(wx,t) lokal auch
folgendermafBen darstellen kann:
u(x, t) f Ry (2, x)u(z, t)d=+ f Wy (=, &) (AL ) (=, 1) da.
K(”o £) E (%)
Eq folgt also auf Grund der Bindeutigkeit der verallgemeinerten Losung
G) [ R, ule, de+ [ Wy, 2) (47 ) (2, tde
K (@g,0) K (@,e)
/ = f R(z,2)u(z, t)dz+ f W(x,2)(AYw)(z, t)dz
E(@p,e) K(@,e)

fiir alle ¢t und fast alle x.
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Beide Seiten der letzten Gleichung sind aber stetige Funktionen be-
ziiglich @, die Gleichung (5) besteht also identisch fiir alle 2 und . Da die
Elemente der Matrizen ‘R, und W} zu I*(K (a,, ¢)) gehoren, ist die linke
Seite der Identitdt zweifach stetig differenzierbar nach ¢ (fiir jedes
te[0, T]), falls nur APu(—,t) eine zweite starke Ableitung Dbesitzt.
Dies ist selbstverstdndlich dann der Fall, wenn:

1° AT cos (t41%) p=cos (t41%) AT, AT ~*%5in (£ A}?)p=sin (1 AL?) AT~12
eine zweite stetige Ableitung besitzen, das heiBt, falls

&
—d—(cos(ml’z)A”‘ ¢) = —cos(t4}?) AT e I Q,)

und
2

a .
d—i (sin (2437) AT—Py) = —sin (14}?) AP~ Py I¥(2,);

leicht bestétigt man, dafl das dann der Fall ist, wenn geD(A?) und
yeD(4777);
2° das Integral
i
[ A2~ sin [(t—7) AP1f(—, v)de
H .
eine zweite starke Ableitung besitzt, was (auf Grund von Folgerung 2)
dann eintritt, wenn f(—,t)eD(APY%), AT F(—, v)e B([0,T]) und
AY7Mf(—, 7) fiir fast alle v gleich einer in v stark stetigen Funktion ist.
Unter diesen Voraussetzungen ist, wie wir wissen, die rechte Seite
der Identitét o-fach stetig differenzierbar nach z.
Wir konnen also den folgenden Satz ausprechen:
SaTz 3. Die verallgemeinerte Losung (4) ist eine klassische Lédsung,
wenn bet p = [n[2¢]+ 2,

peD(AT), yeD(APT),  f(—,1)eD(4]7F)

fiir fast alle te[0, T], AP"2f(—, v)e B([0, T]), und A}~f(—, ) fiir fast
alle v gleich einer in v stark stetigen Funkiion ist.

Es erhebt sich die Frage, ob die auf diese Weise erhaltene klassische
Losung die einzige Losung des betrachteten Problems ist. Unschwer
bemerkt man, daB jede klassische Losung, die eine zweite Ableitung nach ¢
besitzt, welche im Gebiet 2, gleichmiBig stetig ist, der Reprisentant
einer verallgemeinerten Losung ist, also ist wegen der Rindeutigkeit
einer verallgemeinerten Losung, die klassische Losung, die diese zusdtz-
liche Voraussetzung erfiillt, eindeutig bestimmt. Damit ist die klassische
Lisung des gemischien Problems i¥m kompakien Gebiet Q, eindeutig.
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3. Wie wir in der Einfithrung. erwéihnten, hat O. A. LadyZenskaja [4]

das gemischte Problem fiir die hyperbolische Gleichung zweiter Ordnung
Pu(z,t .
TUD i, 4+,

=_ ;%(aﬁ(m)%‘u(m, t)) +a(@)ule, )+, 1)

(fiir einen positiv-definiten®) Operator 4, sowie eine Randbedingung
von Dirichletschen und Neumannschen Typus in einem begrenzien Ge-

icm°

biet) geldst. Sie untersuchte mittels der Methode der Sobolewschen

Riume die Konvergenz der verallgemeinerten Fourierschen Reihen
und driickte die hinreichenden Bedingungen fir die Existenz einer
klagsischen Losung in der Sprache der Sobolewschen Réiume aus. Da
gich unsere Bedingungen auf den Begriff einer selbstadjungierten Ope-
ratorenerweiterung und deren Iterationen griinden, mull man, um die
Bedingungen beider Typen vergleichen zu koénnen, den Zusammenhang
zwischen der selbstadjungierten Erweiterung des Operators 4, und dem
Operator einer Sobolewschen verallgemeinerten Ableitung untersuchen.
Auf die groBten Schwierigkeiten st68t man, falls man die Bedingungen,
die die Funtion f betreffen, miteinander vergleichen will, fiir diesen Fall
muB man nimlich auch die Integrierbarkeit im Sinne von Bochner unter-
suchen.

Fir die Anfangsfunktionen ¢ und y erhielt O. A. LadyZenskaja die
folgenden Bedingungen:

© @y Ap,y ..., Ao D(0,): ge W (2,);

'w,Atp,...,A[qclzl_l-zpeD(Q”); weW:K“l(.Q,.);

dabei ist U = [n/2]+3, W( Q,) bezeichnet den Raum der Funktionen,
die in £, verallgemeinerte Ableitungen, bis zur Ordnung % einschlieBlich,
besitzen, die Metrik dieses Raumes ist folgendermaBen definiert:

lglw = > [1D°gPd0n;

lal<<k Qg

5(9,,) ist die Vervollstéindigung in der Metrik von Wi(£2,) der Menge
derjenigen differenzierbaren Funktionen, die kompakte Triger in 2,

haben, also ist D(Q,) = D(4}®) (vgl. [7]). Von den Koeffizienten dieser

(leichung, nahm TLadyZenskaja an, daB ag€ 0%‘1(9,,) und aeCcK“z(Qn). ‘

. .°) A ist positiv-definit, wenn (Aw,w) > m(u,w) fir wueD(4y) ist, wobei m eine
positive Konstante ist.
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Um die Bedingungen (6) mit den Bedingungen, die in Satz 3 ange-
geben sind, .
(7) P = [nf4]+2,
zu vergleichen, zeigen wir, da fiir gewisse Dimensionen des Raumes E,
die Bedingungen (7) nicht weniger allgemein als die Bedingungen (6)
gind (das heiBt, die Funktionen, die die Bedingungen (6) erfiillen, gentigen
auch den Bedingungen.(7)).
Vor allem bemerken wir, daB falls ge D(A), dann ge D(A*), bezichungs-
weise, daB falls geD(A}®), dann geD(4,) = D(A}?) ~ D(A"); also folgt
aus den Bedingungen

peD(AY), peD(AYVH  fir

g, Ag, ..., A'ge D(A}*) = D(2,),

daf
Ag = A1!]GD(A1)7

oder geD (A",
Aus den Bedingungen (6) folgt damit, dafl

(FED(A{(‘K—I)/ZJ-%-IIZ)’ ,,pE_D(AECKIZJ—lﬂ)_

Fiir den Fall, daB Y eine gerade’) Zahl ist, erhalten wir daraus die
Bedingungen ¢eD(A¥*1%), yeD(A{P'), oder (dies deswegen, weil
XK = [n/2]+3): ¢, we D(AMAEHY), O ist aber dann eine gerade Zahl, wenn
[n/2] = 21+1, 1 =10,1,2,... Daraus folgt: 2i+1 < nf2 < 2142 oder
4142 < n <4l+4. Somit ist K fiir » = 4142 oder n = 4143, wobei
1=0,1,2,..., eine gerade Zahl. Leicht bestitigh man filr diese n
1[n/2] = [n/4]+3%. Aus den Bedingungen (6) folgt damit, daB ¢ und y
den Bedingungen

A% = AlgeD(4y), ..., Alg=AjgeD(4}),

peD (A?_”z):
peD(ATY),

' ¢€W§p(9n)7 -
® pe W3 (£2,)
geniigen.

Die Bedingungen von (6"), die die Funktion y betreffen, sind identisch
mit der Bedingung (7).

Um die Bedingungen (6°) und (7), die die Funktion ¢ betreffen, I.m't-
einander vergleichen zu kénnen, miissen wir die bis jetzt noc'sh xpcht
benutzte Bedingung @eW in Brwigung ziehen. Das Ergebnis dieses
Vergleichs der obigen Bedingungen erhalten wir als Folgerung aus dem
folgenden

%) Fir den Fall, daB % ungerade ist, erhalten wir: qzaD(A{"'mm‘“lz),
ye Dy (AMERHS), peD(AP-12),  yeD(AP-32), e WiP—HQ,),
e W2P-3(Q ).

und daraus:
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LiEwna 4. Gilt fiir ein beliebiges nativliches p aze 07X Q,), ae C*P~X Q,),
so folgt aus den Bedingungen @eWi, A2 ¢ eD(A)*), dap geD(AY) und

n
A2 = [ 3 ou(@yty)+a|’s,
=1
wobei 0; die Sobolewsche Ableitung nach x; (im Gebiet 2,) bezeichnel.

Den Beweis filhren wir mittels der Induktion.

So weisen wir vor allem nach, daf das Lemma fir p = 1 erfiillt ist.
Da ¢ die ersten Sobolewschen Ableitungen besitzt, und da a; und a
differenzierbar ™) sind, haben wir

s 7} oF _ ( iﬁ_’ a )
( ) 01‘1 (2] (?;Z‘j P = 7] &r," i

fiir jede Funktion FeD(A4,). Wegen der Existenz der zweiten Sobolewschen
Ableitungen der Funktion ¢, besteht

oF oF B
(9) (“i:iﬁ;j‘: 9ilP) = (0_@’ “iiai(P) = —(F, 0;(ay ;).

Falls wir (8) von (9) beiderseits voneinander subtrahieren und nach
¢ und j summieren, erhalten wir

n n i
17} or ’
(2%(%5;): 99) = (F7 231(5@'101"}“))-
ig=1 7 K ii=1
Addiert man zu beiden Seiten (aF, ¢) = (¥, Gp), s0 ergibt sich
: n
(10) (AF, ) = (F k), wo b= ) 0(@ydip)+ap,
=1
oder peD(A"), wobei
n
A'g = D) 0;(@y0:p)+ap.
i1

Da geD(AY?), ist also peD(4,) und Ap = 4;¢.
Wir zeigen nun: daraus, daB das Lemma fiir p = k—1 hesteht,
folgt, daB es auch fir p = & richtig ist.

%) Eigentlich benutzen wir hier keine mietrischen Eigenschaften von ng’(.Q”),

icm
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Wie wir vor allem bemerken, folgt, wegen ge W2, aus der Vorausse-
tzung "

A7 = Y oxantin)+ag] " (@ge 0% N0, a0 (0,)
=1
daB A¥“1¢€W§(Qn)-

Falls wir also in der vorherigen Uberlegung ¢ durech A¥'p ersetzen,
erhalten wir die These.

Das Lemma 4 ist fiir jedes natiirliche p richtig, also inshesondere
fiir p = [n/4]+ 2. Damit ist bewiesen, daB eine Funktion, die die Bedin-
gungen (6) erfiillt, auch die Bedingung (7) erfiillt.

Um zum Vergleich der Bedingungen beider Typen fiiv die Funktion f
iibergehen zu konneh, beachten wir vor allen, daB firginen positiv-
-definiten Operator 4, die in Satz 3 angegebenen Bedingungen

A?—mf(—¢ v)e B([0, TJ),

A7 f(—, v) ist stark stetig beziiglich 7 (fiir fast alle 7),
die Existenz einer verallgemeinerten Ldsung garantieren, das heiBt sie
garantieren die Erfilllung der Bedingungen ‘

A?f(—, ) B([0,T]), f(—,v) ist stark stetig in = (fir fast alle

7. [0, T]). :

Aus der Stetigkeit von AP~'f(—, ) folgt nimlich die Stetigkeit
(desto mehr also die Integrierbarkeit im Sinne von Bochner) von
APf(—, 7) fiir jedes s < 2(p—1), da doch

439l = (4lg, Alg) = (4" 4l g, A}"A{"g)
= (A14]72g, A7 g) > U (A7 g, AT g) = W4T HEg)E
> .. =W gl Wy > 0.

Falls wir g = f(—, v+47)—f(—, ) setzen, erhalten wir daraus

wobei

ME (=, 7+ A1) — AT (=, )]
> WAL (—, o de)— F (=, 9] = M2 Hf(—, v de)—f (=, 7).

Die von O. A. Lady#:nskaja angegebenen Bedingungen, die die Funk-
tion f betreffen, haben die Form

(11) fy Afy oy AP D (@), feWEQ),

wobei K = [n/2]+3, @ = 2,x[0,T], Dy(Q) ist die Vervollstindigung,
in der Metrik von Wi(Q), der Menge von Funktionen, die in @ stetige
Ableitungen besitzen und die in der Nihe der Seitenfliche des Zylinders
verschwinden, der das Gebiet Q begrenzt (diese Funktionsmenge wollen
wir wie LadyZenskaja, durch D;(Q) bezeichnen).
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Tm Falle von geraden 9K, das heiBs, fir n = 41+2 oder n = 4143,
1=0,1,2,... (hier wollen wir uns nur auf diesen Fall beschrinken)
"konnen wir d1e Bedingungen (11) in der folgenden Form schreiben:

(11h 1y Afy e AP D(Q);  FeWETHQ).

Zwecks Vergleich der Bedingungen (10) und (11) beweisen wir vor
allem die folgenden Lemmata:

TimvA 5. Wenn F im Gebiet Q die ersien Sobolewschen Ableitungen
besitet, welche =u LQ) gehoren, — wir wollen sie durch Oy, i =
=1,2,...,n-F1 bewichnen, wobei 0, die Ableitung nach x; bezeichnet,
fwdlzrend m,,, 41 =T — 80 besitet F(—, ) fir fast alle © Sobolewsche Ablei-
tungen im Gebiet 2y, und 0;q, F(x,7) = 00 F (%, ) fir fast alle =, bes
i=1,2,...,n

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt fiir jede Funktion geCNQ):

T

7 0
f(psf. +{10~:,0F)dQ =f f(F'a‘Ti +.‘/ai,QF)dw'dT =0.
Q * 0 "

Es sei g(z, 7) = gi()- go(7), folglich ist

[ofle

fiir jede Funktion g,eOY@,) sowie g,¢C3([0, T1). Da die Menge C5([0, T])
dicht in L%[0, T ist, und

)dm-ch;()

7]
f(Fa—gl +gl 'LQF)dmeLz([OyT]):
Q?’b

(das doch

[l sner)efoc<

wegen 8; oF e I}(Q)), ist also

of Il

0i0 F) do-dr

0
gf (.F*‘a—a.—; +glai'QF)dw == 0,

_fiir fast alle 7, bei einer beliebigen Funktion g,605(£2,) (firi =1, 2,...,n).

Damit besitzt F(—, r) im Gebiet 2, fiir fast alle v Sobolewsche Ablei-
tungen, wobei 8;q, F(®, 7) = 0;oF (¢,v) fiir fast alle v ist; folglich also
F(—,1)eW3(£2,), W.W.z.b.

icm
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LemMA 6. OW@W" FeDy(Q), so F(—,7)eD(A), wobei eine Funk-
tionsfolge FrmeDy(Q) derart ewistiert, daf AY*F,,(—

AR 7) fir fast alle v gegen

—, 7) konvergiert (und zwar im Sinne von L¥Q,)).
Beweis. Aus der Definition von I°>1(Q) folgt, daB eine Funktions-

folge Fyp (2, v)eDy(Q) existiert, die in der Metrik von WiQ) gegen F(z, )
konvergiert, das heiBt eine solche, dafl

(12) f{Zlf)m[F (@, 7)—

I=0

Fon(@, )P + |8n 1,0l F (@, 7) = Ff,7) ]} dQ

fiir m — oo gegen Null strebt.
Aus der Konvergenz des Integrals (12) gegen Null folgt

T n
[-] X loyelF(w, )

e =}

—Fpl@, v))fde-dv-—>0  fir

m—> o0;

folglich konvergiert

{ [ 3 100l F(@, )

O, 1=0

~ P, 7))}

im Mittel (im Sinne von IX [0 )

Unterfolge
{ f‘z |610 [.F €, ‘E

die fir fast alle 7e[0,T] gegen Null konvergiert.
Da, fiir fast alle 7, 0;oF = 0,9, F ist, strebt

[ D) 1010, 7 (@, 7)

Dy, 1=

gegen Null. Es existiert also eine

— By (0, 7)] d:v} ,

“ka(ma 7)]I2 dx

fiir fast alle v gegen Null. Daraus folgt (dies deshalb, weil kang(Q,,)
fir jedes z), daB fir fast alle = F(—, 7)e D(AY?) (siehe [7]), wobei

4127 (—, v) =AY Fop( —, )| = B (=, 7) = Fmp{ =, Dla

<an( f 3 Gy, (@ 1) — Py, D] 0 f (2, %) —Fuyf, ) o).
Oy, 1=1
Der Ausdruck [[AMF(—, ) —AYF,, (—, 7)| strebt also mit m — oo

gegen Null fir fast alle 7, w.z.b. w.
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=}

Fir den Fall eines positiv-definiten Operators 4 fallt D(41/%) mit dem Hil-
bertschen Raum H 4 zusammen, wobei H 4 die Vervollstindigung des Definitionsbhe.

reiches von 4y ist, und zwar in einer Metrik die folgenderma@en bestimmt ist:
def
1914 = (4og, g) = ||4}1%g|. Man kann zeigen (vgl. [7]), daB H 4 mit einer Funktions.

menge aus W3(2,) zusammentillt, dabei verschwinden diese Funktionen auf dem
Rande des Gebiets @, (d. h. sie lassen sich'im Sinne von W;(!)n) durch Funktionen
9m £C%(Qn) approximieren). Wenn

n
P . 39 dg R
. 2= (dog, 9) = i o ")d s
geD (o), 19l = (dog, 9) j ',-il (011 oy +agg?)dz

80 gilt fir ein beliebiges ge H 4

n

lla = [ 3 (@idig-0ig+agds <N [ 3 10jg1%du+ [ lgi2ds),
n

2y ij=1 ay =1 o,
wobei [ die Summe der oberen Schranke der Eigenwerte der Matrix (a;;) und der
oberen Schranke von ag; bezeichnet.

Aus dem Lemma 6 folgt, daB
f(=s7)e D(4;) = D(A”) N D(4}")

fir fast alle 7, oder 4f = 4,f, und analog 4?~'j = AT (i fast alle 7),
also- folglich f(—, 7)eD(A7~") fiir fast alle 7. Die Integrierbarkeit im
Sinne von Bochner folgt aus den weiter bewiesenen Lemmata:

LemMma 7. Falls ge Dy(Q), so A}*g(—, v)eB([0, T]).

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, daB g(—, 7)e D(AY?) fiir
alle 7. Nun zeigen wir vor allem, da§ die Funktion AY? g(—, ), welche
Werte aus L3 02,) annimmt, durch Treppenfunktionen der Verinderlichen
7, die Werte ans I*(9,) annehmen, gleichmiBig approximiert (im Sinne
der Metrik von IX%,)) werden kann.

Aus der Zugehorigkeit von g zu Dy(9) folgt die gleichmiBige Ste-
tigkeit der Ableitungen dg(z, 1) [0z, 1=1,2,...,n, im Gebiet @Q; fol-
glich existiert fiir ein beliebiges ¢ > 0 ein ko derart, daB fiir beliebige
#, 7und 7' (und auch 1), die Ungleichung l[v—7''< T'fky, die Beziehungen

dg(z, ) _ Bg(z, ") £ 1 ' &
0w mry U W@ <qpry

nach sich zieht. Wir teilen jetzt das Intervall [0, 77 in eine beliebige

Anzahl k> %, von gleichen Teilen auf, und bezeichnen die Teilpunkte
durch

. T .
wTig, i=0,1,2, 0k

icm
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Leicht ersieht man, dafl fir , <7 < Ti41; Dei beliebigen ¢ =0,
1,2, k—1: Jv—m <vy—v =Tk < Tk, es existiert also fiir
ein beliebiges ¢ > 0 ein derartiges &y, daB fir k> k, und 4 = 0,1,2,
vy k—1
dg(z,7)  dg(z, 7y

PRI Oz

fiir ein beliebiges @ und 7; < v < 7y, gilt.
Wir bestimmen jetzt die Treppenfunktion

T, KT <7y und 1=0,1,...

gz, ;)  fir
glc(m7 T) =

gle, ) fir 7y <7 < 7%

‘Wie man leicht einsieht, ist

69(5”’_}1) fir 7<r<ny wdi=0,1,...,k—2,
dgalw, 7) Oy
a' - .
@ M fir 74, << 1.
0&1‘1

Somit ist fiir ein beliebiges 7e[7;, 7;.4], wobei ¢ = 0,1, ..., k-1,
und k> ky

0g(x, 7) _ Ogw(z, 7)
0xy dry

€

= M(n-1)

ag (mz Ti)
611 6.7‘1

Aus ‘der Definition von gy(w, ) folgt aber, daB gi(—,7)eD(AL),
folglich existiert fiir ein beliebiges ¢ > 0 ein derartiges k,, daB fiir & > &,

I‘A’i/2g('—: T)‘“Ailzglc(—y T)Hz = Ig('—; T)'—gk( ] T)ﬁi

n

6”('”7 1) aglc(my T) : p 27,
<M . — de+ | |g(x, v)— gulz, 7)|*dx
(Q{ —~ d-’l‘l (‘)a‘l . [){ )
- (7y(a:, 77) 3!](9!’7 Ti) ¥ A2
=M p - > Az lg{@, 7)—g (@, ra)["de|<e
(ﬁ{g Y oz a{

fiir jedes 7e[0, 7] gilt. Die Funktion
g(—,7) fir m<r<v, und ¢=0,1,..,k—2,

Ailzgk(_7 7) = 4
: }lzg(__’ Tpy) filr

Tpo1 LT K Tk
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ist deshalb eine Treppenfunktion der Verinderlichen z, die Werte aus
IX9,) annimmt (oder die meBbar im Sinne von Bochner ist). Damit
ist AMg(~—, z) als Grenze einer Folge von nach Bochner meBbaren
Funktionen selbst eine nach Bochner. meBbare Funktion.

Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von dg(x, z)/0x; im Gebiet @,
ist

0 < |49 (—, 7

JE <M f

M~ konstant, also ist das Lebesguesche Integral

= |g(— =M,

T
J 1437%g(—, Dlldr < oo,
0

und damit A43}%g(—,t)eB([0,T]), W.2z.b.w.
Unter Benutzung von Lemma 6 und 7 kénnen wir beweisen:

LEMMa 8. Falls FeDy(Q), so ANF(—, t)eB([0, T]).
Aus Lemma 6 folgt, daB F(—, 7)e D(A4Y?), sowie daB

412 F(—, 1) = 41" Fpuy,(—, 7]

fir fast alle = gegen Null strebt mit m->oco, wobei kaeDl(Q). Da,
auxf Grund von Lemma 7, A}*F,, (—, 7)eB([0, T]), ist also AI*F(—, 1)
(stark) meBbar im Sinne von Bochmer (vergleiche den Anhang). Da
Dy(Q) CW3(Q), ist IF i) < oo ‘Wir haben

T
0 < [ 141 P(—, %) dr
0.

T n
<C)/z(f gf;w,qm clult—{—f f|F| da- d-r) VNP pgy < oo,

0

weswegen | AJ*F(—, 7)|| integrierbar im Sinne von Lebesgue ist. Damit
gitt AY*F(—, 1)eB( [o TY).

Die Stetigkeit v der Funktion AY~'f(—,<)
K. Maurin bewiesenen

LeMMA 9. Wenn FeWy(Q), dewm ist F(—,t) stark stetig beziiglich,
t (tef0, T).

folgt aus dem von
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Beweis. Da FeWyQ), ist F fiir fast alle » eine absolut stetige
Funktion der Veranderhchen 1, beziehungsweise
F(z,1) =fG(w, Dz, G(a,7) =, F(z,1)
o

da namlich 0,F(x,v) existiert; es ist beziehungsweise

[ (fewn?

2y 0

(@, ) dtde = — ffa,Fm 1)y (%, t)dida,

fiir yeCy(Q); daraus erhalten wir auf Grund des Satzes iiber die partielle
Integration eines Lebesgueschen 1ntegrals (siehe [107)

fme ) x(z, hdtde = ff(?; (z, 1)z (, t)dtde,
n 0

also G(z,t) = 0,F(x,t) fiir fast alle x und ¢. Folglich ist
b4 At
= f{’f 0. F(z, r)d'zr}dm
o, t

r
P [ [0 F (@, ) dvdn = (At} M

2y, 0

”F(-‘a t+At)_F("’7 t)||2

(M — konstant).

Dies zeigt, da der Ausdruck |F(—,t+d4t)—F(—,1)| fix Ai— 0 gegen
Null (fiir jedes t) strebt.

Da A-'f = AP 'feDy(Q) CWiQ), ist auf Grund von Lemma 9
AP (—, %) fiir fast alle 7e[0, T] gleich einer in ¢ stark stetigen
Funktion.

Wenn wir die erhaltenen Ergebnisse zusammenfassen, sehen wir, da
fir die Roaumdimensionen n = 41+2 und n = 414+3, wobei 1=0,
1,2,..., (also auch fir die physikalisch wichtigsten Raumdimensio-
nen n = 2 und n = 3), die von uns angegebenen Bedingungen nicht weniger
allgemein als die Bedingungen von 0. A. LadyZenskaja sind.

4. Der Fall parabolischer Glei(»hungsquteme

()u({dcﬂf_) —Au(x,t)+ f(z,1)
ot
bereitet bedeutend weniger Schwierigkeiten, als der bis jetzt betrachtete
Fall. Fiir diesen Fall erhalten wir die verallgemeinerte Losung in der
Form

¢
(13) W = e["‘-"‘l]"’+fe["(t")Aﬂf(~, 7)dz.
o
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Aus den Bigenschaften der Exponentialfunktion und aus der Halb-
beschrinktheit (von unten) des Operators A, folgt die Beschrinktheit
der Operatoren el=“41, (=941l ynd auch des Operators APel=¢-"41 fiir
ein beliebiges p. Nach Lemma 1 besitzt also der Ausdruck (13) fir belie-
bige peL*(Q2 ) und f(—, 7)eL?(2,) eine starke Ableitung, die fir jedes
Te[0, I'] stark stetig ist, wobei

. & .
du(c-]—,t) _ _Ale[_ul]qD_Alfe[—(t_fmlf(,_, ydr+F(—, 1)
T ’ 0

(dies, weil das Bochnersche Integral mit dem selbstadjungierten Operator
kommutiert).

Unschwer weist man nach, daB die erhaltene verallgemeinerte Losung
beliebig oft differenzierbar ist (unter denselben Vorasussetzungen hin-
gichtlich ¢ und 7) das heiBt, daB sie einen beliebig oftmals differenzier-
baren Reprisentanten besitzt. (Der Beweis ist analog zum Fall eines
Systems mit einer zweiten Ableitung nach ¢, nur bedeutend einfacher).
Falls wir wiederum die Ergebnisse der Arbeit von L. Garding [2] benu-
tzen, erhalten wir den:

Sa1z 4. Wenn A ein formal selbstadjungiertes und von wunten halbbe-
schriinktes, elliptisches System wvon r Differentialoperatoren der Orvdnung o
ist, und A, dessen beliebige, wvon wunten halbbeschrinkte, selbstadjungierte
EBrweiterung, wihrend geL*(2,) und f(—, v)e L*(2,) stark stetig fiir jedes
76[0, T'] its, dann besitzt das System du/dt = —Au+f beliqbig oft diffe-
renzierbare Losungen, die die Randbedingung w(—,t)eD(Ay) erfillen,
die fiir t40 ém Mittel gegen ¢ (x) konvergieren, und die sich in folgender
Form darstellen lassen:

oo N(i)
u=Lim [ e TFppi)elh, a)du(d)+
L2 (@y) oy k=1
t oo N(%
+[{Li . eI, 1) en( A, m)d/z(ﬂ)}dr,

0 Iy Ny k=1

wobei
(Fpu(d) = Li.m. fep(d, m)p(e)dr;

L2 Gy

dabei sind e, (1, ) die Eigenfunktionen des Operators A, die dem Eigen-
wert 1 entsprechen; u ist ein positives auf dem Spektrum konzeniriertes
Map.

Die Funktion N (1) ist p-mefbar und kann die Werte 1,2,..., 00
annehmen.
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Die Konvergenz im Mittel von w(z,) (fir ¢— 0) gegen g(z) folgt
sofort aus den Eigenschaften des Operators e~*1 sowie aus den Eigenschaf-
ten des Bochnerschen Integrals. Es ist nimlich

t B
(=, = gll < el 40— g || [el=¢=2411 f(—, 1) ]
[

t
< [le" 40— g+ const [ (—, )l dx.
[]
Da aber [e"“lp—gf fiir t—> 0 gegen Null strebt und f(—, 7) stark
stetig ist, strebt [lu(—, )—g| fiir =0 gegen Null.
Damit die Losung (14) die Anfangsbedingung im klassischen Sinne
erfilllt, geniigt es anzunehmen, daB peD(A47), wobei p = [n/20]+2.
Der Bediirfnisse der theoretischen Physik wegen sind Systeme und
Gleichungen von einem etwas anderen Typus, als die oben betrachteten,
ebenfalls wichtig, ndmlich Systeme des Typus Ou/dt = i4d-+ f, wobei A
ein formal selbstadjungierter, elliptischer (nicht unbedingt halbbeschrink-
ter) Operator ist.
Wenn der Operator 4 eine selbstadjungierte Erweiterung A,; besitzt
und falls bei p = [#/20]+2

peD(AD), f(—,r)eD(4]) fir <e[0, T,

wobei
APf(—, 7), Af—l.f( = T), A1f(—, )

stark stetig fiir ze[0, T sind, so besitzt fiir das obige System das gemischte
Randproblem eine klassische Losung, die sich in der Form

und f(“': T)

+oo N(4)
w =11 m. f
2M2n) —% k—1

¢ (Foh( 1) ex(1,2) dpe (2)

t +o0 N(2) i
+f {1. Lm [ 3 (G add, @) dp(2)}dz
0 LA(@,) —o0 k=l .
darstellen 148t. Ein System von diesem Typus ist, fiir den Fall stationdirer
Felder (in diesem Fall ist f = 0), das Diracsche System.

5. Fiir den Fall stationiirer Felder kann man die Diracsche Glei-
chung in der Form
fou Pt
i ot *
schreiben, wobei
U (.I‘, t) = [ul(my t)] '“2("”; t); le(it, t)y 7‘4(5!‘7 t):[;
Studia Mathematica XVI. ) 15
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3

Hu = LZ (gu + TCgﬁk(x\u) ——-—(Z?,,’:v) w-+mocfu,
=i Te O

% = (@, 2y, %), 4 = —1, & und f aber Diracsche Matrizen sinid, wihrend

@, und P, reellwertige Funktionen sind, von denen wir auferdem noch

voraussetzen, daB ®peL’(2;) und |Py(x)| < M (M — konstant).

Wir zeigen, daB der Operator H elliptisch ist, und daB d.essen Ver-
jingung H, ein symmetrischer Operator ist, der sich zu einem selb-
stadjungierten erweitern 148t. :

H ist ein elliptischer Operator:

0 0 &s &—iky &
3 . 1 &3 &1 —15
det (Zak&c) _ 0 0 -tk —&H =& fif, —&
k= g H—ifh O 0
L+i& —& 0 0
g G—if)

= —(&+E+8) #0.

(f _752)(§1+LE‘,) }51‘*‘!52 _‘53

H, ist ein symmetrischer Operator, wegen der Hermitivitit von «
und 2 ist némlich

k

3 3

. 0
(How, 0) = Z(iaké}; , '7’) -
k=1
3

—Z(L——— U, o '0) ——%Z(u, o qy) Fmec(u, pv).

k=1

&
(Fopu, zv)——~— (Dytty V) +moe(fu, v)
k=1

Da aber der Oﬁerator
.0
G—
0y,
auf der Menge der Funktionen, die einen kompakten ’l‘mger im Gebiet 2,
besitzen, symmetrisch ist, haben wir, weil die Matrizen o und B nicht
von % abhingen,

3

. .
i ¢
(How, v) = Z(u lbak;_k@) — é § (1, oEqpv)— ?(u, §o®)+mge(u, fv)

c
k=1 k=1

= (u, Hyv).
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«

Der Operator H, besitzt eine selbstadjungierte Erweiterung H,.
Aus dem Symmetriebeweis des Operators H, ersieht man, daB der

Operator .
. a i
B=i Y+ o)
k

k=1

gleichfalls symmetrisch ist.

Der Operator B, 1i8t sich zu einem selbstadjungierten ememem,
man kann ndmlich zeigen, daB er gleiche Defektindizes hat.

In der Tat, zur Wertemenge der Operatoren By,+iI und B,—il,
wobei I der Emhe1ts0perator ist, gehdren entsprechend alle Vektoren
% = Byf+1if und v = Byg—1ig, wobei f, ge D(B,), das heiBt die Vektoren

3 3
. fOF . € , ) f0g )
u =1 E o (0_r; +2.?¢kf)+zf, v =1 E a® (2’1—9% +1,? @kg) —1g.

k=1 k=1

Es sei f = fg; wenn geD(B,), dann gehdrt auch feD(By) (B ist die
reelle und symmetrische Diracsche Matrix), also

o\ [0 € 3
U = 1.2& ﬂ(a—rk +17¢kg) -+ ifyg.

k=1
Deswegen, weil fo; = —apf, gilt
i€
ﬂv*zZﬂ ( +5 aﬁkg) —ifg = «zZa ﬂ( +& abkg) —ig.
k=
Damit ist o = —u; dies bedeutet, daB » und v derselben Menge

angehoren. Es ist Byt il = Fo—'—iI aus der Identitéit der Mengen B,f+
+if und B,g—ig folgt die Identitét ihrer AbschlieBungen, die Mengen
Byf+1if und Byg— ig haben also dieselbe Dimension, und folglich besitzt B,
eine selbstadjungierte Erweiterung (auf Grund eines Satzes von v. Neu-
mann) die gleichzeitig die Erweiterung von B, ist.

In der Folge zeigen wir, daB der Operator

Hy = By+ % By +myep
die selbstadjungierte Erweiterung

é
H, = Br*"? Do+ moep
besitzt.
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Der ‘Operator

¢
— Dy mocp
¢

ist selbstadjungiert, da .@,, eine reellwertige Funktion ist und B eine
Matrix, die reell und symmetrisch ist. Dieser Operator ist beschrénkd,
falls |Dy(x)] < M, es ist also
é e
H =B+ (Crb + »mooﬂ) = Byt ot mocf = i,
der Operator H, ist somit selbstadjungiert.

Dy(H,) D D(Hy) da D(H,) = D(B,) und D(B,) DD (By) = D(H,). Hy
besitzt damit eine selbstadjungierte Erweiterung, w.z. b. w.

Bemerkung. Wenn der Bereich 2 der ganze 3-dimensionale
Raum E? ist, kann man die Voraussetzungen betreffs der Potentiale &y,
betrichtlich abschwichen. Es geniigt namentlich die Existenz solcher
positiven Konstanten B und M vorauszusetzen, daf

|@y(@)Pdw < M
[ :
und |Pyx)| < M fir 4] >R (¢ =1, 2,3, 4). (Die Potentiale der physi-
kalischen Felder geniigen eben den oben genannten Bedingungen.) Bei
diesen Voraussetzungen gelang es der Verfasserin — mittels einer unwe-
sentlichen Modifikation der von Xato [12] zum Schridingeroperator
verwendeten Methode — folgende Behauptung zu beweisen:

Wenn der Definitionsbereich D (H,) der Finschrdnkung H des Dirac-
schen Operators folgendermassen definiert ist:

D(H,) = {u: u(e) = P(z)exp(—a*[2)},

wobei P (@)= (Py(w),Py(x), Py(w), Py(x)), wo P; Polynome von ay,u,,s, sind,
H, ist wesentlich selbelstadjungiert.
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