Elementare Bemerkungen iiber kommutative C*-Algebren
(Beweis einer Vermutung von Dirac)

von

K. MAURIN (Warszawa,)

Im folgenden verstehen wir unter einer komm,wmziwrf, G’_*-A]gel.)m
eine gleichmifig abgeschlossene komplexe Algebra ‘R mit Involution
von miteinander vertauschbaren beschriankten linearen (normalen) Ope-
ratoren eines separablen Hilbertschen Raumes . Genauer:

1° Wenn A, Be9R, dann yy A+p,B, A*, ABe¢DR, wobel wir mit 4"
den zu 4 adjungierten Operator und mit u;, y, komplexe Zahlen bezeich-
nen;

2° AB = BA fiir alle 4, BeR (Vertauschbarkeit);

3° Die Identitdt Ie R

4° Die Algebra 9P ist gleichmdpig - abgeschlossen, d.h. aus A,eR
und lim||4,,—A| = 0 folgt AeNR.

N—00

Fine kommutative C*-Algebra heiBt maximal, wenn sie keine echte

TUnteralgebra einer kommutativen C*-Algebra ist.

Im Abschnitt 1 beweisen wir zwei Sitze:

SaTz 1. Zu jeder mamimalen kommutativen C*-Algebra R gibt es einen
#yklischen Vektor ve®, d. h. [Ro] =9, wobei Ro = {Av: AeR} und
[Rv] die abgeschlossene lineare Hiille von Rv bedeutet.

Sarz 2. Wenn die kommutative C*-Algebra einen zyklischen Vektor
€9 besitzt (d. h. wenn [Re] = D), dann gibt es auf der bikompalicn Menge
A [3] der maximalen Ideale von R ein nichinegatives Map u wnd eine
den Ring ‘R diagonalisierende unitire Abbildung F des Raumes O auf den
Raum I*(u).

Genauer: fiiv 4,69 gilt

Py = ("'l‘i(}“))eL2(“")7

(B, ) = [ (Fr) (1) (Bl (2) dps (2);

4

(FAB)(2) = &(A)u(d) = a(4)(Fd) (%),

i=1,2;

wobel ae@(A4).
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Man hat also: FAFYu(2)) = (@ (A)u(2)).

Wenn fiir eine kommutative @*-Algebra 9 die Behauptung des Satz-
es 2 gilt, dann sagen wir, die Algebra R besitze ein einfaches Spekirum.

Aus den beiden Séitzen erhilt man folgende Verschiirfung eines Satzes
von Neumark und Fomin [5]: Das Spekirum einer mazimalen kommauta-
tiven C*-Algebra ist einfach.

Im Abschnilt 2 geben wir eine Definition des fiir die Quantenmecha-
nik grundlegenden Begriffes (der Begriff stammt von Dirac) eines voll-
stéindigen Systems von miteinander vertauschbaren Observablen (her-
mitescher Operatoren). Uns darauf stiitzend, konnten wir einen fiir die
Quantenmechanik wichtigen Satz (eine Vermutung von Dirac) beweisen.

Sarz 8. Jedes System von miteinander vertauschbaren Observablen
kann durch Hinsufigen von hermiteschen Operatoren zu einem vollstindi-
gen System von Observablen erweitert werden.

Es soll betont werden, daB die Beweise elementar sind; es wurden
keine Hilfsmittel aus der Spektraltheorie herangezogen.

1. Beweis der Sitze 1 und 2. Hier bringen wir eine elementare Kon-
struktion des zyklischen Vektores ve$ einer maximalen kommutativen
@*-Algebra. :

Beweis des Satzes 1. Es sei (¢;) eine orthogonale Basis des Rau-
mes $. Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit diirfen wir die Konver-

genz der Reihe
2
gl llesl
annehmen.

Die Konstruktion des zyklischen Vektors v erfolgt in fiinf Schritten:

1° Falls e, zyllisch ist, d. h. [2e,] & &, — 9, ist die Konstruktion
beendet. Nehmen wir also an, daB Hf = 0 (DL = HOP, bedeutet das
orthogonale Komplement von $,). Es sei P, die (orthogonale) Projektion
auf den Unterraum $,, P; = I—P, ist also die Projektion auf Hi.

Wir beweisen jetzt das folgende

LEMMA. Wenn R mamimal ist, gilt Py, PleR.

Beweis. Wegen Maximalitit des Ringes 9% geniight es zu zeigen,
daB P; mit jedem A aus R vertauschbar ist: Pj4 = AP, fiir ein helie-
higes AeR.

Es sei u ein beliebiges Element aus H,u = u,+u,, wokei u,e9;,
u;6 9. Da aber H, = [2e,], gibt es eine Folge (B,)eR, 50 daB B, e; - 1.
Fiir ein beliebiges 4 aus 92 haben wir aber AB, e e[Re,], also

lim AB,e, = du e [Rey] = H,

sl
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und daher Pjdu, = 0. Wir haben also
1 PlAu = PyA(uy-+us) = Prauy = dug,
da AuyeHi-; letztes ist aus der folgenden einfachen Re(hnung ersichtlich:
(Aug, Bey) = (uy, A*Bey) = 0 (wegen A*BeR, A*Bee®), {Be1 Befh}
ist aber dicht in 9, also Au,eHi-. Da APju = Au,, haben wir wegen (1)
P! Au = APju identisch fiir ue$, also PiA = APj. Daher Py, I—P; =
=PieR, w.z. b. W

2° Es sel ¢, das erste Tlement der Basis (¢;), das nicht 9y = [Re;]

ar

angehort. Man hat Pies, = ¢5,—P1eg,. Wir setzen v, = ey, 0y == ¢;--P| ey

Offenbar ist [9;, 0] = [D1, Pieg,] D [e1, .oy €g]. Da Piog = (Pi)ey =
= Pjes,; Piv, = Prey = e; P, P1eR, haben wir
(2) 552 [Ros] D [D1, 2] DD und  Hy D [e, ..., ).

Wire [¥p,] = 9, so wiren wir am Ziel.

3° Falls aber [Rv,] = D, # Dy, wiederholen wir die in den Punkten 1°
und 2° beschriebene Konstruktion.

Es sei P,, bzw. P}, die Orthogonalprojektion auf 9,, bzw. HF. Ge-
nau wie in 2° zeigen wir: Py, PyeR. Es sel ¢4, das erste Element von (e,),
das nicht in H; = [Ro,] Hegt. Wieder ist vy = v,4-Pjey. Da Pyt = vy,
Pyuvy = Pye,, haben wir, wegen Py, PyeR, 9y Z [Rus] D[y, Paey] D
D[ery.-eytpl-

4° Auf diese Weise erhiilt man die wachsende Folge der Unterrdume

O =[Rr]C...CHy = W, ] C...
und die entsprechenden Projektionsfolgen
pPC...CP,C..., P{D...DP,D..,

wobei Py, Pe2, n=1, 2, ... AuBlerdem gilt $,D [e1, ..., €510 [ery ... €]
fir n=1,2,... Wegen 1 <fy <fs<...<f,<.. und der Konver-
genz der Reihe

oo
e
=l

konvergiert die Folge (v,), wo vy = ¢, v, = v,_;+P,, ep, tir m = 2,3, ...
(da ja |[Pres* < llegP)-
5° Wir setzen
af o,
v == limw,.

500

Wir behaupten: [Rv] = 9.
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Zu diesemn Zweck geniigt es zu zeigen, dass [Rv] dicht in $ ist.
Es sel ke und & > 0; da (¢;) die Basis von H ist, gibt es also ein derar-
tiges &k = k(¢) > 0, daB
k(s)

jl aiem €.

. Wir haben Pv =Pk(vk+Pk+leﬁk+1+..;) = Pyty = vx. Da PreR,
erhalten wir vge[Wv], also
B
[%0] D[R] = Di D e, .., egglo D) ages,
i=1
Ww. z. b.w.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Beweis des Satzes 2!). By sei T der Gelfand-Neumark’sche Iso-
morphismus der kommutativen C*-Algebra R auf die Algebra C(4) der
stetigen Funktionen, die auf der bikompakten Menge A der maximalen
Ideale von R bestimmt sind.

Ra d<aee(4), Il = lall = maxle(), wobei 4*"{alA)],

Dann ist L(a) £ (4e, €} ein positives stetiges Funktional auf C(4).
In der Tat, wenn a >0, dann ist (de,e) = ||1/Ae\|2 > 0 (die Stetigkeit
von L(a) folgh aus der Isometrie der Abbildung T'). Daher ergitt sich aus
dem Satze von F. Riesz-Radon [3] die Existenz eines solchen positiven
MaBss u auf der Menge A, daB

(e, ¢) = L(a) = [a(2)du(2)
P
fiir jedes 4eR gilt.
Es sei 4 = Ue, v = Ve, wo U, Ve, dann ist

(8,9) = (Ue, Vo) = (V" Ue, ¢) = L(vu) = [u()v(A)dp
A

Wir erhalten auf diese Weise eine Abbildung F' der Menge Re auf
die Menge aller auf A stetigen Funktionen — diese Menge ist in L*(u)
dicht — die das skalare Produkt erhilt. Die Abbildung F* ist eineindeutig,
denn ist » = A;e = A,¢, dann haben wir B(4;—4,)e = (4;—4,)Be =0
fiir jedes BeR, da aber [Re] = 9, und da der Operator (4;—A4,) stetig
ist, haben wir 4,=4,. Die AbschlieBung F von F' leistet das Verlangte:
die Abbildung F bildet den Raum 9 unitéir auf L*(u) ab. Da

1) Die Beweisidee des Satzes 2 verdankt der Verfasser einer brieflichen Mit-
teilung von Prof, Lars Garding, Vgl. auch [1].
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(42, )0 = (ATe, Ve) = [ a(Nu(D)v(2)du(A)
4
identisch fiir 4, U, VeR, also auch identisch firdeR, 4, 069 ist, er-
halten wir (FA%)(1) = a(A)u(d) = a(A)(F4)(4), w.z. b, w.

2, Beweis einer Vermutung von Dirac. In der Quantenmechanik
spielt der folgende Satz von Dirac [2] eine wichtige Rolle: ,,Jede Men.ge 8
von miteinander vertauschbaren hermiteschen Operatoren, kann zu einem
vollstindigen System S’ von mifeinander vertauschbaren hermitescher
Operatoren erweitert werden”,

Der von Dirac stammende Begriff des vollstdndigen Systems, wird
von ihm folgendermafien charakterisiert: ,Let us define a complete set
of commuting observables?), which all commute with one another and for
which there is only one simultaneouns eigenstate?®) belonging to any set
of eingenvalues”.

Diese Definition ist augenscheinlich nur fiir Operatoren mit reinen
Punktspektren giiltig; auBerdem kann die von Dirac angefiihrte Uber-
legung hochstens einen heuristischen Wert haben.

Wir wollen jetzt eine gleichwertige Definition des vollsténdigen
Systems der hermiteschen (ja sogar normalen) Operatoren angeben,
die fiir beliebige Spektren giiltig ist. Dabei ist fiir ung der fundamentale
Spektralsatz von v. Neumann [4] wegweisend. Dieser Satz Dbesagt bekannt-
lich, daB jede kommutative C*-Algebra R eine (bis auf Aquivalenz) ein-
deutige Zerlegung des Raumes $ in ein direktes Integral (,,generalised
sum” in der v. Neumannschen Terminologie) der Hilbertschen Réiume
DulAed),

e [ iy (h),
1

induziert (wegen der Definitionen vergleiche [3], [4] und [5]). Dabei kann
die Dimensionsfunktion n(1) = dim $, die Werte 1, 2,..., oo annehmen
und sie ist in Bezug auf das Ma8 u integrierbar. In Falle des von einem
einzigen Operator 4 erzeugten kommutativen C*-Ringes darf man fiir
4 das Spektrum von 4 nehmen. (Aus diesem Grunde wird 4 das Speltrum
der Algebra ‘R genannt). Die Riume 9, spielen die Rolle der Rigenrdume
von A.

Es ist jetzt einlenchtend, wie die Vollstindigkeit (,,completeness’)
eines @*-Ringes zu definieren ist.

Die kommutative C*-Algebra heisst vollstindig — oder auch sie
besitet ein einfaches Spekitrum — wenn die Dimensionsfunktion n(1) des

%) Eine Observable ist ein hermitescher Operator.
* D. h. Eigenvektor.
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v. Neumannschen Spektralsatzes identisch gleich eins ist: n(d) =1.
Mit anderen Worten:

DermnvrrioN 1. Die kommutative C*-Algebra R heiBt vollsténdig
(besitzt ein einfaches Spektrum), wenn sie einen Unitér-isomorphismus des
Raumes $ auf einen I?(x) im Sinne des Satzes 2 induziert,

Jetzt konnen wir diese Definition auf eine Operatorenmenge § wie
folgt erweitern.:

DeriNrrion 2. Die Menge S der miteinander vertauschbaren (nor-
malen) Operatoren heiBt vollstindig (s;complete”) wenn die minimale,
die Menge § umfassende kommutative C*-Algebra m(S) im Sinne der
Definition 1 vollstindig ist.

Es sei § eine beliebige Menge miteinander vertauschbarer hermite-
scher Operatoren, und es sei M(S) die maximale die Menge S enthaltende
kommutative C*-Algebra. Wie wir aus Abschnitt 1 wissen, besitzt M (8)
ein einfaches Spektrum. Es sei 8’ die Menge aller hermiteschen Operatoren
aus M(8), d.h. 8 = {B+B*: Be M(8)}. Offenbar gilt dann:

1° die Elemente von 8 sind hermite’sch und miteinander vertausch-
bar;

2° 8D 8;

30 die minimale auf §’ aufgespannte kommutative C*-Algebra m(8') =
= m(8') = M (8).

Die Punkte 1°-3° besagen aber, daB man die Menge § der miteinander
vertauschbaren hermiteschen Operatoren in ein vollsténdiges System S
der miteinander vertauschbaren hermiteschen Operatoren einbetten kann.
Die Dirac’sche Vermutung ist also bewiesen.
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