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Sur Pinstabilité d’une solution périodique isolée
d’une équation différentielle dépendant d’un paramétre

par Z. MIKorAJSEA (Krakéw)

Dans la présente note nous allons donner une condition nécessaire
et suffisante pour linstabilité d*une solution périodique de ’équation
différentielle ) V
(1) dw[dt = f{i, x)
ou f(t,x) est une fonction continue aveec ses dérivées f (I, ®), f=l(t, )
et périodique par rapport & t (de période T, T > 0). La condition en
question constitue une certaine liaison entre la théorie d’un petit para-
metre [1] {dans les équations différentielles) et la théorie de Pinstabilité
[2], p- 11, [3], p. 168 (de la solution périodigue isolée).

La démonstration de la suffisance de la condition envisagée est
plus simple que celle de la nécessité et n’exige pas existence de fp(¢,2)
et f(t, ) (qui peut &tre remplacée par 'unicité des solutions de 1'équa-
tion (1)). C’est pourquoi nous allons partager 1’énoneé du théoréme en
question en deux théorémes: 1° condition suffisante pour Pinstabilité
d’une intégrale périodique de Péquation (1) (théoréme A, § 1), 2° condition
nécessaire pour I'instabilité d'une intégrale périodique de 1’équation (1)
{théoréme B, §2).

La démonstration du théoréme A sera ramenée & la démonstration
de quelques théorémes auxiliaires presque évidents, sur la" stabilité

cf. théorémes 1 et 2, § 3). Le théoréme ‘B constitue une conséquence,

facile & prouver, de certains lemmes (cf. lemmes 1 et 2, § 6) dont la démon-
stration est tout & fait simple.

Précisons maintenant les notions intervenant dans I’énoncé de thé-
orémes A et B. o ’

§ 1. Nous dirons que la solution périodique pqt) est stable S, (S_)}
Torsque p,(t) est stable au sens de Liapounoff (cf. [3],p. 168 ‘ou [2],
p.11) pour ¢ - +oo (t > —oo) cest-a-dire lorsque pour chaque s >0
il-exigte un nombre positif 6, > 0 tel que pour chaque intégrale @(t, x)
de 1équation. (1), passant par le point (0,z) de I'ensemble |x— x| << 6,

oo ait [§(f,2)—g@(l)] <& pour-t = 0-(t < 0). Dans le cas contraire la

solution g.(t) est dite instable S, (§_). au sens’de Liapounoff.
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La condition suffisante pour linstabilité

Hyroruhse H. La fonction f(t, ) est continue partout et périodique
par rapport & 1, de période T (T = 0). L'équation (1) satisfait & certaines
conditions dunicité des solutions.

Po(t) est ume solution (de l’équ-ation
période T que la fonction f(i,z).

(1)) périodique isolde de méme

THGOREME A. Dans Phypothése H que la solution y(t) (périodique
isolée) de Déquation (1) soit instable, il suffit qu’il ewiste une fonction con-
tinue F(t, x, 1) telle que

(1.1) . B, 0) = [, 2),

(1.2) F(t,m, A) est périodique par rapport & t, de période T (cf. hypo-
these H).

(1.3) Il existe deux nombres positifs L (L > 0) et o (¢ = 0) tel que pour
chaque A, 0 << & < L, Péquation

(1.4) dzjdt = (L, =, 1)

posséde exactement deux 8olutwns périodiques de période

T {wi(t, 2) et
vty A)) telles que '

w0, D—gd0 < (i =1,2), 1i1110%(t,l) = po(t) pour te(—o0,-+o0)
A

el

(1.5) i(t, 1)  soit stable §,,

(1.6) paofty A)  soit stable S_,

‘(1.7)/ Péquation (1.4) satisfait & condition de Vunicité des intégrales.
§ 2. TeforEME B. Dans Uhypothése H, lorsque (de plus) f(t,x) admet
des dérivées fu(t, &) et fn(t, x) continues et telles que

i

i
[ Fealts oot exp[ [ fals, pols)ds] @t < 0,

0

(2.1‘) '

la condition suffisante intervenant dans le théoréme A est aussi mécessaire
pour Vinstabilité de la solution p(t) de Déquation (1) (périodique isolée).

-Remarque 1. Dans:les hypothéses du thgordme B on peut démon-
trer Pexistence d’une foriction.F(t, x, 1) satisfaigant-aux conditions (1.1),
{1.2), (1.3),...,(L.7)- et telle quil existe des dérivées Fi(t, =, 1),
Foft, z, A) et F;(t @, 1) continues.
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§ 3. Dans la suite (cf. § 4) nous prouverons qﬁe la démonstration du
théoréme A peut &tre ramenée & celle de certaing lemmes dont les énoncés
exigent lintroduction des notations suivantes.

.Nota,tions. Désignons par ¢(f,») la solution de I’équation (1)
passant par le point (0, z), c’est-a-dire '
(8.1)

%(0, 2) =z, @ty ) =f(t7‘73(t’w))

et posons par définition

(3.2) o(w) = (T, 2)—z = ¢(T, 2)— (0, ®).
Remarque 2. Soit z, une constante arbitraire. Dans I’hypothése
que f(¢, «) est périodique par rapport & ¢ de période T' (T > 0) la pério-

dicité de @(t, z,) (avec la méme période T') est équivalente & la condition
g (:7}‘0) =0.

On peut aussi reconnaitre le caractére stable ow instable de la solution
périodique ¢(t, 4,) en étudiant la fonction o(x) dans un voisinage de @,.
On démontre facilement les théorémes suivants (sur la stabilité) dont:
’énoncé concerne. la fonetion o(w). :

Théorémes auxiliaires

ConprrioN K. Il existe une constanie &, ¢ > 0, telle que

(K,) pour 0 < jm—iy| < &

CONbimION K_

o () (r—a,) < 0
. Il eriste une constanie é, e> 0, telle que'

&) oe)(w—are) > 0

pour 0 L |p—m| L £
\
THBOREME 1. Dans Uhypothése H, la stabilité 8. (8.) . est équivalente
& la condition K, (K_) (concernant la fonction o(z)).

11 .est presque évident que en vertu .de Punmicité. des solutions de
I'équation (1), Ta fonction f(t, ) étant supposée périodique et continue
(cf. hypothése H), la stabilité S, (S.) résulte de 1a condition X, (K_)
(cf. fig. 1). ‘ ' :

Aussi la démonstration du théordme léclproque Dans Phypothése H,
la stabilité S, (8_) implique la condition K + (B), nlest pas compliquée.
Passons done & linstabilité. ‘ o

Annales Poloniei Mathematie IV. 9
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Du théoréme 1 on obtient comme conséquence immédiate le théo-
réme suivant:

THEOREME 2. Dans Vhypothése M, Vinstabilité de la solution py(t)
périodique isolée de Véquation (1) est équivalente & la condition swivante:

X

(o) (o)

am)

(T9(Tn)
/\_// x=9(t,n)
T x=P(t,x)
%ij x=(5)
6(8)
0£) (r.8)
(0,0)
t=T t=2T t
Fig. 1

CoNDITION J. Il existe une constante e, & > 0, telle que
o(z)o(y) >0 0<o—ml <&, O0<|y—ml <,
cest-a-dire: o(x) admet pour @ = z, un exiremum local o(z,) = 0.

§ 4. Démonstration du théoréme A. Soit F (¢, x, 1) une fonction
satisfaisant aux hypothéses du théoréme A. Désignons par ¢(f, s, 4)
Pintégrale de I'équation (1.4) passant par le point (0,) et posons par
définition

pour

a(x, ) = (T, », ) — .

F‘)n vertu du théoréme 2 il suffit de prouver que pour [z—u,| < ¢ 'expres-
sion ¢(x, 0) ne change pas de signe. En vertu de (1.3) il existe exactement
deux fonctions (1) < #,(4), définies pour 1e(0, L) telles que u;(1) — @,
pour 2 -0 (i =1,2) et p{t, 5;(1), 4) soit périodique (de période 7') pour
chaque A¢(0, L), c'est-a-dire

o@(d), ) =0 powr O0<Ai<I (i=1,2).

Il est évident que pour 0 << A << L un des cas («, f) suivants a lieu: on a

(o) it 1) = (6, 2,(2),4),  ult, 4) = p(t, 2a(2), 4)
ou .
®) vty 4) = ot @2(2), 2),  wult, 4) = @, @4(2), 4).
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Envisageons le cas («). (8 peut étre traité d*une fagon tout & fait analo-
gue.)
1l vient du théoréme 1 que

o(@, ) {[p—@y(A)) <0

pour 0 < |z—my(3)] suffisamment petit, 0 < i< L,
o(®, A) [B—52(2)) > 0
pour 0 < |s—a,(4)! suffisamment petit, 0 < i< L,
d’oti, en vertu de (1.5) et (1.6),
(41) o(®,A)>0 pour F—o K a<ay(d), A <L
et pour @ () < T <K @pto, A<,
(4.2) o(m, A) < 0  pour ) <wm <@, U< L.

Prenons un nombre & quelconque tel que 0 < |#— x| < o et posons
(4.3) e = 37— <o

Nous avons supposé que z;(4) =, pour 1 — 0, d’ou il vient qu’il existe
un nombre positif § > 0 tel que

(4.4) 14| < &;
o(x, ) étant continue il vient de (4.1), (4.2) et (4.4) que

B <o <m—e e A <6
wte <o <steo et

o) —ao <o  pour

o(w, ) >0 - pour

et pour Al < 6.

Pour 1 = 0 et # = T nous en obtenons ¢ (%, 0) > 0. x étant quelconque
T £ Xy, |B— %y < @ MOUS avVONS
o(z,0)>0 T FE Ly, O <|o—m| <o
Dans le cas 8 on obtient o(z, 0) < 0 pour 0 < |2—a,| < 0. Ainsi o(x, 0)
satisfait & la condition J.
§ 5. Démonstration du théoréme B. Admettons que les hypothe-
ses du théoréme B soient satisfaites par I’équation (1) et construisons une

fonetion F(f,x,2) dont Vexistence doit é&tre démontrée. Posons par
définition

pour chaque

F(t, @, 1) = f(t, z)+- 1.
L'équation (1.4) a done la forme
(5.1) dz|dt = f(t, &)+ A.
T’unicité des intégrales de (5.1) est garantie p:ir 1a continuité de la dérivée
Fo(t, @, 3) = fa(t, @).
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On a en oufre
F(t,x,0) = f(t,2), Mt,a, ) =120,

d’oun il vient

T &
[ Fy(s, @ols), 0)exp| — [ fulu, po(w)du]ds

= f exp[ uffw(u, qzo(u))du]ds > 0.
[

0

Pour terminer la démonstration il suffit de prouver les lemmes suivants.

§ 6. Lemme 1. Dans les hypothéses du théoréme B, lorsque po(t) est une
solution périodique isolée instable, la fonction o(®) admet pour o = my un
maximum local.

LEMME 2. Dans les hypothéses du lemme 1, lorsque F(t, ®, 1) est une
fonction périodique de période T et continue avec les dérivées F,, Fo,;
P(t;z,0) = f(t,x) et F(t,x, ) admet le long de la solution ¢4t) une
dérivée F,(t, @, ) continue telle que

T

6.1y . fFl(s, ®o(8), O)exp[ - flf’x(u, Po(t), ())d%]ds = 0,
0 0 N t

alors il existe deuw mombres L > 0 et r > 0 tels que Véquation
(6.2) dejdt = F(t,x, 2)

admetie ezactement deuz solutions v,(t, 1), vy(t, A) (w, < ,) périodiques de
période T, telles que .

[9i(0, )—po(0) < 7

et les fomctioms wi(t, A) satisfassent aux conditions:
1. py(t, A) est stable S_,
2. py(t, A) est stable 8, (ef. §1, (1.1),..., (1. 6)).

§ 7. Démonstration du lemme 1. Dans les hypothdses de notre
lemme 1, Pinstabilité de gy(t) peut, en vertu du théoréme 2, avoir lieu
exclusivement dans le cas ol la fonction ¢(x) admet pour m, = gy(0)
un extremum local. Le caractére de cet extremum dépend du signe de la
dérivée o''(x,). De la définition de la fonction o ()

pour O <AL

o(@) =T, m)—x
il vient que .

o'(x) = P15 2)—1, o"'(®) = @ulT, 2).
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Bn vertu du théoréme de Bendixon (cf. [4], p.155) on a
x
ATy ) = expj f:e(sy ®(s, 'I"))ds QF
0
Au point iz, ot o(z) admet un extremum, la dérivée v'(@,) = 0. On
a done ‘
r

exp [ fu(s, p(s, @))ds =1,
0

c’est-a-dire
P

(7.1) [ falss pols))ds = 0.

0

D’autre part
T s r

berl T3 @) = [ [ funls, w05, @) exp ([Tolt, o (u, 2)) du) as] exp ([ 1o(&,0 (&, ) 48)
o [} [

d’ol on obtient en vertu de (7.1)

r B

(7.2) o"(@0) = [ Faal(s, gols))[exp [ folu, po(w)) du]ds

[

et par suite de ’hypothdse (2.1) il vient o’'(,) < 0. Cela veut dire qu’il
existe une constante & &> 0, telle que
o(z) = max o(xz).
[w—zgl<e

Le lemme 1 se trouve ainsi démontré.

(1) Cette relation peut étre obtenue de lidentité @i, x) Ef(t,(p(t,$)). En
offet 1a dérivation par rapport & x conduit & I'identité

Fyplls ®) = w(t,q;(z,.u))qaz(t,as).
La fonction @ (t.x) satisfait done pour chaque z fixe A I'équation différentielle
. dyldt = foft, @(t. 2))y

d'ou il vient que

¢

gty 2) = @ (0, m)exp [ fals, @ (s, 2)) ds.

]

Mais @ (0, .5) == o, done gg(0,r) == 1 et par suite

¢
@l x) = exp bffm(s, P(s, x))ds.
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§ 8. Démonstration du lemme 2 (cf. fig, 2 & la fin du travail et
remarque 3). Dans les hypothéses du lemme 1 la fonction o(x, 1) définie
comme ¢ (T, 2, A)—p(0,2, ) =o(T,x,l)—a2 (ot @({,z,1) est la solu-
tion de ’équation (6.2) passant par le point (0, 2)) satisfait, en vertu de
(7.1) et (6.1), & la condition

o(z,0) <0 pour O <T|r—ax, <r

(ol 7 est une constante (r > 0) suffisamment petite). De la continuité de
o(z, A) il vient
(8.1)
(8.2)

o(we+17, A) <O
a(zy—1r, ) <0

pour |4 <L,

pour Al <L

(ot L est une constante positive convenable). BEnvisageons la condition
(6.1). La dérivée o,(z, 0) étant donnée par la relation
- 7
oxlte, 3) = @T', @, 0) = [exp [ F (£, po(8), 0)dE] x
T ’ 8 (z)
X {of (s, pals), O)GXP[—me(“z Pol%), O)J duds}
0

D’aprés (6.1) et (7.1) nous avons pour % ==, et 1 = 0

T 8
(83)  03(®o, 0) = [ Fafs, pols), 0)exp [ [ fulu, po(w)) du] ds > 0
© 0 Q

ol il vient, pour L suffisamment petit (L > 0),

(8.4) 0 <A< L.

En vertu de (8.1), (8.2) et (8.4) et de la continuité de ¢ (s, A) pour chaque
4 (0 <A< I)ily aexactement deux racines m,(1) < @,(), |@;(A)— | < r
de Péquation o(z,2) =0 et

o(w5y ) > 0(26,0) =0 pour

o(®,2) <0 pour @y—r <o < 2y(4)
et pour a,(A) <o < @t+r, 0-<ALL,
o(@,2) >0 pour @(l)<w<a@d), 0<ALL.

Du théoréme 1 il résulte donc que les solutions ¢ (¢, #,(1), 4) et ¢ (¢, wy(4), 4)
sont périodiques de période T et

wulty ) = @8, 2,(4), 4) -
vty ) = @, 25(d), ) est stable (8,).

Le théoréme se trouve ainsi démontré.

est stable (8_),

) * Cette relation peut 8tre obtenue par des calculs analogues & ceux qui
interviennent dans la note (1). ‘
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-

Remarque 3. Dans le théoréme B T’hypothése (2.1) peut atre
remplacée par I'hypothése suivante:

T i
(8.5) [ Fes(t 90(8) [exD [ Fa(s, gols)) ds] a2 > 0

(ef. (7.2)).

LeMME 1°. Dans cette hypothése la fonction o(x) admet pour & == B,
un minimum local,

LeMME 2'. La modification du lemme 2 obtenue en remplagant la rela-
tion (6.1) par Vinégalité

T g
[ Fils, @ols), 0)esxp [m [ Falu, polw), o)du]ds <0

0

(cf. (8.3)) et les hypothéses du lemme 1 par celles du lemme 1’ permet de

7=6(xg, M) X=Xg

Fig. 2
démontrer Vemistence @exactement deux solutions périodiques d'une équation
différentielle de la forme swivante:
dafdt = f(t, m)— 2

(cf. (7.1), (7.2) lemme 1’, (8.3) et fig. 2) et par suite elle permet de d‘émow
rer une condition nécessaire d instabilité tout & fait analogue au théoréme B
(ot hypothése (2.1) est remplacée par (8.5)).
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Sur les méthodes continues de limitation du type de Borel

par L. WEODARSKL (L.6d7%)

. Introduction (). Nous pouvons considérer la limite de la suite
&£ =1limg, comme une fonctionnelle & = L(x) définie pour les suites

N—>00
convergentes & = {&,}.
Introduisons les notations suivantes:

& = {En} = {507 15 &ay }y Az = {Z‘Sn}y Yy = {"77»}1
ﬁ?-Hl == {En‘l'nﬂ}: Yy = {En"]n}y w/y = {En/’?n})
T, — suite qu’on obtient de la suite # par un changement arbitraire
du n e terme; Z, = {4y 515 -+s Enetsr Eny Enry <o)y
x’, — suite quon obtient de la suite # en y ajoutant un premier
terme; ol = {&_1, £o, &1y £ay--e)s
@, — suite qu’on obtient de la suite # en en retranchant le premier
terme; @y = (&, &y, &3y ...} ’
La fonctionnelle en question a les propriétés suivantes:
1? L{z+y) = L(x)+L(y),
2° L(Az) = AL(2),
3° L(%,) = L),

c’est-d-dire elle est additive,

c’est-d-dire elle est homogéne,
c’est-d-dire elle ne dépend pas du chan-
gement d’un des termes,

eest-a-dire elle est translative & droite,
c’est-a-dire elle est translative & gauche,
6° L{zy) = L(x)L(y), clest-i-dire elle est multiplicative,
L(z[y) = L(z)/L{y), pour L(y) 5 0.

Les propriétés 1°-7° g’entendent de la maniére suivante: Si le membre

droit d’une des égalités existe, alors le membre ganche de 1'égalité corre-
spondante existe aussi et il est égal au membre droit.

4° L(aZ,) = L(w),
5° L(w]) = L(x),

=3
°

() Les résultats de ce travail ont été exposés par Pauteur & la séance du 30. IV.
1955 de la Société Mathématique Polonaise, Section de Lublin. ‘
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