Sur I'algébre des objets géométriques de premiére
classe a une composante

par S. GorAB (Krakéw) et H. PIDEK-LOPUSZANSKA (Wroctaw)

§ 1. Introduction. Le probléme de I'algébre des objets géométriques
’a ét6 jusqu’ici complétement résolu que pour les objets de classe zéro
(voir les travaux de H. Pidek [5], [6], [7])- Ce probléme consiste & trouver
toutes les opérations qui, ,,effectuées’ sur des objets, donnent comme résul-
tat des objets. Pour les objets de premiére classe (c'est-a-dire les objets
dont la régle de transformation des composantes contient des dérivées
du premier ordre des fonctions tramsformant leg composantes) P'algébre
n'a jusque’ici pas été traitée systématiquement, bien que pour les objets
les plus importants de ce type (les affineurs et les densités) on connaisse
beaucoup d’opérations algébriques. L’algébre des scalaires est triviale,
car toute fonetion de scalaires représente un scalaire. Mais déja pour les
densités (qui sont, aprés les scalaires et leg biscalaires, les objets les plus
simples de premiére classe & une composante) il existe des fonctions qui
ne représentent pas un objet géométrique. Le probléme de Talgébre des
densités est donc le suivant: étant donnde une densité 6, de poids p,
et une seconde densité g, de poids p,, trouver toutes les fonctions de deux
variables f(z,y) telles que lexpression

) (815 65)

représente un objet géométrique (qui ne doit Ppas néeessairement &tre une
densité).

Dans les présent travail nous traitons le probléme de I’algdbre pour
les objets géométriques du type 4 3 une composante w, ¢’est-a-dire les
objets dont la régle de transformation de la composante, quand on passe
du systéme des coordonnées U au systéme U, est de la forme

(2) o= Flo, 4),

oll 4 est le jacobien de la transformation, qui méne de U & T. 8i la di-
mension de Pespace est » = 1, alors tout objet géométrique de premisre
classe proprement différentiel (c’est-3-dire tel que la fonetion transfor-
mant la composante ne dépende pas de la coordonnés méme dans les
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systémes U et U) est de la forme (2). Pour % > 3 on sait que tout objet
proprement différentiel de premidre classe est nécessairement du type A
(voir 8. Golgb [3]). Seulement pour =2 il existe outre leg objets du
type 4, d’autres objets, appelés objets de Piencow (voir 8. Golab [4]).

Le probléme de 1'algébre des objets dans le cas » = 2 sers traitd
ailleurs.

Les objets du type 4 peuvent &tre divisés en quatre catégories (voir
8. Golgb [2]), & savoir:

I. Les scalaires (qui sont 3 strictement parler des objets de classe
zéro, car leur fonctio;l F, qui est constante, ne dépend pas de 4).

II. Les biscalaives, c’est-a-dire les objets qui sont des scalaires pour
4 > 0 et changent leur composante pour 4 < 0. La fonction F est définie
dans ce cas seulement pour deux valeurs différentes o’ et o”, de sorte
qu’on a ‘

Py £) =o' pour A>0 et i=1,2,
3) F(o, ) =o" pour A<o0,
Flo"yd) =0’ powr 4<o0.

Remarquons que pour les scalaires et leg bisealaires la régle (2) peut &tre
écrite sous la forme

(4) @=w pour A>0, o=vw) pour Ad<0

ol la fonetion »(z) vérifie Iéquation
(5) v[v(#)] = .

Pour les scalaires on a »(%) = & et pour les biscalaires v(z) = x.

La fonction »(z) ne doit pas étre définie partout, mais le domaine
ol elle est définie doit &tre identique & Iensemble des valeurs qu’elle
peut prendre.

ITI. Les fonetions inversibles des densités de Weyl(Y), c’est-a-dire
les objets pour lesquels la fonction F est de s forme

(6) : Fle, 4) = g{|4]g7H (o)},

olt g(u) est une fonetion inversible et continue, définie s0it pour toutes
les valeurs u > 0, soit pour % < 0, soit pour u =% 0; g~* désigne Ia fonetion
inverse de g. Si la fonction g posséde les propriétés énoncées ci-dessus,
on dira qu'clle est de classe (ou du type) j.

Le domaine ol g~ est définie est un intervalle A (fini ou infini),

(*) Une densité de Weyl est un objet dont la rdgle de transformation est de
la forme © = w|4].
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IV. Les fonctions inversibles des densités ‘ordinai.reé(z), c’est-d-dire
les objets pour lesquels la fonction # est de la forme

F(w, 4) = h{4h Y (w)},

ol h(u) est une fonction définie pour toutes les valeurs % s 0, inversible
partout et continue dans chacun des intervalles > 0 et u << 0. Si 1a
fonetion & posséde les propriétés énoncées ci-dessus, on dira quelle est
de classe (ou du type) a.

Le domaine ot A~ est définie se compose de deux intervalles disjoints
(finis oun infinis) 4, B, tels qu’on a

wed, A>0-> Flw, d)ed,
wed, 4 <0 F(w, d)eB,

weB, 4> 0 » F(o, 4)eB,
weB, 4 <0 > Flw, d)e¢d.

Dans toutes les considérations ultérieures les objets cités ci-dessus seront
appelés simplement objets du type S, B, W, G. '

§ 2. Le probléme de I'algdbre des objets du type 4 est — comme
nous avons dit —le suivant: ébant donnés deux objets w, et w, d’un
des quatre types S, B, W, @, trouver toutes les fonctions de deux va-
riables f(»,y) telles que f(w,, ®,) soit un objet d’un des quatre types.
1l est facile de démontrer que f(w,, w,) doit &tre toujours un objet propre-
ment différentiel de classe un ou zéro. Nous n’étudierons pas le cas ol
la fonction f(x, ) ne dépend pas de deux variables, mais se réduit & une
fonction d'une variable. D’ailleurs, les suppositions concernant la régula-
rité de la fonction f seront aussi faibles que possible.

Remarquons que la classification des objets du type 4 est faite dans
Phypothése que la fonction F, i l'aide de laguelle est donnée la régle
de transformation (2) de ces objets, est de classe 0,. Quelques travanx
de J. Aczél montrent pourtant qu’on peut obtenir le méme ensemble de
solutions avec des hypothdses plus faibles.

Pour donner aux résultats une forme aussi claire et brave que possible,
nous introduirons des symboles pour désigner certaines fonections qui
sont ou bien symétriques, ou bien possédent des propriétés un peu plus
compliquées.

I. Les fonctions du type a seront désignées par h(u), hy(u) s ha(u),
les fonctions du type g par g(u), 9:1(%), ga(u).

II. Les fonctions qui satisfont 3 Péquation fonctionnelle f[f(2)] =
seront désignées par », u.

(’l Une densité ordinaire est un objet dont la rdgle de transformation est de la
forme @ = wd.
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];IL Les. synl'b()les P03 Pos P1y Y1, ¥1, 2 050", 0, %, 7 désigneront des
fonctions qui satisfont aux équations fonctionnelles suivantes: -

1L ooz, ly) = P, )y A s~ 0,
2. i, ky) = yo(m,y), 1> 0,
3. @llm, dy) = Agi(2,y), A0,
4 plde, ly) = Apym,y), i>o0,
5. i, dy) = lwilw,y), 10,
6. go(@, Ay) = ooz, y), A0,
7. o(m, ly) = Aoz, y), A> 0,
8 @@, ) =Ae'@,y), Ao,
0. Ia(w, ) =o,y), 1> 0,
lo(~2,9) = o(e,y),
10. {Z(lmyly) =x(®,5), i> 0,
2(—=2,9) = z(=,9),
- {r(zw, A =2v(z,y), A>0,
T(—,y) = —z(z,y¥).

IV. En outre, les symboles o, o, o, 7, désigneront des fonctions
qui dépendent d’une fonction du type » et satisfont aux équations fonction-
nelles suivantes:

oz, Ay) = lg(®,y), A> 0,
olv(®), —4y] = —lefz,y), A<0,
{e:(w, Ay) =lg(z,y), 1>0,
o, [»(@),4y] = —lg(z,y), <0,
[@f'(w, ) =1, y),  A>0,
o [¥(®@), =Myl =2g)"(m,4), 2<0,
jx,(ﬂw, 2y) =gz, y), 21>0,
U2z, —y)  =»lnle,9)l, A<o0.

V. Le symbole %~ désignera la fonction inverse de ¥, lorsque k est
une fonction inversible d'une variable. Dans § 9 on trouvera un tablean
qui montre simplement quel objet peut-étre obtenu comme résultat dune
opération faite sur deux objets du type donné; nous y donnons aussi
(4 Paide des symboles III'.et IV) les solutions, c’est-a-dire toutes les 0pé7
rations qui donnent des objets. Introduisons enfin la convention suivantes
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(U*) désignant un systéme primitif de ‘coordonnées (évidemment local,
car toutes nos considérations ont un caractére .local) tous les systémes
(U) que Pon obtient de (U*) par une transformation dont le jacobien est
4> 0, seront appelés droits, et tous les systémes obtenus de (U") par une
transformation de jacobien A < 0 seront dits gauches.

§ 3. Si les objets o, et w, sont tous les deux du type 8, alors, comme
nous l’avons remarqué, chaque fonctioh f(w,, w,) représente un objet
du type §. Supposons maintenant que w; et w, soient deux biscalaires
quelconques. Dans quelles conditions la fonction

(7) flwy, )

représente-t-elle un objet géométrique? Il est clair que (7) ne peut étre
qu'un objet du type § ou B, car pour 4 >0 on a @, = w,, ®y = w, et
ensuite

pour

f(@1, @2) = w1, wa) 4 >0,

ce qui n’est pas possible pour les objets du type W ou G. Désignons par
w5 = f(w1, 0,). Dans les systémes droits on a o, = w;, 0, = w, et dans
les systémes gauches o, = o, , wy = o, .

11 en résulte que dans les systémes droits on a w; = f(w;, w;) et dans
les systémes gauches o; = flw;, o;). Si

(8) f(w{7 W;) #* f(w;,7 w;’))
alors ; est un biscalaire; si, au contraire, on a
(9) o1, @) = (o], oF)

alors o, est un scalaire. On obtient un résultat analogue dans le cas o
w; est un scalaire et w, un biscalaire ou vice versa. Le raisonnement donné
ci-dessus étant facile & retourner, on a le résultat suivant:

3i les objets o, et w, sont du type S, alors (7) représente un objet
du type §; si au moins 'un des objets est du type B, alors, dans les cas
ol la relation (9) est remplie, Pobjet: (7) est du type 8, et dans le cas ol

Ia relation (8) est remplie, Pobjet (7) est du type B.

~ § 4. Supposons que les objets w, et w, soient tous les deux du type G-
Voyons dans quelles conditions la fonction (7) représente un objet du type
8, B, W ou G. Admettons que la fonction f(oy, w,) représente un objet
du type 8 ou B. Il existe alors une fonction v(w), satisfaisant & la condi-
tion (5), telle que .

M@, 00 = f(@, 00  pow  4>0,

o , ,
’ @iy ®2) = v [floyy @5)] Spour A<,
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Les- objets' o, et w, étant par hypothése du type @, on a
(11) By = M[dh N w,)), @y = hofAh5(w;)).
Les équations (10) peuvent alors &tre écrites sous la forme
FIaLARTH@1), Rl AR5 )]} = F(@s, @3)
HinL AR 1)1, Bl 4h3 (@,)]} = [f(w1, @s)] pour
Avec 'le changement de variables
(13) £ = hi'(y),

et la notation

pour 4 >0,

4 <0.

(12)

7 = b5 ws)

vl £, 1) 2L F{Ri(8), haln))
les équations (12) prennent la forme
vl A&, An) = py(£, )

wol4&, An) = »[p(&, 7)]

La premiére de ces relations exprime que la fonction v, est positivement
homogéne d’ordre zéro. La deuxiéme est une relation entre la fonction
o et la fonction ». La fonction yp, étant choisie & volonté (on sait qu’une
fonction positivement homogéne de deux variables est completement
définie par ses valeurs sur le cercle dont le centre coincide avec Torigine
du systéme des coordonnées), la deuxiéme des relations (13’) peut mener
4 une contradiction, car ’équation (5) peut ne pas étre satisfaite. Done,
lorsqu’on prend arbitrairement une fonction » satisfaisant & (5) et la fone-
tion y, est donnée dans un des deux demi-plans determinés par la droite
passant par Porigine du systéme des coordonnées, la deuxiéme des rela-
tions (13’) détermine la fonction p, dans Pautre demi-plan. En effet, en
posant 4 = —1 dans la deuxiéme des relations (13'), on a )

pour A >0,

4. <0.

{(13%)
pour

po(— &, —n) = v[yo(&, 7)].

Aingi Tes relations (13") sont complétement satisfaites. Si, en particulier,
on a »(x) = x, alors la fonction y, se réduit & une fonction du type @,.
Inversement, il est facile de vérifier que la fonction f définie par la formule

. ) f(@l) wy) = ¢o{hl_l(w1)1 7’(2_1(‘02)} N
représente un scalaire.  Par: contre, la fonction
oy, w,) = V’o{hl-l(wl)’ hz_l(wz)}

reprégente un biscalaire, v, désigne ici une fonction homogéne qui ne se
réduit pas & @, et qui est définie arbitrairement dans un demi-plan et prend
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dans P’autre demi-plan des valeurs conformes & la deuxiéme des relations
(13’), la fonction »(x) % & vérifiant la condition (5).
Admettons maintenant que f soit un objet du type @, c’est-i-dire
Ha@y, @g) = h[ﬁhnl{f(wu wz)”~

De 13 on a, en profitant de l'inversibilité des fonctions h, h,, hy et des
relations (11) et (13)

B[R AR (e0y)) ho{ AR wo))]} = AB~{f(wy, ws)}y
W1 (48), Bo(An)]} = AR7fTRy(8), Bo(m)]}-
Posons . ‘ ’
(14) i€, ) £ BT [hy(€), ha)]}
La derniére relation peut alors étre écrite sous la forme
Pa(4E, An) = A€, 7),

@’ot il g’ensuit que la fonction ¢, est homogéne du premier ordre. La dé-
finition (14) donne alors (en revenant aux variables w; et w,)

(15) s, @3) = blp: A (@,); by (e,)]}

Inversement, il est facile de vérifier qu’avec une fonction arbitraire h
du type a et une fonction arbitraire ¢, la fonction f définie par 1a formule
(15) représente un objet du type @.

Admettons enfin que f(w,, w,) s0it un objet du type W, c’est-a-dire

(16) f(@1, @2) = g{| 4] g7 [f(ey, wy)]}.
Posons ‘
7 vi(é, m) £ g~ f[hy (), ha(n)]} -

La relation (16) peut alors &tre éerite sous la forme

vi(4E, dn) = | A|(£, ).
De la relation (17) on tire f[h(), ha(n)] = gy (£, )], d’0n
(18) Hesy w5} = g{yi[hrY(@y), h7(w,)]) -

Inversement, il est facile de vérifier qu'avee une fonction queleconque g
du type B et une fonction quelconque y;, la fonction f définie par la for-
mule (18) représente un objet du type W. .

» Nous avons done démontré que, dans le cas ol w, et w, sont des objets
du type @, on peut obtenir des objets de tous les quatre types en choisis-
sant convenablement la fonetion [ A ‘
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§ 5. Supposons que les objets w, et w, soient tous les deux du type W.
Voyons dans quelles conditions la fonetion (7) représente un objet du type
8, B, W ou @. Les objets w, et w, étant du type W, comme nous I'avons
supposé, on a

(19) [ 91{]A|yf1(601)},

olt g, et g, sont des fonctions du type B.
Admettons que f(w;, wy) soit un (bi)scalaire. Dans ce cas on a

f{gl[IAIgl—l(wl)]! gz[lA]gz—l(wz)]} = f(w1, ©s)

By = gs{!A[gz_l(wz)}:

pour A>0,

Houll Al g (@)1, gol14197 (w)]} = #[f (w1, )]  pour 4 < 0.
Posons
(21) E=giw), 71 =g7"(w)
soit

pol&, 1) & flg:(8), galm)]-

Alors on peut écrire les relations (20) sous la forme plus simple
(A&, An) = (&, 1)
po— A&, —An) = v[py(&, n)]

En particulier, si 'on pose dans la deuxiéme de ces rélations 4 = —1
on a pg(&, ) = v[p.(£, )] ce qui exprime que la fonction »(x) est identi-
quement égale & x, dans son domaine de définition, et 'objet f(w;, ws)
ne peut &tre un biscalaire, mais seulement un scalaire.

Inversement, il est facile de vérifier qu'avec des fonctions arbitraires
g1, 92 du type B, la fonction f définie par la formule

pour A4>0,

pour A4<O0.

Ho1, ws) = @olgi(@1), g2 (@1)]

représente un scalaire.

Admettons maintenant que f(w,, w,) s0it un objet du type G, c’est-a-
-dire

f®d1, @s) = h{Ah_l[ﬂWu wz)]};
oll » est une fonction du type «. Avec les relations (19) on a
Holl 4197 ()], gall 197 (@a) ]} = B AR~ '[f (01, @)1}

Nous verrons que cette relation conduit % une contradiction. Bn effet,
posons dans celle-ci 4 = —1; nous avons

flowg, wg) = h{'—h_l[ﬂwu wa)]}a
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Qob K" [f(wy, @3)] = —h~[f(w1, w2)] b enfin K~'[f(w}, @))] = 0. Tl ven-
suit de cette derniére relation que la fonction f(w,, w,) est constante,
contrairement & ’hypothése. Ainsi la fonction f(w,, w,) ne peut &tre un’
objet du type G.

Admettons enfin que f(@l, w,) 80it un objet du type W, c'est-a-dire -

f(@y, @) = g{[A[g"l[f(col, wz)]}:

ol g est une fonction du type B. Avee les relations (19) on a

(22) H9:[1 A1 gr (@1)], gall A1 g2 (@)1} = 9{1 4197 [ (01 @)1}
Profitant des substitutions (21) posons

va(€,m) £ g7H{F9:(8), 9a(m)]} -
Alors, ’équation (22) peut étre écrite sous la forme

(41, 14]y) = |Alpy(&, 7).

I diensuit que la fonetion y doit étre positivement homogéne du premier
ordre. : '

Inversement, avec une fonction arbitraire du t;
I ype y; et une fonction
arbitraire g du type g, la fonction f définie par la fornlmle
. o, @) = g{"l’l[gfl(a’l), gz—l(wz)]}
représente un objet du type W.
Nous avons done démontré que, dans le cas ol w, et w,. sont tous

les deux des objets du type W, on i j
) - s peut obtenir des objets du type S o
W, tandis qu’il n’est pas possible d’obtenir des objets du typeyg ou Gl‘1

§ 6. Supposons ma;inteﬁa;nt i i i
que , soit un (bi)scala; j
du type G¢. Nous avons done ! ’ ®D ire 6 wq un objed

(23) Vg = ho[ ARy Ye,)].

Admgtton.s d’abord que f(w,, w,) soit un (bi)scalaire, c’est-a-dire
_f(:z»l?mg) =f(o;;w;) pour A > 0.

PPisque pour 4> 0 o a @ = o, il vient

@) o, Wb Ha)]) = f(or, 0 pow 4> 0,

gﬁglgg:njfa;,igezzi £ (1‘2e'§4 .)iiilt;:nr:lzlles‘ com_posan.ts du domaine de Aéfini-

@) f(w;,?wg)=.‘{0*(“l) pour oy,
' Oiw;)  pour ws€R;
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Puisque w, et wy sont des (bi)scalaires, on a
@ =v(w), @ =ploy) pour A4<0

et ensuite

(26) f{v(w1>, o[ Ah; (ws)]} = p[f(wy, ©5)]  pour A4 <0.

Soit wyed. Puisque 4 < 0, on a hy[ Ak (w,)]e B. Le premier membre de
1a relation (26) est alors égal & C.[v(w,)], tandis que le second est égal
3 u[Cy(wy)]. On a ainsi

0ufr(@1)] = p[Cx(@1)].
En supposant w,eB on obtient un résultat analogue

Cilv ()] = p0xw1)]
et enfin
Oy(w,) = F{Cz["(“h)]}, Cylwy) = #{01[”((’31)]} .

Oes relations ne sont pas indépendantes (elles sont équivalentes); chacune
A’elles exprime le fait que les fonctions », g, G, déterminent deja la fonetion
C,. Le domaine de définition de w, se compose d’un ou de deux points
(selon que o, est scalaire ou biscalaire). Dans le cas ol w, est un scalaire
on 2 () = w; et 0y = pu(0,). 8i f(w;, @) était aussi un sealaire, on aurait
0, = 0, et ainsi f(w , w,) De dépendrait pas de la variable w,, contraire-
ment & hypothése. Done, dans le cas ol o, est un scalaire, la fonetion f
ne peut &tre gu'un biscalaire défini par la formule )

pour wy€A

f(cul,wz)={‘ . G0
C, pour .€B,

Dans le cas ol o, est un biscalaire; on y(wy) = o} # ;. En posant
dans ce cas
L (€ pour  weed,
flogy @) = {

flw co)—{1 o osed,
11 2/ —
¢

pour  wyeB, O, pour w,eB

on obtient pour ¢; # C, un scalaire non trivial, car la fonction f(w;, ws)
dépend des deux variables w, et w,. D'autre’ part, nous montrerons que -
1a fonction f(w,, ,) ne peut é&ire un biscalaire, 8 w, est un . biscalaire.
En effet, dans ce cas on aurait :

0, pour wyed, i o ) {C’,, pour wyed,
f(wuwz)*{ _ @?1‘:0’2 = ¢, pour wgeB.

¢, pour w;eB,
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Puisque pour 4 < 0 o, se transforme en o] et w, passe de I'un des inter-
valles 4, B & Pautre, on doit avoir 0; # Cy et Oy 3 C3. D’autre part,
1a fonction f(w,, w,) (comme biscalaire) ne prend que deux valeurs diffé-
rentes, on n'a donc que deux cas possibles:

0, =C, et OC3=0 ou O, =0 et C,=0,.
Pourtant, dans le premier cas la fonction f ne dépend pas de w,, dans le
deuxiéme elle ne dépend pas de w,; on a donc une contradiction avee
les hypothéses.

Admettons maintenant que f(w,, w,) 80it un objet du type &, c’est-a~

-dire f(@y, @g) = h{Ah™ [f(wy, ws)]}. Avee la formule (23) on a

27) o, ho[ AR (0,)]} = Bl AR f (w1, @)l pour A>0,
fr (@), Bl ART  wg)]} = B[4 (01, @)]}  pour A4 < 0.

En posant

(28) E=w;, n= B (wa), (&, M) & pm {f[f, 2(77)]}

on. peut écrire les formules (27) sous la forme plus simple

o,(wy, Awy) = Ag, (w1, wy)  pour A4>0,

o,[v(w1); dw,] = dg, (w1, w,) pour 4 <O0.

Si o, est un scalaire, la fonction g, se réduit & la fonction g, et satisfait.
& 1’équation fonctionnelle

0ol &y Am) = Ago(&, n).
8 w; est un biscalaire [v(w,) 5 w,], alors les équations fonctionnelles.
auxquelles satisfait la fonction ¢,(&, #) expriment le fait que la surface
¢ =p,(&,7n) se compose de demi-droites issues de 'axe & et perpendicu-
laires & Iui et que les demi-droites correspondant aux valeurs (£, 5 > 0)
et (v(&),n < 0) sont opposées. Inversement, avec une fonction arbitraire

o,(&,n) et une fonction arbitraire h du type a la fonction j définie par
la formule

flog, ) = h{!}-[wu hz—l(wz)]}
représente un. objet du type 6.
Admettons enfin que f(w,, ®,) 80it un objet du type W, cest-d-dire

o, 03) = g{l41g7 (@, 02)]}.
En profitant des substitutions (28) et en posant

or(&, ) £ g fLE, ha(n)]).
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on a
ol(&, An) = Agj(&,m)  pour A >0,
o[»(€), An] = —4g,(§,7) pour A4 <O.
Dans le cas ol w, est un scalaire la fonction o) se réduit & o*. Inverse-

ment, avec une fonction arbitraire o" (dans le cas ol w, est un scalaire)
ou o, (dans le cas oll w; est un biscalaire) la fonction f définie par la for-
mule .

oy wg) = Q{Q: [w1,y h—l(wz)]}

représente un objet du type W.

Nous avons done démontré gue, dans le cas ol o, est un (bi)scalaire
et w, 1n objet du type G, on peut obtenir des objets de tous les quatre
types par un choix convenable de la fonction f.

§ 7. Supposons maintenant que o, soit un (bi)scalaire et w, un objet
du type W. Demandons dans quelles conditions la fonction Hleog, ws)
représente un objet du type S, B, W ou G. Ce cas est plus simple, que le
précédent, car le domaine de définition de w, se compose maintenant
d’un seul intervalle 4. On a dans ce cas -

@, = g,[|4| g7 (@s)]

Admettons d’abord que f(w,, w,) soit un (bi)scalaire. On a donc

f{wly gz[Agz_l(wz)]} = f(wy, ws)

Quand on fait varier 4 dans Vintervalle (0, oo) les valeurs g,[ gy Hewy)l
épuisent (w, étant fixé) tout 'intervalle 4, done, il s’ensuit de la formule
ci-dessus que la fonetion f(w,, w,) ne dépend pas de la variable w,, ce
qui est en contradiction avec les hypothéses. La fonction f(wy, ws) ne
peut pas donc représenter ni un scalaire, ni un biscalaire.

Admettons maintenant que f(w,, ®,) soit un objet du type &, c’est-
-3-dire

pour 4> 0.

f(Dyy @p) = h{Ah_l[f(wu wz)]}-

De 13 on a, en particulier,

(09) f{wu gz[Aggl(wz)]} = h{Ah_l[f(wu wz)]} pour 4 > O,
; Hr(@1)y gl — Agy (@)1} = B{AR7'[f (1, wy)]] pour A <O.
Supposons d’abord que w, soit un scalaire. Alors »(w,) = w;. En po-

sant

(30) § n =gl o), @& n) L HE ]}

55 w17
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on a
o(&, An) = dp(&,n) pour A>0, (& —dn)=Ap(&,n) pour 4<0.

En posant dans la derniére de ces rélations 4 =—1, on a

p(&,m) = —p(&,n)

et ensuite (&, 7) = 0 ce qui signifie que la fonction f(w,, «.,) est constante,
en contradiction avee les hypoth ses.
Supposons maintenant que o, soit un bisealaire. Désignons par.

o (&, m) £ rHELE, 9u(n)]) -

Avec les substitutions (30) les formules (29) peuvent alors étre écrites
sous la forme plus simple

)" (&,4 ) = 4g°(&,m) pour 4> 0,

o) [v(8), —An] = Ag;"(6,m) pour 4 <0.
Inversement, avec une fonction arbitraire oy 1a fonction f définie par
la formule

flog, ) = h{@:*[mly g;l(wz)]}

représente un objet du type G.
Admettons enfin que f(w,, w,) soit un objet du type W, c’est-i- dlre
f(ff’l, ®;) = g4 g7 /{01, 2)]} .
On a alors
(31) f{wu 92[4‘]2 Wy ]} = 14gf( wu Wy ]} pour 4>0,
Hr (1), gL — 495 (@0)]} = g{—Ag7 [/ (@1, @)]}  pour 4 < 0.

Supposons d’abord que w, soit un scalaire, c’est-i-dire »(w;) = w,. Po-
sons -

(32) E=o0, =g w), ol&n) —l{f[gv ga(n ]}

Les équations (31) peuvent alors &tre écrites sous la forme
e(§, dn) = do(&,4) pour 4>0, (&, —An) = —Ag(&, ) pour 4<0.

Ces deux relations sont équivalentes, la deuxiéme peut donc &tre rejetée.
Inversement, avec une fonction arbitraire g, la fonetion f(w,, w,) définie
par la formule

Hoy, ) = g{Q[wu g;l(wg)]}
représente un objet du type W.
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Supposons maintenant que o, soit un biscalaire. En profitant alors
des substitutions (32) et de la définition

o, £ g7HfLE, ga(m)]}
on obtient les ¢ quations
0.(&, 4dn) = Ag,(&, 1) ‘ pour A>0,
o,[v(8), —An] = —4p(&,7) pour A<O.

Inversement, avec une fonction arbitraire g, la fonetion f définie par la
formule

flwyy wa) = g!Qv[wh 92—1(“’2)]}

représente un objet du type W.

Nous avons donc démontré qu’avec un scalaire et un objet du type
W on ne peut obtenir qu'un objet du type W, tandis qu’avec un biscalaire
et un objet du type W on peut obtenir des objets des types G et W.

§ 8. Il reste & examiner le cas olt w; est un objet du type ¢ et w,
un objet du type W. Dans ce cas on a

By = In{Ahi N w1)], @5 = g{| 4] g7 H(w3)}-
Admettons que f(w,, w,) soit un (bi)scalaire. Nous avons done
L ART (1), gol141 g5 (@a)]} = fle@1, @a) pour 4>0,
HhuLART (@1) 5 gal14] g2 (@2)]} = ulf(@1, 09)] pour A4 <0.

Supposons d'abord que f soit un scalaire, c’est-i-dire u(z) = .
En posant )

(34) E=hYo), n=g7 o), (& n) L [[h&), galn)]
on peut écrive les formules (33) sous la forme

o(A&, An) = o(&,m) pour A4 >0, o(4E, —4An) = a(&, 7).
Ces relations sont équivalentes aux suivantes: '

o4&, dn) = a(&,n) pour A>0, o(—&n) =a(én).

Inversement, avec une fonction arbitraire o, la fonetion f définie par la

formule
oy, ws) = U[hfl(ah)y g;l(a’n)]

représente un scalaire.
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Si f est wn biscalaire, alors la définition

2AEy 1) & FTRa(£), g2(m)]
donne

4>0,
4 <0.

A&, An) = 3,(&,7) pour
248, —An) = plz (&, 7)] pour

Inversement, avec une fonction arbitraire u(z) satisfaisant & 1’équation
(5), la fonction f définie par la formule

flewyy ws) = 7, {h7 (ey), g{l(wz)}
représente un. biscalaire.
Admettons maintenant que f(w;, w,) soit un objet du type @, c’est-
-a-dire
f(®y, ®y) = h{Ah_l[ﬂwu wz)l}-

Avec les substitutions (34) et la définition

7(&, 1) -4 h_l{f[h1(§)7 92(77)]}

on arrive alors & I'équation t(4&, |4d|g) = Az (&, 1).
Inversement, avee une fonction arbitraire z, la fonction f définie
par la formule

flag, @5) = h{z[RT(@y), gr (@)1}
représente un objet du type G.

Admettons enfin que f(w;, w,) s0it un objet du type W. Nous avons
dans ce cas

1(@1, @3) = g{l A1 g7 [F (1, @2)]}.
Les substitutions (34) et la définition

2(&, 1) A g_l{f[hq(f); 92(77)]}
meénent alors & I’équation

#(48, 141n) = [A12(8, m).

Inversement, avec une fonction arbitraire du type z, la fonetion
définie par la formule

fwyy wg) = g{x [hl—l(wl)’ g;x(wz)]}
représente un objet du type W.

Nous avons done démontré qu’avec des objets des types G et W on
peut obtenir, par un choix convenable de la fonction f, des objets de tous
les quatre types. Notre probléme est ainsi complétement résolu.
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§ 9. Dans le présent paragraphe nous résumons les résultats obte-
nus sous forme d’un tableau. Il indique quels objets peuvent étre obte-
nus par la combinaison de deux objets des quatre types. Outre, on y trouve
les solutions générales relatives aux données du tableau; le prémier chiffre
se rapporte au numéro de la colonne du tableau.

("N 8 B G w
W, 1 2 3 4 5 6 7 8
1 N —
S RV P e
2 — —
3 N B S B
‘B -
4 — — — —
5 — B S S B
¢ | — -
6 23 W G W [ w
7 — — - - 8 B 8 -
W S—
8 — w G W G w — w
" Solutions

(1,1) f fonction arbitraire de deux wvariables ~indé1$eﬂdantes.

(8,1) f arbitraire, telle que fw;, v(w;)] = f(wy, w,) Ol » est la fonc-
tion qui définit le biscalaire w,.

(3,2) f arbitraire, telle que flwy, v(ws)] 5% f(wy, ws).

(3,3) f arbitraire, telle que f[v(w;), p(ws)] = f(wy, w,) ot ¥ est la
fonction qui définit le biscalaire w, et u la fonction qui définit le bisca-
laire w,. : N

(3,4) f arbitraire, telle que f[»{wi), u(ws)] # f(01, wy).

(p,2) f arbitraire, telle que

C, pour  wyed,
for; wg) = {
C; pour  w,eB;

Annales Polonici Mathematici 16
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oh 0, = 0, et A, B désignent les intervalles composants du domaine de
définition de w,. :
(5,3) f arbitraire, telle que

wae A, C; pour wyed,

¢,
pour F I (w3, 00)] = { .

Heoy, ) = {

¢, pour wyeB, pour w,eB

ot 0, # C,.

(8,8) floy, wg) = @o[hi (wy), ks Y(w,)], ot @, est une fonction arbi-
traire de type convenable (voir § 2), et les fonctions &, et k, donnent les
régles de transformation pour les objets w; et w,.

(5,6) J(wq, wg) = wo[hT(w1), Bz (5)], 01t p, est une fonction qui est
définie arbitrairement dang un demi-plan et qui est donnée dans lautre
demi-plan par la formule pi(—&, —n) = v[y(&, )] ’

(6,1) F(wy, we) = h{oo[wy, hi(w,)]}, ol h est une fonction arbitraire
du type «, g, une fonction arbitraire du type g, et hy donne la régle de
transformation de w,. .

(6,2) f(wy, @) = glo o1y k7 (w5)]}, ot " est une fonction arbitraire
de type convenable et g une fonction arbitraire du type g.

(6,3) f(wyy ws) = ko, [ew1, 7 (wy)]}, o1 % est une fonction arbitraire
du type a, g, — arbitraire du type correspondant et » définit le bisca-
laire w,. :

(6,4) f(wi’ ;) = glo[ws, iy (w,)]}, olt g est une fonction arbitraire
du type B, o, arbitraire du type correspondant,

(6,5) f(w, wy) = hl@u[hT(@1), by (3)]}, o h et @, sont des fonctions
arbitraires de types convenables.

(6,6) f(ws, wg) = glwilhi (wy), b7 Y(w5)]}, ot g et y; sont des fone-
tions arbitraires de types convenables.

.(7,5) flwyy ©3) = o [T (w,), gz (w,)], oll o est une fonction arbi-
traire de type convenable, %, donne la régle de transformation de I’objet
o, et g, 1a régle de transformation de w,.

'(7,‘6) floy, 03) = 2,[h7 (wy), g7 (@s)], Ol v et y, sont des fonctions
arbitraires de types convenables.

1) floa, @3) = golgr (@), g7 (we)], ol g, est une fonction arbi-
traire du type correspondant.

‘(8,.2) flwry 5) = glolw;, g7'(wa)], ol g et o sont des fonctions
arbitraires de types convenables.

(8,3) fwyy wa) = B{o)"[w1, gi*(w,)], ol » définie le biscalaire Wy

g, donne la rég‘lte de transformation de w,, k est une fonction arbitraire

du type a, et g," arbitraire (avec » donnée d’avance) de type convenable.
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(8,4) oy, wa) = glo 0wy, g7 (ws)]}, olt g est une.fonction arbi-
traire du type 8 et o, arbitraire (avec » donnée d’avance) de type conve-
nable, .

(8,8) f(@y, wa) = h{r[hi*(wy), g5 (w,)]} ol b et 7 sont des fonctions
arbitraires de types convenables.

(8,6) f(wy, wa) = glx[AT(®1), g7 (@2)]}, ot g et y sont des fonctions
arbitraires de types convenables.

(8,8) Ho, ws) = g {walg7 (@1), g5 (@s)1}, Ol g et y; sont des fonetions
arbitraires de types convenables.

§ 10. Les biscalaires les plus simples sont ceux (appel s par Schou-
ten W-scalaires (voir J. A. Schouten [8], p. 31)) dont la composante dans
les systémes ganches est égale & celle de signe moins dans les systémes
droits, c’est-d-dire ’

vw,) = —w;y.
Avec notre terminologie nous les appellerons plutdt G-scalaires.

Aux objets du type G et W les plus simples appartiennent les objets
dits densités: G-densités et W-densités. Ce sont des objets dont la régle
de transformation est donnée par les fonctions & et g de la forme suivante:

u #£0

ot « est un nombre réel arbitraire différent de ‘zéro,

h{u) = sgn(u)jul®,

gw) = luf’y w>0

ou f est un nombre réel arbitraire différent de zéro. Il est facile de montrer
que les régles de transformation de w; sont alors les suivantes:

@, = sgn(4)|4|"w,  pour les G-densités,

&, = |4)fw, pour les W-densités.:

Les exposants (—a) ou (—p) sont appelés. poids des densités correspon-
dantes.. o ‘ ;

On démontre dans les éléments de caleul tensoriel que les densités
peuvent é&tre ,,multipliées”, c’est-a-dire que le produit de deux densités
est aussi une densité. Prenons, par exemple, la G-densité o, de poids
(—a) et la W-densité w, de poids (—p). Soit

at
W3 = W03,

Nous allons montrer que w, est une densité. On peut le faire de, deux
fagons. La premidre consiste & trouver la.régle de transformation de ds.
Or, on a

(35) By = B0y = 5g0(4)|4]%0y| 4w, = sgn(4)|4]* oy,
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Nous constatons donc que la régle de transformation de w, est celle d’une
G-densité de poids (—a—p). La deuxiéme fagon consiste & trouver con-
formément & Ia solution (8,5) (puisque la multiplication d’un objet du
type ¢ par un objet du type W doit donner un objet du type &) les fonctions
h et 7 telles que f(w;, w,) s0it égal & wiw, (avec 'hypothése que hy(w)
= sgn(u)|ul* et g,(u) = |u}f). Or, on doit avoir

w300y = h{z[sgn(w,) |y]"?, |wyl*])

eb la fonction v(&,7) doit satisfaire aux conditions
(86)  T(AL, An) = Av(£,9) A>0,
Or, il est facile de vérifier que les fonections
T{E, 1) = sgn (&) |§| ety et

satisfont & Pidentité (35) pour tous les o, et w, tely que wy %= 0 et o,
ait un signe constant; d’autre part la fonction r satisfait aux conditions
(36) et h est du type a.

Notre raisonnement est en-défaut dans les cas ol a-+-f = 0. Cepen-
dant, dans ce cas w; se réduit 4 un G-scalaire; on doit alors profiter de la
formule convenable de la position (7,6).

Les scalaires, les G-scalaires, lés W-densités et.les G-densités peuvent
étre multiplies et le produit est toujours un objet d’un de ces quatre ty-
pes.

Omettant les calouls requis, nous résumons les résultats dans le
tableau ci-dessous. Les scalaires y sont désignés par o, les G-scalaires par
&, les G-densités par § et les W-densités par g.

Remarque. Dans le tableau (p. 245) on n’a tenu compte que
des scalaires et des densités non triviaux, c'est-d-dire ceux qui ne sont.
pas identiquement nuls. -

§ 11. Tl est connu qu’en général on ne peut pas additionner deux
densités quelconques. On peut pourtant additionner des densités du méme-
type (G ou W) et de méme poids. Ce fait est une conclusion particuliére:
@’un théoréme général que nous démontrerons plug loin.

pour (=& n) = —u(& ).

h(u) = sgn(u) lu|*+?

L’opération f(w,, w;) pourrait &tre appelée ,,isomorphe % Vaddition”

ou simplement ,addition”, lorsqu'il existe une fonction inversible 7~
telle que -

37 Ho1, g) = P{F~w,)+FYw,))

pour tous les w, et w,. ‘

Voyons sous quelles conditions deux objets w, et w, du type @ peu-
vent; étre ,,additionnés”. Autrement dit, quelles doivent étre les fonetions.
hy et hy déterminant la régle de transformation des objets w; et w, pour-
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qu’on puisse trouver une fonction f de la forme (37) qui représente un
objet du type @ ou W (nous nous bornons pour le moment au sous-groupe
A > 0)? Les fonctions h, et h, satisfaisant aux conditions demandées,
nous avons en vertu de (6,5)

Hawwy 02) = B{gi [k (1), k' (w2)]} .

o G g §
|
G -
o
G —
- - — — 5 -
8
g [~ = &1 s -
’é - N
S I B IR l 88 | -
Alors
h{%[hl—l(wl)y hz_l(mz)]} = F{F—I(wﬂ'f‘lﬂ_l(mz)}
ou
(38) F_I(h {‘P1[h1-l(w1)7 hz_](ws)]}) = F—l(wl)'i‘F—l(wa)-
En posant

B(2,n) £ P {hlp, )]}
on peut écrire la formule (38) sous la forme
B(&, ) = F ' {hy(E)] +F " [ha(n)]-

Puisque la fonetion F~'[h(u)] est inversible, la fonction @ (&, ) est du
type ¢, c’est-a-dire elle satisfait & I’équation fonctionnelle

G, M) =AD&, ), 2>0.
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11 g’ensuit que la fonction
F ()1 +F " [ho(n)]
est positivement homogéne du premier ordre. En posant

(39) H(8) £ P(8)],  Hon) = T [h(n)]

on a

Hy(28)+Hy(An) = AH\(§)+AHy(y) powr 10

ou Ho(A8)—AH(E) = AHy(n)—Hy(An). Le premier membre ne dépendant
pas de 7 et le deuxidme étant indépendant de ¢, tous les deux doivent
&tre égaux & une méme constante D

Hy(38) = 2H,(§)+D,  Hyldn) = AH(n)—

En mettant dans ces formules au lien de £ et n des valeurs constantes
différentes de zéro on constate que les fonctions H, et H, sont linéaires

H\(§) = K,§+D, Hy(n) = Kyn—2D.

De 15 on a

hy(&) = F[K.5+D],  holy) = F[Kan—D].

Maintenant on peut facilement constater que les fonctions h; et hy, dé-
finies par les formules ci-dessus représentent des objets du méme genre,
c’est-a-dire des objets ayant la méme régle de transformation. En effet,
on a :

e {Ah7 (w)} = hy{ART(w)}

identiquement par rapport & o et 4. Done, on ne peub ,,additionner”
que des objets du type G(W) du méme genre, ¢’est-a-dire des objets ayant
une régle de transformation identique. Il résulte de 1A qu’on ne peut
additionner que des densités de méme poids, car les densités de poids
différents ont aussi des régles de transformation différentes. Dang l'al-
gébre des objets du type 4 il existe d’autres problémes intéressants, mais
dans le prégent travail nous ne les considérons pas.

En terminant, nous examinerons encors le probldme consistant
& déterminer les objets du type @ qui peuvent dtre »multipliés”, donnant
comme résultat un objet du type G- L’opération f pourrait stre a.ppelée
ymultiplication” lorsguelle satisfait & Videntité

oy, 05) = F {F— (w1)F_l(w2)}-

On peut prévoir que la classe des couples (wl,.wz) d’objets qui peuvent

étre ,,multiplids” sera plus vaste que celle des objets qui peuvent étre
nadditionnés”.

icm

Sur Calgébre des objels géoméiriques 247

Afin de trouver plus rapidement les objets considérés supposons
que les fonctions intervenant dans le raisonnement, c’est-a-dire fy, hy,

P, by, ¢, solent différentiables. Cette hypothése n’est d’ailleurs pas trop

génante, car les fonctions monotones ont présque partout une différen-
tielle, et les fonctions hy, hy, F, I sont monotones. En introduisant les
notations préeédentes mous avons

D(&, m) = Hy(§)Hyn)
la, fonction @ étant positivement homogéne du premier ordre. L’équa-
tion d’Euler

0@ 6@

+ —

at =D&, 1)

donne EH,(£)Hy(n)+nHy(n) Hy(§) = Hy(§)Hy(n) d'ont

I | Hyn) _
Hy () Hyln)

11 s’ensuit de 1a que chacun des éléments du premier membre doit étre
constant, c’est-a-dire

£

(40) &—%g = (4, qgfgj—;— =,
ot (;+0, = 1. L’intégration des équations (40) donne
H,(8) = Duf™,  Hyn) = Doy
De la et des formules (39) on: tire
. (41) hy(€) = F[DEN],  hon) = F[DE 1.

Inversement, il est facile de vérifier qu’avec des constantes C;, .D,, D,
arbitraires telles que D; %0, Dy 50, €, =0, C; %% 1 on peut trouver
pour la fonction # une fonction » du type a et une fonction ¢, telles que
Pon ait Videntité

g (01), By (w0)]} = FLF ™ w1) F{w,)].

Dans le cas ot C; % Oy (les constantes D, et D, ne jouent pas un role
esgentiel) les régles de transformation des w, et w, sont différentes, ce
qu'il est facile de vérifier, et cependant ces objets peuvent étre ,multi-
pliés”. En particulier, on peut s’assurer que pour deux densités quelcon-
ques (de poids différents) les fonctions h, et h, sont de la forme (41).
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