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Sur I’équation différentielle «”+a(t)u =0

par Z. OPIAL (Krakéw)

Plusieurs auteurs “ont déja consacré des études détaillées au pro-
bléme de la stabilité des intégrales de ’équation différentielle ordinaire
lindaire du second ordre u” -+ a(t)u = 0 dans Vhypothése que le coeffi-
cient «(f) est une fonction continue, non décroissante et tendant vers
l’infini en méme temps que . On a démontré que, dans cette hypothése,
toutes les intégrales de D’équation (1) sont bornées pour ¢ = 0 (M. Bier-
nacki [2]), quil existe au moins une intégrale non nulle qui tend vers
zéro lorsque ¢t — co (H. Milloux [3], G. Prodi [4] et G. Trevisan [6]).
On » donné des conditions suffisantes pour que toute intégrale-de cette
équation ait la méme propriété (voir par exemple G. Sansone [5]). Le
but de la présente Note est de démontrer que ces deux premidres pro-
priétés des intégrales de Péquation (1) subsistent si Pon remplace la con-
dition que le coefficient a(?) ne décroisse pas par une autre condition con-
venable. En particulier nous supposerons que la fonection a(?) se laisse
décomposer en une somme de deux fonctions b(t)+v(l), dont I'une, par
exemple b(f), tend vers Vinfini en croissant et Pautre est & variation
[dy(t)]

) est

bornée danms tout intervalle fini et telle que l'intégrale f
0

finie.

Au premier paragraphe nous démontrons que Ton peut représenter
toute fonetion de ce type sous forme d’un quotient de deux fonctions
positives, continues, toutes les deux non décroissantes, dont le numéra-
teur tend vers Dinfini lorsque t-> oo, alors que le dénominateur reste
borné sur la demi-droite ¢ 3> 0 tout entitre. Cela nous permettra de dé-
montrer au paragraphe suivant, i l'aide des théorémes récemment éta-
plis par G. Trevisan [6], que toutes les intégrales de ’équation du type
envisagé sont bornées pour ¢ >0 (théoréme 2) et qu'il y en a aun moins
une qui tend vers zévo lorsque ?— co.

Au § 3 nous donnerons une généralisation d'une condition suffisante
de Armellini-Tonelli-Sansone pour que toute intégrale de l’équation
envisagée tende vers zéro lorsque ? tend vers D'infini.
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-§ 1. Nous dirons que l’équation différentielle ordinaire, linéaire du
second ordre

(1) w' ta(t)u =0

o, comme d’habitude, »" = d*u/ds’, est du type (S), si la fonction a(t),
positive pour ¢ > 0, se laisse décomposer en une somme de deux fonctions
continues b(t)4-y(¢) dont la premiére b(¢) tend vers infini en ne décrois-
sant pas lorsque t-—> co et la seconde p(?) est & variation bornée dans

tout intervalle fini et telle que ’intégrale de Stieltjes f ﬂ?l est finie,

Nous dirons pareillement que 1’équation (1) est du type (Q), si le
coefficient a(f) peut é&tre représenté sous forme dun quotient «(t)/B(f)
de deux fonctions a(?) et f(¢), toutes les deux continues, positives et non
décroissantes, dont le numérateur o(?) tend vers linfini lorsque ¢ oo,
et le dénominateur f§(¢) reste borné pour ¢ > 0. Nous pouvons y ajouter
la condition, nullement restrictive, que A(0) = 1.

Avant de passer & la démonstration de certaines propriétés des
intégrales des équations de ces deux types, nous allons introduire une
notion trés utile dans les recherches ultérieures. A chaque intégrale u(t)
de Péquation «''+a(t)u = 0 (a(t) % 0) faisons correspondre la fonetion
A (t) donnée par la formule

1) = Va(t) + (1) [a(2).

Nous Dappellerons amplitude locale ou tout simplement amplitude
de lintégrale u(?). Ce nom peut &tre aisément justifié; en effet, prenons
un ¥, arbitraire et, & cdété de 1'équation (1), envisageons I’équation
v +a(t)v = 0. L’intégrale générale de cette dernitre équation aura
la forme: v (t) = Acosl/a(tu) (t—a), ot A et a sont deux paramétres indé-
pendants. Pour lintégrale o(f) pour laquelle: v(t,) = u(t,) et v'(iy) =
= u'(t,) on peut déterminer cecs paramétres au moyen des formules

ulty) = 4 cos‘l/dr('t(»,')- (tg—a),

w () = —AValty)sinValty) (t,— «)

. La fonetion 4 (¢,) est donc,
pour tout to, l’a,mphtude de 1’1ntégra.1e db Péquation auxiliaire o'/ --
+a(ty)v = 0 dont la valeur et la valeur de la dérivée premiére au point %,
sont les mémes que pour lintégrale u(t) de D'équation (1).
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LeMME. Soit (1) une fonction continue & variation bornée dans tout
intervalle fini et b(t) une fonction continue, positive pour t > 0, non déerois-
sante et tendant vers Pinfini en méme temps que t. Soit enfin

f"" ldy (1))
g b()

En effet, on a pourt to:

fy
v | n, 1
‘—“1‘ <iw +maf .Idw

Alors lim (p(t)/b(#)) = 0.
t—>o00

i
o <g(w 0)1+f!dw ) <2 (t)1+t0f s

En choisissant maintenant t, assez grand pour que le dernier terme de

cette inégalité soit plus petit qu’un nombre ¢ > 0, donné d’avance, et en

faisant ensuite tendre £ vers 'infini, on obtient Pinégalité lim |y (¢) /b (1)] < e.
>0

¢ étant arbitraire, notre lemme se trouve ainsi démontré.

THEOREME 1. Pour que I'éguation (1) soit du type (S), 1 faut et il suffit
gw’elle soit du type (Q).

Démonstration. Soit d’abord 'équation (1) du type (S). On a donc

(2) a(t) =b(t)+(t)

ot b(t) tend vers l'infini en ne décroissant pas et
[ ldy (@)l

(3) = D < oo.
[

Sans restreindre la généralité on peut supposer que y(0) = 0. L’iden-
tité (2) peut étre écrite comme il suit:

) a(t) = Inb()+1n L +p(t) /b ().

La fonction 1-+(t)/b(t), positive pour ¢ > 0 et tendant, en vertu de
notre lemme, vers 1 pour ¢ — oo, est évidemment bornée inférieurement
par une constante positive ¢. Les fonctions b(t) et y(?) étant & variation
bornée dans tout intervalle fini, le troisiéme logarithme de la relation (4)
T’est aussi. Décomposons-le, d’aprés le théoréme bien connu de Jordan,
en une différence de logarithmes de deux fonctions continues, non décrois-
santes x(t), »(t). On aura alors

(5) Ina(t) =In

dott a(t) = b{B)u(t)/»(¢). Nous
»(0) = 1. Posons maintenant a(t) = b(t)u()

b(#)+Inu(t) —In (2),

pouvons évidemment admettre que
et B(t) =»(t). Il est clair
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que la fonction a(f) tend vers Pinfini puisque b(t) et u(t) croissent et,
de plus, hmb(t = co. La fonction B(#) = »(t) croit aussi; il suffit done

f{—>00

de démontrer que »(f) est bornée ou, ce qui revient au méme, que son
logarithme Inv(f) est borné. Or

¢

(6) Inv(0) +fd1nv j dlnv() (£ >0).

Inw(t) =
Drautre part on peut choisir les fonctions u(t) et »(t) de telle sorte que
la variation totale de la fonetion In(1-4-w(f) (t)/b(t)) soit aw moins aussi
grande que celle de Iny (i) dans le méme intervalle, ¢’est-a-dire que l'on
ait

pour tout 2= 0.

fdlnv J|d1n 14yp(t)/b(t)

On peut aisément démontrer que, dans nos hypothéses, cette seconde
intégrale reste bornée lorsque ¢ tend vers Vinfini. En effet

o flomp s < o 5

FANICH
Maig
1 12 i
w(O) | _ [ ldwl) ab{t)
®) of‘dm—)-khf b -'F‘)f\w(tﬂ i

En caleulant la troisiéme de ces intégrales par parties on obtient
t
dly ()|

H
|dy (8]
+fb ()] <Df b(?) b(t)

(nous avons supposé que (0) = 0). Lie premier terme de cette derniére
expression est visiblement borné en vertu de (3). Le deuxiéme terme lest
aussi a fortiori, puisque

p() | ldp ()] lw(@)
pRAA <f T

0

(10)

Des relations (3) et (6)-(10) il résulte enfin que Iny(t) < 2D/C et, par
suite, »(f) < exp(2D/0). La premidre partie de la démonstration est
aingi terminée. Passons & la seconde.

Supposons que I’équation (1) soit du type (Q). Cela veut dire que
Ton & a(t) = a(t)/B(t), ot les fonctions a(f) et B(t) sont positives, conti-

icm

Sur Déquation différentielle w"” -+a(t)yu = 0 81

nues, non décroissantes pour ¢ >0 et telles que lima(t) = oo, HmpA(¢)
t—e0 t—om

=f < oo et f(0) =1. La fonction a(f) est évidemment & variation
bornée dans tout intervalle fini. Décomposons-la en une différence de
deux fonctions u(f) et »(¢) positives et non décroissantes: a(?) = u(t) —

—9(t). Pour terminer la démonstra.tion il suffit donec de montrer que
t11m[u(t) = co et que l’intégrale f ) reste bornée lorsque % -— oo.
— 00

Or, on a pour tout ¢ > ®)/B() 5 d’out il résulte que lim p(f) = co.

f—o0

Il en résulte aussi qu’ll suffit de démontrer que lintégrale

fﬁ(t)

>0, puisque

a1 v (2)

est bornée pour ¢
i

v (t) fﬁ

0 0

(12) dv(t

Mais, en vertu de I’hypothése faite sur la forme de la fonction a(t), on
ap(t)

peut écrire
t t i
(1)
da(t) = a(0)+ [ dost = - _
Jﬂ,f af=a )+0f B of‘” F00)

Les fonctions a(f) et [}_’(t) étant non -décroissantes, ces deux derniéres
intégrales sont des fonctions non décroissantes de la variable ¢. On pourrait
done prendre

 dat)
B(t)

i
q
»(2) =fa(t) ﬂ‘f(%).

Cela posé, on peut remplacer dans Dintégrale (11) dv(f) par
1)dp (t)/f*(¢), ce qui donne lidentité
¢ ¢
v (t) ap(t) ()
g2 _ 2PN P ing() < InB.
[p07y =] =g A0 <08

On a donc, en vertu de (12)
i

f dy (1)
J p(®)

eb notre proposition se trouve ainsi entiérement démontrée.

<Inp
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§ 2. Dans le travail déja cité [6], G. Trevisan a démontré que pour
toute intégrale de 1’équation

a
w4 =0
- B
ol a(t) et (%) sont des fonctions positives, continues et non décroissantes,
la fonction B () = u(t)/#(t)+u"(¢)/a(f) est non croissante.
Voici une démonstratwn trés simple de cette proposition, différente
de celle de Trevisan

(13)

W) W) wA0)  wP(0)  p (uz(t) u'”(t))

a1 = A=t L 2

w0t om0 T aw ) Wpw
c’est-a-dire

i
B 2% ) u () 20’ (B)u' (£) _ﬁf@ : ()

B(t) = B(0)- of( 0 T e B0 da(t)).
En vertu de (13) /a %(1)[{(t) =0; on a done

i u (t)

14
a4 ﬁ t a(1)

2 da(t).

Or, les fonetions a(f) et f(f) étant non décroissantes par hypothése, cette
derniére intégrale est une fornction non décroissante de la variable i,
d’ott il suit que B(f) est non croigsante.

Moyennant cette proposition on peut facilement démontrer quel-
ques propriétés importantes des intégrales des équations des types (S)
ou (Q).

TutorbME 2. L'amplitude A(f) de toute intégrale w(t) de Véquation
w'+a(t)u =0 du type (S) ou (Q) tend vers une limite finie lorsque t — oo
et, par sutte, reste bornée sur la demi-droite t =0 tout entiére.

En vertu du théoréme 1 il suffit de démontrer cette propriété pour
les intégrales des équations du type (Q). Or, Pamplitude A (f) de l'inté-
grale u(t) de ’équation
a(t)
£ ()

de ce type s’exprime par la formule

s =)+ EOE0 ) /40 0

uu+ w =0

=VB(W)VB()
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Elle est done, en vertu du théoréme de Trevisan, le produit des deux
facteurs monotones l/ﬂ(t) et l/m, tous les deux bornés, et, par consé-
quent, elle a une limite finie lorsque ¢ — co.

Du théoréme 2 il suit immédiatement que toutes les intégrales de
Péquation du type (8) ou (Q) sont bornées. D’aprés le méme théoréme,
le carré de l'amplitude
B(t)u*(2)

a(t)

d’une intégrale quelconque u(f) d’une telle équation a une limite finie
lorsque ¢ —» co. D’autre part le quotient a(?)/3(t) tend pour {—+ oo vers
Pinfini. Ces deux propriétés suffisent pour que I’on puisse répéter de
proche en proche le raisonnement de G. Trevisan, dont il s'est servi dans
le travail cité ci-dessus pour démontrer que parmi les intégrales non
nulles de 'équation u'’+a(f)u = 0, out a(t) tend vers Pinfini en ne dé-
croigsant pas, il y en a au moins une qui tend vers zéro lorsque ¢ — oo
et obtenir ainsi le théoréme suivant:

TaBoREME 3. §i Uéquation u'’ +a(t)u =0 est du type (8) ow (Q),
au moins une intégrale non nulle de cette équation tend vers zéro lorsque
t —> oo.

Pour la commodité du lecteur je répéterai ici le raisonnement de
Trevisan.

Supposons que 'équation (1) du type (Q) ait au moins une intégrale
u, (1) pour laquelle la limite de ’amplitude 4,(?) soit positive. Désignons
par #; les points ou la fonetion [u,(f)] admet des valeurs maxima. On
a done Hm|u(n;)| = lim A (5;) = A,. Soit maintenant u,(f) une autre

i i—00

golution de I’équation (1) pour laquelle 4,

A1) =i (t)+

= lim 4,(f) est aussi positive.
t>o0
Nous allons montrer que lim |u,(7;)] = A,. Fn effet, en posant dans le
100

Wronskien w, (£)us(t) —u; (f)u,(f) =k (k — constante) ¢ == 5; on obtient .
|y (ms)us(ns)] = |k| et, par conséquent, }jm|u;(;7i)| = |k|/4,. On a donec

2 ﬁ(m ]
‘B’n;'”'z(m) = - [Az("h 2y (s a("h)
s
= h.mAg(?H) ]_1_m (ﬂt)glﬁ iim) = Az"‘“AT 0=A;

c’est-a-dire lim]u2 )| = A,.

Cela montré nous pouvons passer 3 la démonstration du théorsme 3.
Pour la démonstration par 1’absurde supposons que sa conclugion soit
inexacte et prenons deux intégrales us(f) et us(?) linéairement indépen-
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dantes pour lesquelles hmA 3(f) = A;> 06t hrnA4( ) = 4,> 0. D’aprés

t—o0

ce (ue nous avons dé]a. montré hm]ug(m)| = A, et hm[u4 0)| = 4,.

De la suite {7;} on peut éVLdemment extraire une sulte pa,rt}.elle {o;} de
telle maniére que 'on ait limug(o;) = p # 0 et hm u4(am) =qg#=0(p=4,

00

ou —4,; et ¢ =4, ou —4,). En posant mamtenant Uy(P) = —qug(t)+
+pu,(t) on obtient d’une part lim |uy(m)| = 4,> 0 et, de Pautre
f—00

limu,(o;) = 0, ce qui est impossible. Le théoréme 3 se trouve aingi dé-
i-+00
montré.

Nous avons déjh vu que pour les équations des types envisagés
Pamplitude A (f) de leurs intégrales est le produit de deux fonctions mo-
notones, positives et bornées. Mais le produit de tels facteurs est une

fonction & variation bornée sur la demi-droite ¢ > 0 tout entiére. De

13 on obtient:

THROREME 4. 8¢ Déquation uw'' +a(t)u = 0 est du type (S) ou (Q),
Vamplitude A (t) de toute intégrale de cette équation est une fonction & varia-
tion bornée sur la demi-droite t = 0.

Prencns maintenant une intégrale queleconque u(t) de 1’équation

%'+ a(t)u = 0 de P'un ou de autre des types envisagés. Désignons par,

tyyts, ... les points correspondant aux maxima successifs de la fonction
|u(t)] pour ¢ == 0. Aux points ?; on a ' (t;) = 0 et, par suite, |u(t;)| = A (t;).
On aura donc pour tout nombre entier k:
ko tity
“||u D —[u(tp)l| = S’iA A =D)| [ a4
'L=1 i=1 it
LT 1 0
<D [ 1adw = [ jadwl < f 0 < oo
t=1ty 13 f

Pour toute intégrale w(f) de 1’équation du type (8) ou (Q), la série
Zﬂu(ti)[——lu(ti“m est donc convergente. Nous obtenons ainsi pour
i=1

les équations de ces types une simple généralisation de la propriété hien
connue de ’équation w''+a(t)u = 0 & coefficient a(t) croissant,  savoir
que les nombres |u(?;)| forment une suite non croissante.

Pour les équations du type (S) on pourrait démontrer les théorémes 2
~et 3 sans profiter de 'équivalence établie dans le théoréme 1. Nous allons
esquisser les démonstrations de ces propositions, parce que quelques-
-unes des formules obtenues & cette occasion nous seront utiles dans la
suite. IL suffit d’ailleurs de démontrer seulement le premier de ces théo-
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rémes puisque le second en découle immédiatemment (voir la démonstra-
tion du théoréme 3), vu que, pour les équations du type (S), on a.
lima(t) = Hmb(t)[14+p(E)/b(t)] = co.
00 t—>o00
Soit done w(f) une intégrale quelconque de Déquation w” -+ (b(t)+
(t))w = 0 du type (3). En posant dans la formule (14): B(t) =1 et

at) = b(t)+y@), A®) =Vur@)+u OB )+ (@)

on obtient

t
w' (1)
1) = A*(0) — | —————d(b(t )
A (1) = 47(0) D [b(t)+1p(t)]2(( O +v®)
et, par conséquent, -
54 : W g f S U N
s 40 =40 G enr O] Boreer

La fonetion b(f) étant non décroissante, la premiére de ces deux derniéres
intégrales est une fonetion non négative. Il en résulte que

A2(1) < A%( +f[“ o 2900

et, par suite,

B0\ i)
°>+f(“ b(t)w(t)) OEET0)
c’est-a-dire

|dy ()]
+fA T

Enfin, de cette derniére inégalité on obtient

. |dy
A% < A (fb +w(t)

(voir R. Bellman [1], p. 35, 113). _D’aprés notre lemme, la fonction con-
tinue b(2)/(b(#)+p(?) tend vers 1 lorsque t —> oo, elle est donc bornée
sur la demi-droite ¢ >> 0, c’est-d-dire

b(t)

(16) e S
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ot K. est un nombre positif convenablement choisi. On a done
¢ o
’ ldw(t)l) 2 ( Idw(t)l)
2 2 )< A2 (0)exp | K | ———
an 4 <4 (0)exp(K0f v ) <4k [

et, par conséquent, le carré de lamplitude de lintégrale u(¢) est borné
sur le demi-axe ¢ > 0 tout entier. De (17) et de la définition de I’amplitude
A(t) on obtient immédiatement
u(t) \ : Flay ()]

18 — <O ol O = A%(0)exp Kf———— .
) Torem S S T0)

Dans la formule (15) la seconde intégrale I,(f) tend vers une limite
finie lorsque ? — oo. En effet, pour 0 <?, <, on a , en vertu de (16)
et (18): .

B b dp()]
) bO+vE b |

La premiére intégrale de cette formule qui — nous Pavons déja dit — est
une fonetion non décroizsante de la variable t, doit donc tendre, elle aussi,
vers une limite finie lorsque ¢ —> oo. Il en résulte que, pour ¢ — oo, A*(t)
et, par conséquent, 4 (f) ont des limites finies. Le théoréme 2 se trouve
ainsi démontré.

On pourrait de méme démontrer indépendamment du théoréme 1
que pour les équations du type (8) Pamplitude de toute intégrale est une
fonetion & variation bornée. En effet -

2 t t
[ lad% ()]
Df}dA(t)[ =f]dl/A o] = | S

lg
dy (t
0]
1

Ly
w
[I5(t) —Ia(t)| = Lifb—(t) b(t) .

0
Mais
w (1)

W0 = = o re@r

ab®+vp®),

on a donc

i t 1
1w e 1w o)
ao [1a00 <5 [ Grremr a0 2] BOTeer 40

11 suffit donec de démontrer que ces deux derniéres intégrales restent
bornées lorsque ¢—+ co. Or, on a
Wiy ()] _ f W) )
g DOFOF 4@ ) DO+eOT Ve w060+ v (0)

<f W ) <f Wl b))l
T Ve e PO+ T Veget @) b+ b
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D’oll, en raison de (16) et (18), on obtient

1 i
W) el _ e v _ e Pl _
[ Garvar im <0 Gy <00 Sy <~

La seconde intégrale est donc bornée. Mais, d’autre part

i t
40 = A0+ [ a4 = 40)+ |
¢’est-A-dire

12 i
_ 1 W)  db() 1 )y dy(Y)
Al = A(O)_Eof M+e®F 4@ 2 Df bO+y@)F A@®°

De ce que nous venons de démontrer il résulte gue P'intégrale

ft W) dp()
J O+ AQ)
est bornée pour # > 0. L’intégrale

. b()

f Wi (1)

, J DOFeOF 4@

est done aussi bornée puisque A (t) tend, d’aprés le théoréme 2, vers une
limite finie lorsque t— oo. La démonstration de notre proposition est
aingi achevée.

§ 3. Soit {(an, Ba)) une suite d’intervalles de la demi-droite ¢ =0,
sans points communs. Nous dirons que c'est une suite de densité égale
4 & sur (0, oo) si .

n
2 Bi— )

m =2 =,
n—00 ﬁn

ht

Nous dirons avec G. Sansone ([5], p. 60) que la fonction F (1), pos%f)i\'reZ
continue, non décroissante et telle que lim F(f) = oo tend vers linfini
t—>c0

,,quasi par sauts”, si, pour tout &>0, on peut trouver une suite
d’intervalles [ (any ﬁﬂ)} de densité plus petite que & telle que I'accroissement
de F(t) sur Pensemble complémentaire goit fini. Sinon nous dirons que
la fonction F(f) tend vers infini réguliérement. G. Armellini, L: Tonelli
et G. Sansone ont démontré le théoréme suivant ([5], p. 60):

Si dans Péquation u' +A(H)u =0 la fonction A(t), positive, conti-
nue et non décroissamte, a ume premiére dérivée continue, %, de plus,
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lim A4 (t) = oo et si la fonation InA(t) tend vers Dinfini réguliérement, alors
toutes les imtégrales de cette bquation temdent vers 0O lorsque ¢ — co.
Nous allons montrer que cefite proposition reste vraie pour les équa-
tions du type (S). On a, en effet
THEOREME 5. Si Uéguation

(20) w B+ =0

est du type (S) et si la fonction Inb(3) tend vers Dinfini réguliérement, alors
pour toute intégrale w(t) de cette équation limu(t) = 0.

t—>00
Pour la démonstration par 'impossible supposons qu’il existe une
intégrale %(t) de l’équation (20) pour laquelle la conclusion de notre
théoréme ne soit pas vraie. L’équation (20) étant du type (8), ampli-
tude A(t) de cette intégrale tend vers une limite finie lorsque ¢ - oco.
Désignons-la par 4. En raison de notre supposition 4 doit &tre positif.
En vertu de la formule (15) on a

A2 () = -
2 i +w(] f[b +w() ().

On peut aisément vérifier que pour les intégrales de I’équation du type
(S) la seconde intégrale de cette derniére égalité est bornée sur le demi-
-axe ¢t > 0. En effet, on a »

U ,()‘q w(l) b)) ldp()
(b +w S bw@) by b

d’ol, en vertu de (16) et (18)

i 11
21 d dy
ﬂf TOToaT (t?+(1p)(t))2 dw(t)‘ <0 K Of Lb?ﬁ(g_)l, <o- be 1dw(®)

On a done

R
v @Y

ot I est un nombre positif convena‘blement choisi. D’autre part

¢

. w2 (1) ' ( db(t)
29 — —
@) Borear fb T DO T

1
(21) A?(t)@—f—-—

_ u/2(t) 1 ’1
ofb(t)‘|“1/)(t) b(t fb t)—|—-1p (b(i)+w(t) "'"b_ZB‘)db(f)
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Evaluons la seconde de ces intégrales. En vertu de (16) et (18)

L 1 1
) *f TOEn) (b(t)+w(t) "b—(ﬁ)d"”’

t
- _L P B QI V)
< ” Sy |0 ‘Gfbu)w(t) b0
db(t) )
=
f v tH—w B S
En calculant la derniére intégrale pa.r partles on obtient
12
' db(t)  |p(0)] !w dhv ldw
Ojlw(t)l b = (0] +f < f

L’équation (20) étant du type (8) par I’hypothése, lintégrale I(t) est
bornée pour ¢ = 0. De (21) et (22) il résulte donc que

i
23) - A <y [0 B
#3) W< ofb(t>+w<t> bt

ot nous avons désigné par M un nombre positif convenablement choisi.
De (23) et de la définition de l'amplitude A (f) on obtient maintenant

dab(t)

(24) <u- f 42— (]
b(1)

D’aprés notre hypothése la fonction Inb(t) tend vers 'infini réguliérement.

Il existe done un g, > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (an, fa)

(an < Bn < any1) de densit;é plus petite que so, P’accroissement de Inbd(f)

sur Pensemble complémentaire {0, +oo)— Z(ai: B;) est infini, ¢’ est-4-dire
que la série =

oo

2 [Ind(a;1)—1nb(B)] S az+1)

1,

i=1 =1
est divergente. Nous démontrerons plus loin que 'on peut choisir un
nombre 7 > 0 de telle maniére que la suite de tous les intervalles (a,, fn)
dans lesquels A*(t) —u*(t) < 7, soit de densité plus petite que &. Or on a,
en vertu de (24):

-l a4y
db(t)
Aay) < M— [A2(t) —u(t)]——-
2) 0
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Mais, dans les intervalles (£;, a;.1) on & Aty —u’(t) = 7, ol il suit que

A2 () < M— ’72/ { 21

Pour n assez grand on aurait done 4%(a,) < 0 ce qui est impossible. Pour
achever la démonstration du théoréme 5 il ne reste plus qu’a démontrer
qu'un choix convenable de 7 est possible.

A cet effet remarquons d’abord que linégalité A*(b)—w*(1) <9
donne

a1.+1

A= < Gt STES o

ofl o désigne la borne inférieure de la fonction A (¢) pour ¢ > 0. En vertu
de I"hypothése que nous avons faite sur intégrale w(f), ¢’est un nombre
positif. Il suffit donc de démontrer que I’on peut choisir un 7" de telle
sorte’ que la suite d’intervalles dans lesquels
(25) AW —lu@)] <7’
soit de densité plus petite que &,.

Nous avons désigné par 4 la limite & infini de Pamplitude A (2).
1l existe donc un nombre , > 0 tel que pour ¢ >, on a A(t) > 4—7"
Cela veut dire que, pour ¢ >>1, tout t qul satisfait & Dlinégalité (25)
satisfera aussi & Dinégalité 4 —|u(?)] < 27" cest-b-dire A(1—29"/A4)
< |u(t)]. Si dans une suite infinie d’intervalles on en change un nombre
fini, la densité de la suite reste invariable. Il suffit donc de démontrer
qu'il existe un nombre positif ¢ < 1 tel que la suite 8, d’intervalles dans
lesquels

(26) od < lu(t)l

soit de densité plus petite que g,. A cet effet évaluons d’abord la densité
de la suite §,. Soit done ¢ un nombre positif < 1. Soient (ay, fn) les
intervalles successifs de la suite §,. On a done |w(ay)| = |u(fn)| = cd.
Pour simplifier les calculs désignons la somme b(#)4y(l) par a(f)
(a(ty > 0).

Posons ensuite m, = min (a(t

)ja(ay)) dans Vintervalle o, fn> et
M, = max(a()

ja(ay)) dans lintervalle (B ., a,). On a done
te(“”m /3;1)’
te(ﬁ':b-.ly a;v>

(27) a(t) = myale,) pour

-
(28) a(t) < Mya(a,) pour

icm

" (29) 2 +maa(an)z =0,
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En utilisant le lemme du premier paragrapbe on peut aisément vérifier
que lim m, =lim M, = 1. En effet, on a d’une part

n—»00 —>00

a
Mn >

) l an)]

(t est non déeroissante,

’ -1
mp, > min [Hﬂ] [1+ "’(“I‘)]
<oy B o0

My L ——, - =1 et

D’autre part
at) _ bM+yl) [
a(an)  b(an)+p(an) b(an
d’oll, en vertu de I’hypothése que la [oncmo
il résulte que

b(t) (an)

@], w(ai.)]"l
e, [”' b<t>] [1+ blay)]

{Bn—1.n>

et pareillement

M, <

Pour prouver mnotre assertion il ne reste qu'a remarquer que
lim a, = lim §;, == co et & profiter du lemme mentionné.

N—-00 Nn—00

Dégignons maintenant par z,(f) et v,(t) les intégrales des équations
auxiliaires

"7”+Mna‘(a;1)v =0

aux valeurs initiales:
= |u(an) =04 et = |u (a)|

(vou' la figure). Désignons par B la premiére ra,cme — en comptant
de a, & droite — de P’équation 2, (t) =04 et par yn la premiére racine —

#n(ap) = vn(an) Zn(ay) = tn(dn)

zn(t)
1\' u=0A
AN
: CoNturtr
oo
va(t) H 1
[
Bht M o Bn Bn t
Fig. 1

en comptant de a, & gauche — de 'équation v,(f) = 0. Des relations
(27) et (28) et des théorémes du type de Sturm sur la comparaison des
intégrales de Déquation (20) avec celles des équa.tlons (29) il résulte que

ﬁ:»“‘l'/n, < ﬂi’t’—a‘:b et .8;.'—!3;»—1 = a;u“—?’;;
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Mais on peut aisément &valuer les grandeurs des intervalles B, —aj,
et a,—y,. Bn effet, on a

(30) 2n(t) = ZncosVim, a(ay) (t— 6,)
.ol
2 g u'z(a;,)_‘ TN ﬂ(an) ] f’j__(ran) [_1_ - ]
Zn = wien) oy =Wl L
gy Ve [ 1 ]
= Aty L T

Le quotient u”(a,)/a(a,) est en vertw de D'inégalité (18) borné et
lim m, = 1. On obtient donc de cette derniére relation: lim Z,

N> 00 T 00
= lim A(a,) = A. Posons Z, = p, 4, ol lim y, == 1. De la formule (30)
N —>00 N—-00
et de la définition de f, on obtient
rr ’ 2 Ao 2 22
B — Oy, = ——-:,: ATECO8 —— = —==———=Aarccos —,
V My, 8 () n Vm,,,a(an) o,

Les suites u, et m, tendant vers 1, il en résulte que pour n suffisamment
grands
;
Bt — 0y, K —=——=-2arccos 0%,
Va(a,)

puisque o2 < o et, a fortiori
2

(31) Bn—an < ——==arcceosc? pour m =n,.
Va(a)
Pareillement v,(t) = V,cos, I/Mn (0p) (E—5,) ot
Vi = fu(oa)--l—»&»A2 our  m—> oo
" M () P ‘
On peut done poser V, =v»,4, ot lim », = 1. La longueur de I'intervalle
o~ 00

(¥ny a;,) est donc donnée par la formule

, ! [n arccos GA] [W arccos ]
=Y = e | ] = ol B ¢ .
" I/M O an) 2 Va 'l'/M d(a,,) 2 Y

Les suites M, et v, tendent vers 1, on a donc pour » suffisamment grand

;o 1 7 .
00— ¥n 2——1/“( 3 5 ~arecoss
Oy,

Sur Uéquation différentielle w’’ +a(t)u = 0 93

et, par conséquent
1

! ’ T
(32) Brn—PBn1 = Ta(ﬁ [5 — arecos 32] pour  n > n,.
N

Pour ¢ > ny = max(n,, n,) on aura done, en vertu de (31) et (32):

4 14
Bi—a; 2arecos o?
! ! =
Bi—Bi1 = tm—arccoso®

et, par suite

> (Bi—az) > (Bi—ai)

iZng __itmg 2arecoso?
n - 1 7 ~ - .
’ ' — B $7—arccoso?
SFi—piy e 3
’L=7L0

Cela veut dire que la densité de la suite S, sur (ﬁ;n_l, o) ou, ce qui
revient au méme, sur (0, co) est au plus égale & 2arcecoss?/(§x —arccoso?).
Par un choix convenable de ¢ on peut donc bien faire en sorte que cette
densité soit plus petite que e, ce qu’il fallait démontrer.
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