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o0
L. Soit }'rx une série convergente & termes positifs et soit a sa somme.

[
Le produit infini convergent
oo
y(u) = H COS7UTy
k=0
est, & une constante multiplicative prés, une fonction caractéristique

y(u) = [ &“du(a),

—00
oll du est une mesure positive qui s’obtient par la convolution d’une
infinité de distributions de Bernoulli

B(z) désignant la distribution de Bernoulli concentrée aux deux points
—1 et +1, avec masse égale & 1/2 sur chacun d’eux.

Le support de du est ’ensemble F des points donnés par la formule
1) w(egrote 7+ axriut...),
ol les & sont égaux & 4+1. Si lon a, pour tout % & partir d*un cer-
tain rang -
@) < D'm,

k41 @

le support contient des intervalles. En particulier, si (2) a lieu pour tout

k, le support de du est tout lintervalle [—ax, ax].
D’autre part, si

lim 2*(r+ 741 +...) = 0,
)

I’ensemble des points (1) est de mesure nulle et u(x) est singuliére,
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194 J.P. KAHANE ET R. SALEM

Si, pour tout %,
®) n> D'y,

k41

le support est un ensemble parfait symétrique du type de Cantor, qui
peut é&tre de mesure positive ou nulle.
Il est commode de poser, en prenant ¢ = 1,

71':50(1"51)7 seey Ty = 50“-510—-1(1“57&;

alors la condition (2) équivant & & > %, et la condition (3) & &, < }.

Bi & < % pour tout %, Pensemble F est obtenu par trisections suc-
cessives du type de Cantor (&, 1—2¢&;, &); il est de mesure nulle g
2%, 51> 0 quand k — co. Si & > } pour tout &, le support de du
est la totalité de l'intervalle [—m, ).

Un cas particulier intéressant est obtenu en prenant tous les &
égaux 4 un méme nombre £ (0 < £ < 1). Si £< 4, F est un ensemble
parfait symétrique de Cantor & rapport constant, de mesure nulle. Si
&> §, le support de du est l'intervalle [—a, x].

1 résulte d'un théoréme de Jessen et Wintner [1] que u(2) est, soit
absolument continue, soit purement singulidre.

Ce dernier cas se présente, en particulier, si ensemble # est de me-
sure nulle, ou si y (%) ne tend pas vers zéro quand % —> oo, Mais il parait
difficile de donmner un critére général permettant de déterminer si 1 est
absolument continue, ou singuliére; ainsi, par exemple, quand le support
de du est tout lintervalle [—ux,a] (cas & > 4 pour tout k.)

Le but de cette note est d’apporter une contribution — trés par-
tielle — & I’étude de ce probléme.

II. Nous commencerons par démontrer le théoréme suivant dont
Pénoneé sera précisé plus loin:

THEOREME. Pour ,,presque toutes” les suites {&x} telles que & > %,
y(u)eI* et domc u(w) est absolument comtinue.

Démonstration. Elle s’appuie sur une méthode déja utilisée par
T'un de nous [3]. Supposons que pour tout %

ro = 1—4§,

° I<a < &< K1
et que .
Lim (ay@;...0,_ )" = a > }.
Ecrivons £ = -+ (by— az), de fagon que 0 < 7 < 1.

Il est bien connu que I'hypercube & une infinité de dimensions
0 < mx <1 peut étre représepté (biunivoquement si on fait abstraction
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d’ensembles de mesure nulle) sur le segment 0 < ¢ <1, les fonctions
No(T)y +eey Np(t), ... étant telles que pour tout & mesurable

1 1 1
Jo®), ..., m)at = [ ... [ Do, ..., n) ... .
0 0 0

Nous allong démontrer que, si les suites {ay}, {bx} ne sont pas ,trop
voisines” (plus exactement si b,—a, > 1/w(p) avee logw(p) = o(p),
w(p) croissant), y(u) = y;(u) appartient & L* pour presque tout #. Nous
nous gervirons de la remarque suivante. On a, ! étant >1 et m quel-
conque, ‘

1

1 1
(4) ofcosz(lnm—l—m) dr < 5(1 +T)'
En effet, 'intégrale s'éerit
m+in Mm+[Nat+n
1 . [+1 1 1
— — = —{14+3).
In f costydy < o costydy = =g — < g |17

Nous avons maintenant

P (u) = i) = [ ] cos’aué,... &xy(1—&x)
k=0

<

:'ﬁ

cos’muéy... £y (1— &) = fup.

ko
I

0
On a, les f,, étant fonctions de i,

1

1 1
ff,,,,,dt=f...ff,,,pdn,,...d% l
[ 0 o

' 1 1 1
= [ e [Tupang..-dny_s of cos muty. .. &y 1 (1—&p) dny.
0 o
La dernidre intégrale §’éerit
I = flcoszm‘fo" Epa[1—ap— (bp— ap) mp]dnp
[
et, conformément & la remarque (4), puisque & = ax,

1 1
T, <5 1+?
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4 condition de choisir p tel que
5) uao...ap_lr = p.

Dans ces conditions

ff,u,dt %(H )f)‘u,, Jdt.

Mais si (5) est vraie pour Pentier p, elle est vraie a fortiori si on remplace
p par p—1. Done, de proche en proche,

1
[fupdt < 4[27,
0

A étant une constante absolue; done aussi
1
[rituar < 4j2°.
0

Fixons maintenant o' tel que } < o' < o Alors ay...a,_; > o’ et

I'inégalité (5) sera satisfaite si I’on choisit p tel que
logu-+ploga’—logw(p) = 2logp.
Comme nous avons supposé logw(p) = o(p), il suffira de prendre
ogu_
lloga'|’
ol 0 est un nombre fixe quelconque << 1. Prenons done pour p la i)artie
entiére de Ologu/[loga’|. Alors
27 > %exp (0 ﬁ%logu).
Puisque [loga’| =1logl/a’ < log2, on peut choisir § < 1 tel que

log2,
[loga’|

=1+4e (£>0).

Alors

A
fy;(u dt < ouits?
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done
o0 1
[ du [yi(w)di < oo,
0 0

ce qui prouve que y;(u)e L? pour presque tout i

IlII. Détermination explicite de la fonction u(x). Quoique cetite
détermination ne paraisse pas pouvoir &tre utile pour reconnaitre si u(z)
est absolument continue ou purement singuliére, nous croyons qu’il esb
intéressant de la donner ici.

THEOREME. Posons

o0
e=a dnply) =7 O<y<l),

0
ol les gy, sont les fonctions de Rademacher, et désignons par 1" (y) Ta fone-
tion équimesurable avec f(y) et non déeroissante (cf. [B]) avee f*(0) = ;f (0).
Alors y = p(z) est & une constante additive prés la fonction inverse de ).

Démonstration. On a, u*(z) désignant la fonction inverse de

f * (¥)

I= f & du’ (@ f fTOFy = f & qy,

puisque f et f* sont éguimesurables. Comme d’autre part
1
f e dy — cosmryu,

on a, en vertu de I’indépendance des gy,

I= H cosmriu = y(u), dott du = dp”,

k=0

ce qui prouve le théoréme.

Remarque. Si, pour tout k, 7, > >'7;,f(y) est monotone, i =1,
k+1

et u(x) est la fonetion de Cantor-Lebesgue construite sur I’ensemble par-
fait . Mais il en est autrement si, par exemple, le support de du est I'in-
tervalle entier [ — as, ax].

IV. Un critére arithmétique. Nous démontrerons le théoréme
suivant:

THEORREME. Soit N, le nombre de solutions de Vinégquation

1/2

(2 A"

(Erot ek rp)—(Ert. ) < o =
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On a toujours

lim
D-+00 [ D

> 0,
et les conditions suivantes somt équivalentes:

Ny
e) Tim -2 <
(e) o e < O

N,
(b) lim —>= < co;

P00 41; Op

(a) y(u)el?;

Démonstration. Posons provisoirement

p—1
= I I COS I U3
k=0

on a toujours |y(u)| < ly,(%)| ef, ainsi qu’on g’en assure aisément, |y (u)]

> elyp(u)l sl |ug, < K = K(&) (ot 0 < e < 1, et 'on peut sans incon-

vénient supposer 0 < K < }); on a y,(u) = 2“”28""7“ avec oy = m(tryt
7

Footr) (G=1,2,...,2°). Posons 4(2) = max(0,1—z]) et é(z) =

= 4sin’ iz/2*; on a

7o (%)

(@) = fei'“‘A(u)du o A(w)=§l; fema(u)du.

On a d’une part

f,;<u)du —tim [ 330008 gy,

P—ro0 g

z oo 2 o N
[rwan< [ s s(wue,)an = 7, ZA(“’ “")gzép;,
—z —

? T T lp

done @Np/zip op > 0-en tous cas, et (b) entraine (a). D’autre part,

fy (w)du > fy(u ( 9’”)du>e fyz, (M}?’)du

Ke K N
- P4 25(? (a.j—ak))>K6(Kn)ez 41,;,

D 7.k D

done (a) entraine (c). Comme (¢) entraine (b), le théoréme est démontré.
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V. Cas particulier ot 7, = & (0 < & < 1). Nous désignerons, dans
ce qui suit, par y.(u) la fonction

00
= l l eosnu.f’"'
0

et par u.(x) la fonction u(x) correspondante. Ainsi que nous l'avons va
plus haut, si £ < £, le support de du,(x) est un ensemble parfait de Cantor
& rapport constant, donc de mesure nulle, et u.(x) est purement singuliére,
étant constante dans tout intervalle contigu & l’ensemble. 8i & > %, le
support de du.(w) est Pintervalle {—m/(1— &), =/(1~— &)). Nous poserons,
dans ce qui suit, 6 = 1/&.

Module de continuité de py(z). Si & < §, il est bien connu (voir par
exemple {4]) que p(x) satisfait & une condition de Lipschitz d’ordre
a = log2/log6. (Ceci est valable si & = %, u.(y) étant alors linéaire par
morceaux).

Dans le cas £ > 3}, soit g le plus petit entier tel que 67 > 2. Alors
pe () satisfait & une condition de Lipschitz d’ordre o = log2/¢logf. En
effet, on &

= ya(u)-ya(su)...ya(E u)

et du, est la convolution de ¢ mesures homothétiques & due; le module
de continuité de x.(x) est majoré par celui de uwg(r). Comme 67> 2, il
n’y a qu'd appliquer le résultat cité plus haut concernant le cas & << 3.
Il convient d’observer qu’alors que la condition de Lipschitz aveec
a = log2/logh pour & < } donne le module de continuité vrai, nous ne
savons pas si le résultat log2/glogf dans le cas & > 4 ne peut étre amé-
lioré. En tous cas et quel que soit g, u.(x) satisfait én une condition de
Lipschitz d’ordre log2/(log6-+log2), car glogh = 10g0"< log286.

8i ¢* = 2, clest-i-dire & = 271, ¢ entier, pq(z) est linéaire entre
—27 et 2x; donc u.(x) est absolument continue et g—1 fois dérivable.

Remarque L Sip.(z) satisfait & une condition de Lipschitz d’ordre
a, on & -

(6) pu) = [ y*(0)do = O(w'™)

yelu)

Ceci n’est que la tramseription d’un résultat de Wiener (ef. [4]).

Remarque II. La condition nécessaire et suffisante pour que
ys(w) ne tende pas vers zéro quand w — oo, est que 6 appartienne 2 la
clagse S des entiers algébriques dont tous les conjugués (autres que 6
lui-méme) soient de module inférieur & Iunité (cf. [2]). I en résulte évi-

'
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demment que si ¢S, u.(x) est singuliére. On sait qu’il existe des nom-
bres 6 inférieurs & 2.

VL. Une équation fonctionnelle a laquelle satisfait u,(x). Nous
avons le théoréme suivant:

TrtoREME. Pour tout & (0 < & << 1), la fonction p, satisfait & la
relation

(R) ple) = ';‘(M (m)—w (w_”»

& &

De plus, toute fonction & variation bornée satisfwisant & (R) est ume
fonction linéuire de p,.

Démonstration. On a

-

oo
1 sin uw
7 ==
(M ple) = 2| i) == au.
D’aprés la relation (6) et Pinégalité de Schwarz, appliquée &
e du
ye(u) —,
2v v

Pintégrale dans (7) est absolument convergente. Comme on a ye(u) =
= coSmU - ys(&u), (7) donne

in (u (@ +a)) + sin (u (v —))
P

17 8
pela) = - f ve(&u) du,

soit (R). Inversement, si & est une fonction & variation bornée satisfai-
sant & (R) et si Pon pose [¢™ 4K (z) = B(u), on a

B(u) = cosmu-p(éu) = cosau...cosmEMu (£ y) = ye(1) B(0),
Qo dE = $(0)dp,, c. q. f. d.

VIL Etu(.le du produit y,(u)y,(Au). Ce produit est la transformée
de Fourier-Stieltjes de la convolution de dp; et d’une mesure obtenue

& partir de du, par homothétie du support. Nous avons alors:

THEOREME. Posons
ve(Wye(u) = [ ™ @) (0 <E<1,1>0).

(@) Pour &> %, dv est absolument continue, et dv/dzeL® pour pres-
que tout A.
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(b) Pour & < %, dv est singuliére quel que soit 1, et son support est de

mesure nulle.

(6) Pour & < % et A =1, dv est singulidre et son support est de mesure

nulle.
(d) Pour 6 = 1[£e8, dv est singuliére si 1 est un nombre algébrique
du corps de 0, avec les seules exceptions possibles: 0 =2 et 0 =4.

Démonstration. (a) Montrons que

[ i) i) drdu < oo;

U=0

L

Pt

ainsi, pour presque tout A entre 0 et 1, on aura

1

[ Aw) () du < oo;
0

comme le changement de 1 en A8 revient & multiplier ye(u)y:(Aw) par
cosAfu, il en sera de méme pour tout 1> 0 @0l le résultat. D’aprds

(6) on a
1

fyg(zu)dz = %gv(u) = 0(u™%).

0

11 suffit donc de montrer que
fyg(u)u“’du < oo,
1

soit, en intégrant par parbies,
lpwu"+a [ pu)u " du < co.
1

Cest le cas si a > %, c'est-a-dire, comme on I'a vu en V, si &> %.

(b) et (c). Le support B de du, est formé des points m(+1tL & ...
4-£"...); soit B, la réunion des segments de longueur 28" 7[(1—&) cen-
trés aux points w (14 &,..., £+ &), Le support de dv est contenu dans
E-+AB, donc dans E,+AB,. Or E,+ 1H, est la réunion des segments
de longueur 2&%(1+A)w/(1—§) centrés aux points 7 de? la forme
(AL & O AL AE . £AE8T). Ty & au plus 4™ points 7, donc
1a mesure de E,+AE, est 0(4"£") quand n — oo; d’olt (b).

Si 2=1, il vy a au plus 3" points », donc la mesure de H,+AE,
est O(3"&™); d’ou ().
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(d) Le résultat est démontré (quel que soit 1) pour 6 > 4; supposons
done 6 < 4. On sait (cf. [2]) que 0€e8 est la condition nécessaire et guffi-

sante pour avoir }'sin?mf™ < oc et aussi bien
=1

(8) D sin?a6"P () < oo,

N=0
P (6) étant un polynéme en 0 & coefficients entiers rationnels. Supposons
0eS et A =P(6)/Q(0) =P[Q. Nous allons montrer que, sauf les excep-

tions indiquées, on a lim|y.(u)y.(Au)| > 0; il sensuivra que dv est sin-
U—>00

guliére. Considérons
4(P0") = [ [ cos*aP¥ [ ] cos2mPt;
=0 J=1

d’aprés (8), cette expression tend vers une limite non nulle quand # — oo
& la condition nécessaire et suffisante que, pour aucun entier jZ0, on
nait PE = }(mod 1) (condition A (P)). Supposons qu'on n’ait ni A(P),
ni 4(2"1—") (k entier > 0); alors il existe des entiers j, &, u, v tels que
PE = (2p+1)/2 et 2°PE" = (2v+1)/2, dome 0% = 2F(2u+1)/(20+1);
on en conclut aisément que k—j =1 et v =0, donc = 2(2pu+1);
soit, compte tenu de la restriction 0 <4, 6 =2 ou 0= 4. En dehors de
ces cas, on vérifie que T'une au moins des trois circonstances suivantes
est réalisée: A(P) et A(Q); A(2P) et A(2Q); A(4P) et A(4Q). En po-
sant suivant les cas u = Q0", w = 2Q6" ou w = 4Q0™, on voit que
y3(u)y?*(u) -1 % 0 quand n — co. D’out (d), ce qui achéve la démon-
stration du théoréme.
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SUR UNE PROPOSITION
EQUIVALENTE A I'H YPOTHESE DU CONTINT
PAR
J. POPRUZENKO (LODZ)

Soit € ensemble composé de toubes les suites s = (71, Nay «.«y My )
d’entiers positifs tendant vers 1'infini:

(1 mnni = oo.

s eb = (Mg, Myy .., My, ...) btant deux éléments de &, écrivons

(2) s>1
lorsque limm;/m; = oo, et dans ce cas seulement. Nous dirons alors que
4300

la vilesse de la croissance de la suile s est plus grande que celle de 1.

La relation (2), qui est transitive et non-refléxive, établit dans &
un ordre partiel. Démontrons gqu’elle jouit de la propriété fondamentale
que voici:

LEMME (comp. [2], 1). N étant un ensemble au plus dénombrable C &,
il ewiste deux éléments de &, s et 1, tels que
(3) t> N> s().

Démonstration. La formule i3> N étant facile 4 démontrer,
il ne g’agit que de la formule N > s. En voici une démonstration directe,
proposée par E. Marczewski.

Soient f, n}, ..., nl, ...
a N.

On peut déterminer une suite d’entiers positifs:

(j =1,2,...) toutes les suites appartenant

(4) Ll< N <Ny <Ny<..n
telle que

(B) mg=md j=1,2,...,m;m=1,2,..

pour &= Np;

(1) Cest-a-dire que ¢3> p>s pour tout pelN.
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