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SUR LA CONVERGENCE DES INTEGRALES
PAR
M. BIERNACKI (LUBLIN)

Je vais établir la proposition suivante:

THEOREME. p élant un mombre positif arbitraire et y(x) une fonction
deux fois contindiment dérivable pour x > x,, si y'(x,) > 0, y”(x) > 0 pour
% = x, et st Uintégrale

[==]
[ @'lyyax
o

est convergente, alors il en est de méme de Vintégrale

©

[ @y ris.

T

Dans la démonstration, on peut évidemment supposer que #, =0 et
que y'(0) =1. i

Ce théoréme signifie que y"’/y’ est ,,en moyenne” plus petite que y'/y.
1l est curieux que, dans le cas des fonctions analytiques et des moyennes
sur les circonférences, ce soit le contraire qui a liew (cf. [1]).

Lewve I 8ip>0et g<1, on a (1—g) > 1+gp.

Si ¢ < —1/p, Pinégalité est évidente, car le second membre est non
positif. 8i ¢ > 0, le lemme résulte immédiatement de la formule du bindme
appliquée au premier membre de l'inégalité.

Si —1/p < ¢ < 0, posons s = —gq; Pinégalité pourra s’écrire 1-+s
< (1—ps)™, ol 0 < ps < 1, et elle résulte encore de la formule du

Py

binéme appliquée & son second membre.
Lemwe IT. Considérons Dégquation différentielle

(1) o' a(w)y =1

, -]
ol a(x) est positive et conlinue pour x =0 e ou f dz[[al{z)? converge.
[
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8i () est une solution quelcongue de (1) Vintégrale [ [v(2)Pdw con-
verge (1). ’

Supposons d’abord que v(0) > 0; il en résulte que v(z) > 0 pour
tout z > 0, car si Pon avait v(z) = 0, on aurait aussi, d’aprés (1), o' (z) = 1;
il résulte alors de (1) que l'on a @'(z) <1 pour tout 2 > 0. En
remplagant dans le lemme I ¢ par o', on obtient 'inégalité

P —1/a" =" —P[(1—0')F < PP —o"(1+0'p) = —po®v’,
done
; ¢ ds P 1
Pap < [ 2 P i) ot 1.
Uf'vda: _Ofap+p+1[v (0) =" ()]

Lorsque 4 — oo, on en déduit tout de suite le lemme II dans le cas
ot »(0) > 0. 8i v(0) <0, il suffit de remarquer que si v(z) < 0, on a,
d’aprés (1), v’ (x) > 1 et par suite v(x,) > 0 pour une valeur assez grande
de 2,; on peut done reprendre le raisonnement précédent en y rempla-
cant 0 par z,.

Pour établir le théoréme, posons y'’(z)/y’ (@) = a(w);. a(z) remplit
Dbien les conditions du lemme IT. D’autre part, la solution générale de
P’équation (1) s’écrit

xz w
T [a(z)ds ~[ a(@)dz
v(z) = [a—i—fe"f dac]e °f
L]

Si la constante ¢ est convenablement choisie, on trouve, en vertu
de la définition de a(z), que v(x) = y (%) Jy'(z); le théoréme s’ensuit donc
immédiatement du lemme IT.

Remarque. 11 gs'ensuit des hypothéses du théoréme que
gy (x) = oo; il Tésulte done du théoréme que Pintégrale

(@) [ apy

est-aussi conwergente. Or, dans le cas ol p < 1, on peut trouver une dé-
monstration directe de ce fait; cette démonstration montre de plus que
Vintégrale (2) converge trés rapidement. On peut toujours supposer que
2 =0 et y'(0) = 1.

(*) Dans le cas ol p = 1 ot v(0) = 0, le lomme IT & 6té établi par Z. Opial ([3],
théoréme 5), qui a dailleurs remarqué plus tard que la démonstration de cet article
s’étend au cas de p positif quelconque. La démonstration des lemmes T ot I1 exposée
ol constitue une extension d’une autre démonstration de Z. Opial relative au cas
ol p =1 (cette démonstration n’a pas été publide jusqu’a présent).
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Levwn T 8i p> 0, a(w) > 0 pour » =0 et si [dojad® = K < oo,
[]

&

>
oo
on a, pour >0, [o"dn > a2|K. 8i 0 < p <1, on a aussi
0

.z 1 p .
s = |—= T,
Jado /‘( K) v
o”(z) et 1/a”(z) étant toujours ,contrairement croissantes” on a,
en effet, d’aprés une inégalité de Tchébyecheff (cf. [2], . 168)

z 1 1 @ d z K x
@ = f7~a”dm<—f—g—fa”dw<-fa”dm,
o zJ o =
0 N 0 0 0
d’ol la premiére inégalité du lemme. Pour en obtenir la seconde, il
suffit de remarquer que la moyenne intégrale d’ordre p est une fonction
croissante de p (cf. [2], p. 143), done que Pon a pour p < 1

17 17, T 1\
-—fa(m)d:c} [-faf'”das] > (—) P,
z z K

On a donc pour p <1

£
-~p [a(x)de
o

1 1/p 1+p—1
. —p(1RYL/P 1 +P
77 ¢ < gTrumEe

et ceci achéve la démonstration de P’assertion préeédente.
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