Coutures et tapis
par

B. Knaster et A. Lelek (Wroclaw)

1. Introduction. Nous appelons couture (,,simple mapping” au sens
de Borsuk et Molski [1], p. 84) toute fonction continue f prenant cha-
cune de ses valeurs au plus pour denx valeurs distinctes de sa variable.

Nous appelons tapis tout continu T localement connexe (image con-
tinue du segment de droite) situé sur la surface sphérique §,, étant une
courbe (c’est-i-dire de dimension 1) et dont le complémentaire se com-
pose d'une suite de disques (¢’est-a-dire de Tégions ayant pour frontiéres
des courbes simples fermées) aux fermetures disjointes. Soient D, D, ...
ces disques et Oy, Oy, ... leurs frontiéres: O = Fr(Dy). Par suite de la
connexité locale du tapig, le diamdtre de Dy, donc aussi celui de Oy,
tend en vertu du théoréme de Schonflies (voir [3], II, p. 363) & zéro:
(1) lim 8(Dy) = 0 = lim () -

. m—>00

m->ca

Tout tapis a évidemment une image homéomorphe sur le plan: tapis-

plan (1). La dénomination est due, en fait, & Paspect d’une courbe plane
de Sierpifiski [7], dite universelle (car contenant des images homéomor-
phes de toutes les courbes planes) et connue par ses nombreuses appli-
cations. D’aprés un théoréme de Whyburn (voir [8] et [9]), dont la dé-
monstration va paraitre prochainement (voir ce volume trois proprié-
tés suivantes des ensembles plans X sont équivalentes:

(i) X est un tapis; ’

(i) X est in eourbe localement connexe qu’aucun point ne coupe
localement;

(iii) X est homéomorphe & la courbe universelle de Sierpinski.

Nous allons montrer que tous les points d’un tapis sont des points
de ramification d’ordre 2% (au sens de Menger; voir [6], p. 97) et définir
un tapis G qui sera obtenu du segment de droite par une couture. C'est
1 solution du probléme 2 de Borsuk et Molski ({11, p. 91) (3). Elle sera

(1) par projection stéréographique par exemple.

(® Il suffivait d’ailleurs que certains de ses points soient d’ordre indénom-'

rable, car il 8'agit du probldme, si Pordre au plus dénombrable de tous les points d'une
courbe est un invariant des coutures.
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précédée par un théoréme d’aprés lequel une couture de G peub fournir
un carré ou une surface de sphére, de sorte que les deux derniers con-
tinus (de dimension 2) se laissent obtenir du segment rectiligne par super-
position de deux coubures. Les autres résultats établis dans la suite ne
gont qu’accessoires. .

2. Préliminaires. Fixons les notations: I désignera le segment
0 <u <1, B leplan z =0, I* le carré au coté I sur B? S, la surface sphé-
rique #2+y2+(z—17=1, 9, le point (0, 0,2) de S, (son pdle nord),
s: 8,—(p.,.)—~E* 1a projection stéréographique de S, sur E? du point p,,
enfin R V'ensemble des points de B? anx deux coordonnées rationnelles.
Tes notations plus géndrales seront empruntées & [8]

& étant un espace métrique (avec la distance o) et compact, nous
entendrons jei par décomposition F de & toute famille FC2% den-
gembles T, compacts, non-vides, disjoints deux 4 deux — dits tranches

de 1a décomposition F — et tels que & = J T;. La semicontinuité supé-
T¢eF

riewre d'nne décomposition F sera entendue comme dans [3), 11, p. 42,
3 savoir que F' étant un ensemble fermé quelcongue dans lespace &,

1a somme |J T y est aussi un ensemble fermé.
TEDF¢0 .

TevMME 1. X, C & éant des ensembles fermés, disjoints e tels que

2) lim §(X) =0,
m—>o3
et F,, élant une décomposition supérieurement semicontinue de X, lo dé-
composition F de & en tranches des décompositions Fp, pour m=1,2, ...
et en points individuels de Pensemble X — | ) Xy, est supériewrement Semi-
m=1

continue.

Démonstration. Soit {T,} une suite convergente de tranches de
1a décomposition. F de &.

Si une infinité des 7T, appartient & une méme décomposition Fy,,
Ia limite de ces tranches, qui est en méme temps celle de la suite {Tn},
est contenue dang une senle tranche de la méme décomposition Frn, en
raison de la semicontinuité supérieure de cette décomposition (voir [31,
II, p. 48), donc ausyi dans une seule tranche de la décomposition F,
car F,,CF.

il n’y a, par contre, qu'un nombre fini des T, dans chagque F
pour m == 1, 2, ..., il résulte de (2) et de I’hypothése d’aprés laguelle les

tranches de F—{ ) F,, se réduisent & des points qu’il en est de méme
m=1
de la Yimite de la suite {T,}; cette limite est done encore contenue dans
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une seule tranche de F. La condition précitée, équivalente 3 la semi-
continuité supérienre de la décomposition F (voir [3], II, p. 45, (i),
est ainsi satisfaite dans les deux cas possibles.

Levve 2. Tout ensemble dénombrable P dense dans 8, équivaut to-
pologiquement & Lensemble s—3R).

Démonstration. Il s’agit d’établic une homéomorphie A: 8,8,
telle que A{P)=s~Y(R).

On peut évidemment admettre que P € 8;—P. Comme dénombrable

et dense dans E?, Pensemble s({P) équivaut topologiquement & R (voir [5], -

P. 264); c'est-a-dire qu’il existe une homéomorphie ¢: Z2—+E? telle que
9{s(P)) == R. La fonction % = s-igs est donc une homéomorphie trans-
formant ’ensemble 8;—(py) en lui-méme et Pon a h(P) = s—R). Or,
8;—(p,) étant une région et son complémentaire (p.) étant de dimen-

sion 0, cette homéomorphie se laisse prolonger en celle de 8, en §, (voir
[3], II, p. 386). ’

3. Partie irrationnelle du tapis. T étant un tapis, appelons ses
0
sous-ensembles N =70, et T—N = D Cp, partie irrationnelle of
1

m=1 ==
rationnelle de T respectivement. Evidemment,

L —
(3) N=8,—D,.
m=1
TEBOREME 1. T dlant un tapis, il existe une fonction continue @: 8,8,
satisfaisomt auw conditions:

(4) 1o fonction partielle @I N est une homéomorphie,
(3) @(N)=8,—s-YR),
(6) @(T—N)=g(8,~N)=s"YR).

Démonstration. On a 8,=N oD, 0D, u... en vertn de (3).‘

Considérons la décomposition F de S, en continus disjoints. D,,, ol
m=1,2,.., et en points individuels de N. En posant F, — (D) et en
tenant compte de (1), les hypothéses du lemme 1 se trouvent satisfaites,
d’oll la semicontinuité supériewre de F. Soit done f: 8p=f(8) = ¥ la
fonction continue de laquelle leg ensembles 7 y), o y ¢ ¥, sons préei-
sément les tranches de Ia décomposition F:

(M) fy)eF  pour tout ¥ ef(S8,).

Toutes ces tranches étant des contimus (& savoir des fermetures de
disques et des points) qui ne coupent pas 8, Pensemble 1(8,) est homéo-
morphe & 8, en vertu d*un théoréme de Moore (voir [3], IT, p. 380). Soit
byt f(8,) 8, cetbe homéomorphie.
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N est un ensemble frontitre dans S, en tant que sous-ensemble de
Tensemble T, qui est de dimension 1. Par conséquent, S,— N est dense

dans 8, et il en est de méme de Pensemble f(S,—N) = f("glm) =mL=Jlf {(Dm)

dans f(8,) par suite de la continuité de f. En outre, f(Sa‘—N ) es,t dénom-
brable, les ensembles f{D.) se réduisant & des points. L enseplble
Tnf(8;—XN) est donc & la fois dense dans S, et dénombra,ble-, ce qui en-
traine en vertu du lemme 2 lexistence d’une homéomorphie f,: So—S;
telle que
{8) hohnf(Sy— V) == s7*(R) .

Posons
(9) @ = holuf .

Les points de N étant autant des tranches de 1@ décomposition F,
1a fonction partielle f|NV est une homéomorphie, d’otr (4) en vertu de (9).
Comme Cy, 50 et O C D, par définition, il vient

(84— 30) =10 D) = £( 0 O) = H(T =T,

d’onr (6) en vertu de (8). Enfin, on a (5), car F(V) ~f(8,—N) =10, donc
en vertu de (8) et (9)

p(N) = h2h1[f(sa)’—f(sz_N)]
= holtyf (8,) — hohyf (Sp— N) = Sy—s7YE).

COROLLATRE. .Tout ensemble fromtiére X C S, est homéomorphe & un
sous-ensemble de N. .

1l existe, en effet, un P dénombrable, dense dans 8, et tel %Ee
XCA8,—P. BEn vertu du lemme 2, il existe donc une }mméomoip e
hi 8y —P—8,—s~R). Posons k' = h|X et.w = zpl"lih(X), ol ¢ est la or];;:-
tion (9). Bn vertu de (4) et (5), la fonction yh’ est une homéomorphie
* w%gi)grgéuﬁer, la partie irrationnelle de tout iapis contient des images

phes outes les courbes planes. ‘ )
IIOMéézy;orfo];?ﬂjfr;s sont des généralisations de la propriété .mentlonnee
dans UTntroduction eb qui a été établie pour la courbe universelle de -
Sierpiriski toute entiére (voir [7], p. 629 et [6], p- 354). .

LEMME 3. 8 O CS, esi un ensemble connewe ne se réduisant pas
& un point, Vensemble C ~ N est dense en soi. ‘ .

Démonstration. On peut admetire que ¢~ N =#0. Si un point
peC AN était isolé, il existerait un entourage ouwvert G de p, tel que

(10) G- (pNACAN=0.
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La composante O, du point p dans Pensemble ¢ ~ @ est donc un
ensemble connexe ne se réduisant pas au point p et l'on a C,—(p)
ClG—(p)]~ 0. Tl en résulte d'aprés (10) que [C—(p)]~ N = 0, clest-
-4-dire C,—(p) C 8,—N. La fonction continue (9) transforme par consé-
quent ¢, en un-ensemble connexe g(Cp) tel que

(1) P[0, — ()1 C s—Y(R)

et que ¢(p) ¢ 8¢~ R) d’aprés (6), done qui ne se réduit pas & un point,
puisque ¢(p) n'appartient pas & ¢[Cp—(p)].-Or, Vensemble s—(R) étant
dénombrable, il en serait de méme, en vertu de (11), de ’ensemble

p(Cp) =9[Co—(p)]wo(p),
ce qui en contredit la connexité.

Levue 4. 8i O C 8, est un continu ne se réduisant pas & un poing,
Vensemble C ~ N est vide ou de puissance 2%.

Démonsgtration. N étant un G, d’aprés (3), O ~ N est aussi un G,
done topologiquement complet (en vertu d'un théoréme de P. Alexandroff;
voir [3], I, p- 316). En outre, il est dense en soi d’aprés le lemme 3 et
composé par conséquent de points de condensation (voir [3], I, p. 321).
11 est donc de puissance du continu, en tant gu’ensemble horelien indé-
nombrable. 7

TrfoREME 2. Tout point dun tapis est dordre 2%,

Démonstration. 7 étant un tapis, considérons deux points, a e 7'~ &
et b e T—@, ot @ est un entourage ouvert de « dans S,. La frontiére
Fr(@) coupe donc 8, entre @ et b. L’ensemble N étant dense dans T en
vertn du théoréme 1, il existe deux points, a’ ¢« N¥ et b’ ¢ N, tels que Fr(d)
coupe 8, également entre a’ et ', Soit ¢ C Fr({@) une coupure irréductible
de 8, enfrre ces points. ¢ est donc un continu ne se réduisant pas 2 un
point e, N étant connexe en vertu du théoréme 1 (en tant qu’image
continue, & savoir projection stéréographique de l'ensemble connexe
E;—RE), on a nécessairement O~ N 0. En vertn du lemme 4, Uen-
semble ¢ ~ N, et & plus forte raison son sur-ensemble Fr(G) ~ T, est
done de puissance 2%. Tel est par conséquent lordre du point ae @
dans T, entourage G étant arbitraire.

4. Surface sphérique et domaines fermés plans comme
coutures des tapis. Toute composante D, du complémentaire
8,— T d'un tapis T étant un disque (voir la définition, p. 186), il existe
pour tout m =1,2,.. une homéomorphie %, transformant le cercle

Q= {=,y):2*+9* <1} en D,,. En particulier, on a donec
(12) hn(Fr(Q)) = Fr(Dy) = Oy
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La décomposition de @ en tranches T.= {(z,y): v =&, ¥ < 1§}
oit —1 <& <1 étant évidemment semicontinue supérienvement (méme
continue), nons concluons que

(13) la décomposition Fy, de Dy, en tranches hy(T:) — qui sont d'aillenrs
des arcs simples pour |£| <1 et des points pour |&] =1 — est semicon-
tinue supérievrement (m=1,2, ..).

L’ensemble T': ~ Fr(Q) n’étant composé, pour —1 < £ <1, que dun
ou de deux points, il en est de méme de hy(Ts) ~ hu[Fr(@)], qui coincide
avee hp(Te) ~ Oy @aprés (12), donc avee hn(T:) ~ T, puisque le sur-
-ensemble D,, de hy,(T:) est disjoint de N en ‘vertu de {3). Notons donc que

(14) pour m=1,2,... e —1L <£<1, tout hn(Te)~T se compose de
dewx points aw plus.

TrroriME 3. Tout continu I C 8, dont le complémentaive S,—1I' se
compose den (nombre fini) disques aux fermetures disjointes (n =0, 1,2, o)
se laisse obtenir par couture de m'importe quel tapis T.

Démonstration. En tenant compte de (3) et (13), soit F la dé-

composition de S, en tranches h,(T:) des décompositions Fp des D
! n

powr m = # 41, n+2, ... et enpoints individuels de Iensemble N Ule
=
(le sommande droit étant considéré constamment comme vide dans le

cas de = 0). D’aprds (1) et (13), la décomposition F est semicontinue
supérieurement en vertu du lemme 1. Soit done f la fonction continue
satistaisant & (7). Les tranches de F étant, conformément 4 (13), des
continus qui ne coupent pas S, (en tant que des arcs simples et des points),
il existe, en vertu du théoréme précité de Moore (voir [3], II, p. 380),
une homéomorphie hy: f(8,)—>8, en 8,.

En vertu de (14), la fonction partielle f; = f|T est une couture et
PYon a .
(15) AT = HT) =T v Dnrs v Dapa ) = f(8= ) D).

m=1

n ___ .
La fonetion f étant, évidemment une homéomorphie de QP"M il

n
en cgt de méme de hf. Par conséquent hf( 1) Dy) est une somme de »n
=1 N

digques aux fermetures disjointes (sinon vide). Deux sous-continus (11.164-
conques de la sphére qui en différent par un méme nombre (nul ou fini)
de disques aux fermetures disjointes étant notoirement homﬂéomoriphes
(voir [3], I1, p. 382), il existe une homéomorphie hy: Sz_hlf(m!PM) -8,
telle que

(16) ‘ ho[ 8y — T f( L D) =TI

m=1
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* n
Toute tranche de la décomposition F étant contenue soit dans \_) D,

m=1

| D) = (82) (82— U Do)y Ao

n 3
soit dans S;—\J Dy, on a f(
m=1

m=

Se=1af{ ) Don) = 8=l £(85) — S — U D]

m=1

= 83— [ (S) — Iy f(Sa— L D))

m=1

= 8y [Sy—hyf(Sy— LJ Dul]

N

= M (Sy— "lem) = I h(T)

en vertu de (15). Ainsi ki, fy(T) = I" @aprés (16). Bnfin, f, étant une

+ couture de T, il en est de méme de h.hf,, puisque k; et k, sont des homéo- -

morphies.

COROLLATRE. La surface sphérique S,, de méme que le carré plan I?
se laissent obtenir par couture de tout tapis T.

En effet, pour S, cest le cas particulier olt #» =0 et pour I2
c’est celul ot # =1, puisque §, s4ns un disque est Une fermeture
de disque (en vertu du théoréme de Jordan), donc¢ un continu homéo-
morphe & 12

5. Tapis comme coutures du segment de droite. La courbe
G que nous allons définir par une couture de I sera un tapis plan;
il suffit donc de le soumettre & la projection s—* pour en obtenir par
homéomorphie un tapis TCS,.

Nous definirons d’abord une opération £ portant sur les carrés.
Soient: @ un carré, L sa diagonale ayant ses bouts aux sommets & et b,
J un segment a <z < B, oll a < §, et f la fonction transformant linéaire-
ment J en L de manidre que j(a) = a et f(§)=b.

Divisons @ en 72 carrés égaux i Laide des droites paralldles aux
cOtés de @, rejetons-en 8, 4 raison de 4 formant un carré ) chacun des
deux sommets opposés autres que « et b, et numérotons les carréds qui
restent comme & la fig. 1. Soit Q,,@,, ..., Q, la suite qu'ils forment.
Divisons ensuite J en 41 segments égaux i l'aide des points wy== o+
~{f—0)i/41 et transformons linéairement chaque segment o;y <@ < a;
en diagonale L; du carré @; (b savoir en celles marquées & la fig. 1),
de fagon que le segment J se trouve transformé en ligne brisée
B=1I,ulyw..uL, aux bouts o et b (passant d’ailleurs deux fois par
plusieurs de ses sommets),
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/!
T b gy b
! ! 18 32 f 1
17 3 41 : )
o
16 30 40 :
() 33 ;
6 20 34 l
5 15 29 39 q
a 14 28 38 A
n
7 21| 35 Vq)
8 22 s
3 13 27 37 ‘
12 26/ ! {
? 23 i
10 24 !
1 | 25 | !
a T 1 -t
Fig. 1 Fig. 2

Soit 2y la transformation de J en B ainsi définie. Blle est bien une
couture, elle est biunivoque sur le contour du carré @ et en outre

m) FI) C4(F),
(18)  les fonctions J et &y coincident aux bouts du segment J.

TakoriME 4. Il existe une couture v du segment I telle que le con-
tinu ‘G =1(I) est un tapis.

Démonstration. Posons ¢ = I?; ¢’est donc le carré-unité aux som-
mets opposés @ == (0,0) et b= (1,1). L étant sa diagonale aux bouts
o et b, soit f, une fonction linéaire telle que

folly =1L, f(0)=(0,0) et fo(l)=(1,1).

Posons f, = 2, et désignons par @i et L] respectivement le carré
au e6té 1/7, analogne du carré @, et sa diagonale, analogue de L;. La
fonction f, est done wune couture et transforme le segment Ii
= {m: (i—1)/41 <z < ¢/41} en diagonale Lj de @i, pour ¢=1,2,..,41.
Appelons les earrés QF, @}, ..., QL et les segments I3, I3, ..., I}, Tespective-
ment carrés et segments de premiére approximaiion et posons Blzl}}u
OIiv ... w L. On a done f: I-»B, CI% )

Admettons quune couture fy,: I—+B,_, CI* se trouve définie qui
transforme linéaivement le segment IM ‘= {z: (i—1)41" " <2z < 43/41”“‘1}
en diagonale L' du carré Q7 au c6té 1/7"7" ol ¢=1,2,..,41" "
Définigsons alors la fonction f, par les conditions:

(19) : foo= Q4 0™

(20) fall7 7 = fhs
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. 1 s Asps .
olt i=1,2,..., 41", Ainsi définie, 1a fonction f, est une couture en

vertu de (18) et chacune des fonetions fi transforme d'aprés (19) les
41 segments

Ty = {@: (i—1)/41"7 4 (j—1)/41" <@ < (i—1)/41"7 44417,

ot §=1,2,..,41, en diagonales des carrés aux cOtés 1/7", analogues
des carrés Q,, Qs, ..., @y, contenus dans le carré Q7. Rangeons tous les
segments Jy, ol 4 =1,2, .., 41" et j = 1,2, ..., 41, d’aprés leur ordre
de succession sur I en une suite {I7}, ot i=1,2,.., 41", Les ocarrés
aux cdtés 1]7", gui leur correspondent, et leur diagonales respectives for-
ment alors les suites {QF) et {I?}. Appelons les 41" carrés Q7 et les se-
gments I} carrés et segments de m-idme approximation et posons
Byo=I' oIt o..uLl. On a alors fu: I>B,CI* et tout segment
I7 = {p: (i—1)/41" <% < /41"} ol 4.= 1, 2, ..., 41" se trouve transformé
par 7, linéairement (4 savoir par similitude) en diagonale I} dn carré Q7
au cdté 1/77

La suite infinie {f,} de coutures de I étant ainsi définie par induec-
tion, posons
(21) 7 =limf,.

N-—->0Q

Montrons que cette limite existe et qu'elle est continue. Si » e T,
on & fri() € @V et aussi fu(z) e @7 en vertu de (19) et (20). Par con-
séquent (p désignant la distance dans E2),

olfn(#); fs(@)] <¥2/T"

pour wel et n=1,2,..

La suite {f,} est donc uniformément continue dans I, d’out l'exis-
tence et la continuité de sa limite =.
Envisageons Pensemble z(I). On a d’aprés (17)

(22) FoD) CHI) C . CHADC .
d’ou
(23) (1) = U tulD)-

En méme temps,

(24) 0o ot
1=1 i=1

41" "
et comme f,(I) = B, CJ @} par définition, il vient full) C ) b pour
= i1

417

m=0,1,.. 0V pour
1

et m—1,2,.. dapres (22), done fn(I)C

n=1 1=
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m=0,1, .. et, lo membre droit de cette ineclusion étant fermé, on con-
clut de (23) que )

co 41"

(TN U

n=11=1

Réciproquement, on a pour tout i=1,2,..,41" et pour toub
m=n-+1,1+2, . full) f‘Q;’:L'i‘éO et

(25) lim 5(Q) =0,
d’olt o,
O yeice

en vertu de (23). Les deux inclugionsg établies donnent donc Pégalité
(26) =N Jer.
Nous pouvons montrer A présent que = est une couture. Soit v e (I).
at
Pogons, pour abréger, Fn=J @} et considérons les trois cas possibles:
=1 .

1° Il existe, pour tout =1, 2, ..., un indice i, tel que y est & Pin-
tériour de QF, relativement & la somme Fy:

27 y € Bu—Fn—0Qi,-

Taisons alors correspondre & tout @; le segment Ij, de n-iéme appro-
ximation, donc de longueur 1/41", pour lequel fulli) = Li, C @y, On
et la partie commune () I} se réduit & un point,

n=21

a done I3 D150 ..
soit & & Par conmséquent (&) =1.

Or o == & entraine () #y. En effet, il existe pour & 7 &, & partir
dun n suffisamment élevé, un NUMEro jn 7 e tel que @ elj, dou
Ful®) € @5, pour m >n et par conséquent "7(x) € @7, en vertu de (21).
Comme @7 ~ @7, CF,L—QZ; , il en résulte &’apres (27) que T(z) # Y. Ainsi
- (y) se réduit dans ce cas au geul point £&.

2° T1 existe, &-partir d'un 7, deux suites infinies {in} et {ja} Qin-
dices, telles que

(28) yeQi ~Qj, et y non €Qr pour InF Fen # -
Posons .
Ey=N I e (&)= I,
=g n=mg

Par conséquent, fu(&) €@, eb falbo) € Q;, pour ftoub > o d’ont
2(&) = t(&) = y en vertu de (21) et (28). Or &, 5 o # &, entraine (@) # Y.
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En effet, si o différe de &, et de &, il existe pour un » suffisamment élevé
un indice k,, distinct de iy, eb j, et tel que wel,, d’ol fu(x) <Qr,
pour m >n et par conséquent () e @}, en vertu de (21). Il en régulte
Q’aprés (28) que z(z) #y. Ainsi v—(y) se réduit dans ce cas au couple
de points &, &,.

3° 11 existe, pour un n,, au moins trois indices distincts gy Jng €6 Kn,
tels que

(29) Y e @ A QL A QL.

Le point v est done un sommet du résean quadratique aw cdté 1/7%,
a savoir sommet commun de plus de deux carrés de m,-idme approxi-
. maftion. Tl en résulte que
(30) Y € fno(L),

car en cas contraire y serait (vu (19), (20) et la définition de I’opération 2y
Pun des sommets des carrés aun coté 1/7™%, rejeté avec eux & Vappro-
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ximation immédiatement suivante, d’ott y e B2— () QP71 et y ne saurait
i=1

appartenir & =(I) en vertu de (26).

Nous allons montrer que, dans le cas considéré, y est un point in-
bérienr d’une somme de quatre carréds dune autre approximation (il est
donc leur sommet commun). |

La fonetion f,, étant une couture et y appartenant, en vertu de (29)
et (30), & plus de deux segments de B, , Pensemble fy) S6 compose
exactement de deux points, soit &, et £, dont chacun est un bout de
deus segments de n,-iéme approximation, transformés par f, en dia-
gonales de deux carrés de m,-idme approximation. Mais alors il en est

de méme des points & et &, dans toutes les approximations ultérieures.
Soit pour tout w = n,-+1, n,+2, ...

(51) =I3,f‘1ﬁ: (&) ZI?nﬁmna it l, et Jn 7= My
d’ott
81) y=1(&)=v(5) eFn—Fn—(Q7, v @7 w07, Q).

Or § # x # £, entraine 7(x) £ 4. Bn effet, si o differe de &, et &,
il existe pour wn n >m, suffisamment é&levé un indice hy, tel que
1 <h, <41% que

(32) ' hy différe de i,, de j,, de I, et de Mo,

eb que z e I, , d'ott fu(2) € @, pour & > n, Aot 7(z) € 7, €0 vertu de (21).
Ona Q5 ~ (@5, v QL w@F w Qm,) CFr—(Qr O ¢, w97, w @) en vertu de
(32). Le point z(x) ne peut donc coincider avec y en vertu de (31). Ainsi
= y) se rédnit & deux points également dans le dernier cas.
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Reste & démontrer que le continu G = v(I) est un tapis (plan).
Comme image continue de I, il est localement connexe. Tout ecarré @7,
ot m=1,2,..e ¢=1,2,..,41", contenant des points rejetés au pas-
gage & la (n+1)-iéme approximation, le continu 7(I) est non-dense
dams B2 en vertu de (25) et (26); il est donc une courbe (voir {3], IT,
p- 353, 12).

Pour montrer que les frontiéres C,, des composantes D,, de E2—x(I)
sont des courbes simples fermdées, il suffit (voir [3], XTI, p. 360) de mon-
trer qu’aucun point ne coupe 7(I). Désignons par U" lensemble de tous
les sommets ¢ commung d’au moins trois carrés de n-idme a.pproxima.,-
tion et par V'(g), pour g e U la somme des carrés de n-idme approxi-
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mation au sommet g. L'ensemble | @;—V™(q) est connexe pour tout
fe=1

g e U™ (voir fig. 2). En multipliant les deux membres de (26) par @7, on
congtate que, pour tout ¢=1, 2, ..., 417, Vensemble Q7 ~ 7(I) est sem.-
blable, done homéomorphe, & =(I). Il est par conséquent un continu,

418
d’otr la connexité de Vensemble z(I)~V™"g)= z(I)n [zl:J1 P —T7g)]

= tj QF ~t(I)—V"(g). Ainsi

(33) w(I)—V™g) est un continu pour tont g¢eU”.

Soient maintenant 1, ¥s et 2 trois points distincts appartenant a, ().
Pour conclure que z ne coupe pas z(I) entre y, et ¥, i} g'agit de her’ les
points y, et ¥y, par un sous-continu de =(I)—{(z). En désignant par n 'en-
tier positif le plus petit pour lequel on a

(34) 2y/2/T" < minfe(e, 1); e(e, ¥2)],

il exigte un point ¢ U" tel que
(35) ) k4 G—Fn'_—Fn'"Vn(Q) .

En effet, 51 2 € U™, on 0’a qu’s poser ¢ = #z; 8i 2 517'n——Fn—ﬂ—Q}L pour
m i=1,2,..,41% on a Q7 CV"(¢g) pour un sommet qnde Q,;-, ce qui
entraine (35), et si z est mitué sur le coté commun d'un Q7 etAdlm 2?11121:6
carré de m-idme approximation, un des deux bouts de ce coté satistait
4 (35) pour la méme Taison.

Or 8(V™(q)) = 2V/2/T et zeV"(q) entrainent Pappartenance de y,
et 4, & z(I)—V"(g) en vertu de (34). On a aussi r{I)- ™q) Cﬁ;n—_V”.(q)Z
done # non ¢7(I)—V™q) en vertu de (35). L’ensemble v(I)—V"(¢) ainsi
défini est done, en vertu de (33), un continu liant 3, d y, dans z(I)
8aNS Passter par z.
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BEnfin, pour montrer que les frontiéres C,, des composantes I}, de
Er—z(I) sont disjointes, posons

4™

Hy=Dy— L;JlQra

on a donc

(36) HLCHLC..CHpC..
co (%) 41)1

en vertu de (24) eb U1Dm= B—z(I)= I - Q) en vertu de (26).
m= n=1 =1

Par conséquent

{37) D= Hpp.
n=1
Or on obtient par définition Hy, " de Hj, en ajoutant & H,, les carrés

au coté 2/7"*" (donc les réunions de quatre carrés au cdté 1/7""") rejetés
an '
de |UQr au passage de la fonction f, & la fonction fu4q (cf. (9), (20) et

=1

la définition de lopération ). Si HY 0, on a done (3) Hi*—HY
C R(HY, 2737, et comme D= Hio U (L7 Hi)

' wm) d'aprés (36)
I=n
et (37), il vient

DmCK(H;,,Ez]'?;N"“)

j=n

(38)

pour tout # tel que Hy, 0.

Deux indices m, et m, étant donnés, il existe en vertu de (36) et (37)
un # tel que Hy, 0 Hy,, et on a (%)

(39) o(Hpm,, Hy,) = 17",
d’olt
(40) K(Hp 13- T~ K (Hpy, 1V2/3-7) =0,

ear 1'2/3-7" < 1'2,26/3- 7" = 0,5/7" < }o(Hn,, Hy,) Laprés (39). Mais
]__;;2];’5/77'“:]‘5/3#“ et par conséquent D, ~ Dp,— 0 daprés (38)

et (40), @0l Cpy n Opy== 0 ponr les frontiéres
monstration est achevée.

de ces disques. La dé-

(®) Kle, r) désignant I'intérieur du cercle de centre t d ; for
P UCK(c, y re ¢ et de rayon r; en formuls
[-13

() e(X;, Xy) =infg(z,, #,) pour x, e X, el z e X,.
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6. Superpositions de deux coutures. Les théortmes 3 et 4
entrainent le corollaire suivant:

Tout continu I' C S, tel que S,—I' se compose tout aw plus d'um nombre
fini de disques auw fromtitres disjointes (ou est vide) peut &re obtenu du
segment rectiligne I par une transformation continue qui est une super-
position de deuw coutures.

De telles transformations & l'aide de eoubures uniques sont impos-
sibles en vertu dun théoréme de Hahn ot Mazurkiewicz (voir [2], p. 42
et [4], p. 114).

En particulier (ef. Corollaire, p. 192), il existe une tramsformation
continue dw segment T en sphéve S, tout entiére, eb une awtre en carré 1° tout
entier, composbes chacune de deux coutures seulement.
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