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Sur l'unicohérence, les homéomorphies locales
et les continus irréductibles

par

A. Lelek (Wroctaw)

§ 1. Introduction. Scient X et ¥ deux espaces métriques com-
pacts et f une fonction dont la variable x parcourt X et dont ¥ est I'en-
semble des valeurs. Appelons f homéomorphie locale au sens large lorsqu’il
existe, pour tout point x ¢ X, un entourage (ensemble ouvert contenant
ce point) U, tel que la fonction partielle f|U. est une homéomorphie.
Lorsqu’il en existe, pour tout x ¢ X, dont les images f(U,) sont en outre
ouverts (donc des entourages ouverts de f(z) dans ¥Y), la fonction f est
dite (voir [2], p. 35) homéomorphie locale tout court. Appelons enfin la
fonction f recouvrement de Y par X (voir le livre [11] de Pontriagin,
p. 352, définition 45 (%)), lorsqu’il existe, pour tout point ¥ ¢ ¥, un entou-
rage V, tel que Vensemble f~Y(V,), c’est-d-dire celui des @ pour lesquels
f(x) e V,, est somme d’'une famille d’ensembles ouverts disjoints,

= u,

sur lesquels les fonctions partielles f|U sont des homéomorphies et
1( Ui)zvy . '

Les fonctions de ces trois classes sont done continues par définition.

Toute homéomorphie locale en est trivialement une au sens large,
mais pas réciproguement, méme lorsque X et ¥ sont compacts. Par
exemple, la fonction f(z)= ¢ transforme le segment 0 << 2w en circon-
férence par homéomorphie locale au sens large, sans qu’elle soit une
homéomorphie locale; en effet, ancun ensemble ouvert dans une circon-
férence n’est l'image homéomorphe d'un ensemble qui est ouvert dans
le segment et en contient le bout z=0.

Le méme exemple montre qu'une homéomorphie locale au sens large
peut augmenter Dordre d*un point, & savoir transformer le bout (done
point d’ordre 1) d’un segment en un point de circonférence (donc point
d’ordre 2); mais il sera démontré qu'elle ne peut le diminuer (voir § 3,
théoréme 2).

(*) Dans [9] et [11], c’est l'espace X qui est dit recouvrement de Vespace ¥.
4*’
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La relation entre Phoméomorphie locale tout court et celle au sens
large sers précisée par le théoréme 1 (voir § 3) carvactérisant les homé‘O-
morphies locales comme des fonetions qui sont & la fois homéomorph%es
an sens large et transformations intérieures (dites aussi ouvertes), ¢’est-a-dire
continues et transformant les endembles. ouverts en ensembles ouverts.

Tout recowvrement est trivialement une homéomorphie locale, mais
pas réciproquement, pourva que X ne soit pas eompact. Par exemple, la
projection orthogonale f de X composé de points (2,y), ob 0= <y <2
ot 1= <y <3, sur le segment ¥ (aux bouts y=0 et y=3) de I'axe des
ordonnées est une homéomorphie locale sans étre un recouvrement.

11 résulte toutefois dun théoréme &’Eilenberg (voir {2], p. 37) que
pour les X métriques compacts les deux notions coincident. Comme il
ne sera pas question dans la suite que des continus, 1'usage ne sera fait
gue de 'une de ces notions, & gavoir de I’homéomorphie locale, dont la
définition est plus simple.

Un continu X est dit wnicohérent, lorsque 4 et B étant deux con-
tinus tels que X =4 +B, la partie commune A-B est un continu. Cette
propriété topologique importante (qui est celle des sphéres par exemple)
est, pour les continus localement connexes (images continues du segment
rectiligne), un invariant des transformations intérieures (voir [8], p. 333, 3°,
et 336, 3), done & plus forte raison des homéomorphies locales. Eilenberg
a posé en 1935 (voir [3]) le probléme, 5’il en est de méme de la non-uni-
cohérence, 4 savoir: un continu localement connexe X n'étant pas uni-
cohérent et f étant mne homéomorphie locale, est-ce que le continu
¥ —=#(X) n'est pas unicohérent?

TUn exemple donné par Marty en 1937 (voir [9], p. 171) résout ce
probléme par la négative. La dimension de X ot de ¥ y dépasse 1 (on
y a dim X=dim ¥=2). Cependant une étude plus détaillée de la que-
stion — et tel est le sujet principal du présent travail — montre que la
solution est atfirmative lorsque dim ¥=1 (voir § 3, corollaire) et méme
que l'on a alors un théoréme bien plus général (voir § 3, théoréme 3).

L’exemple de Marty, précisé et complété dune démonstration, est
le suivant:

Te continu localement connexe X se compose de sphére § et d'elli-
psoide T aux équations #*+4y°+#=1 et 22+ 2(y*+#2)=1 respective-
ment, dont la partie commune §-E se compose de deux péles (1,0,0)
et (—1,0,0). Ainsi X n'est pas unicohérent. Décomposons 8 et E en couples
de points symétriques par rapport & lorigine (antipodes). Ces décompo-
sitions étant continues (voir [8], p. 47), les fonctions f, et f. qui trams-
forment § et E en espaces (métrisés selon Hausdorff) ¥, et ¥, des cou-
ples de leurs antipodes respectivement sont des trangformations inté-
rieures (voir [8], p. 48). Elles coincident aux pdles des deux surfaces
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- et les transforment en un élément commun unique de i’, et ¥.. Il en

résulte facilement que la réunion f des deux fonetions est une trans-
formation intérieure de X en Y=1Y,+7Y, et que, chacun des espaces
Y, et Y, étant homéomorphe au plan projectif (voir [8], p. 46), qui est
unicohérent (voir [8], p. 333), 'espace Y est unicohérent (voir [1], p. 197).
Enfin, la transformation intérieure f est une homéomorphie locale, car
elle lest au sens large; en effet, tout entourage U, d'un point arbitraire
2z e X qui ne contient gque des points distants de » de moins que § est
dépourvu de points antipodes et se trouve en conséquence transformé
en f(U,) par homéomorphie.

Le théoréme annoncé pour les ¥ de dimension 1 n’exige de f que
I’hypothése plus faible, & savoir que f soit une homéomorphie au sens
large, et comporte méme une thése plus forte, 4 savoir que f est alors
une homéomorphie (2) (de sorte que X et ¥ ne peuvent éfre unicohérents
que simultanément). Aussi I'hypothése de connexité locale de X se montre
superflue et celle de ¥ revient d ce que Y soit nune dendrite (voir [8], p. 338).

- Qlest le § 3 qui sera consacré aux propriétés en question des homéo-
morphies locales au sens large. Il sera précédé dn § 2 qui contient deux
théorémes généraux intervenant dans la suite en qualité de lemmes. Le
reste du travail (§ 4 et § 5) est consacré I’analyse des hypothéses & Vaide
des exemples et des théorémes, dont ceux sur les continus irréductibles me
semblent apporter quelque contribution nouvelle & leur théorie.

Parmi les hypothéses sur Y, ee n’est que celle de connexité locale
qui sera examinée. Il sera démontré (voir § 3) qu’elle est essentielle méme
lorsque f est une homéomorphie locale tout court.

§ 2. Lemmes. Convenons de désigner par Fry(4) et Intp(4) la
frontiére relative et Pintérieur relatif de A dans B respectivement. On
a donc par définition

Frp(4)=Fr(4)-B=A4-B—4B, Ints(4)=1Int(4)-B=B-B—4.
‘LEMME 1. Frp(d)-C=0 entraine Frp(d-C)CFr(C) pour tout ACB.
En effet,

Frp(d 0)=A-0-B-AC-BCA-C-(B—A-+B—0)-B
—A-[C+Tr(C)] B—4-B+A-0-B—0-BCA-0-B—4A-B+TFr(C)
=TFrz(d) C+Fr(0)=Fr(0),

le sommande Frp(4)-¢ étant vide par hypothése.

(%) La situation g’avére done (lorsque dim ¥ = 1) analogue 4 celle d’un autre théo-
réme d’Eilenberg (voir [2], p. 42, théoréme III), d’aprés lequel X étant un continu con-
nexe par ares, toute homéomorphie locale qui transforme X en un continu ¥ dons le
groupe fondamental disparait, est une homéomorphie. Il me semble que cefite analogie
explique P'origine du probléme posé dans [3] et témoigne en faveur de Vintuition de
son auteur.
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LEMME 2. A et B étant des continus, si A-B wlest pas connexe,
Tnt,.5(4) - Ints(B) ne Vest non plus. ]
 En effet, on a d’abord la formule générale suivante pour tout couple
d’ensembles A et B fermés:

(1) A-+B=Tnbu.5(A)+Intyis(B) .
Elle résulte de Videntité
Inty s(d)=(A+B)—(4A+B)—A=(4—B—-4) +(B—B—A4),

car AC(A—B—A4)+B-4, d'ott A +B=A-+(B—A)C(A—B—4)+ (B—4}+
+(B—4)C Inty,s(A)+Inte x(B), le premier sommande contenant 4 —
_ B4 en vertu de cette identité et le second contenant B—A en vertu
de 1a méme identité écrite pour B, puisque B—-ACB—A—B et A=4
par hypothése; enfin, l'inclusion inverse est triviale.

Pour abréger Décriture, omettons & présent les indices de relativi-
sation, ce qui revient & considérer A +B comme l'espace (pour la légi-
timité de cette substitution, voir par exemple [7], p. 23). On a done par
hypothése une déecomposition

(2) A-B=M+N,

(3) M=M+0#£N=N,

(4) M-N=0,

et comme Int(A) Int(B)CA B, il s'agit d’établir les inégalités
® Tt T MA0#£Tat(4) Tt(B) s

par raison de symétrie, on peut se borner a en établir 1a premiére.
On a (d'aprés lidentité déja appliquée) A—B C Int(4), d’on

A=A-B+(A—B)=M-+N+Int(4) en vertu de (2), done M [N+

1-Int(4)]# 0 vu (3) et la connexité de 4. Par congéquent

(6) M-Tab(4) 40

d'aprés (4). Comme M CA-BCA B, on a, en vertu de (1), M=M Int(4d)+
+M -Tnt(B), d’ol, en vertu de (2), B=A4 B4+ (B—4)=M Int(4)-+
+ M -Int(B) +N + Int(B), puisque B—ACB—ACInt(B)CB=B. Vu (3),
(6) et la connexité de B, on a donc M~Int(A)‘A(N+Int(B))#:O, d’out
la premiére des inégalités (5) en vertu de (4).

§ 3. Homéomorphies locales au sens large. Commencons par
un théoréme d’équivalence:

TaRorEME 1. Pour que la fonetion f soit une homéomorphie locale,
il suffit et il faut qwelle le soit au sens large et, simultanément, qu’elle soft
wne transformation intérieure.
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Démonstration. I1 le suffit, car f transforme les entourages ouverts
U, de tout # ¢ X en sur-ensembles f(U,) de f(z) ¢ ¥ par homéomorphie,
en tant qu’une homéomorphie locale au sens large, et ces sur-ensembles
sont des ensembles ouverts, donc des entourages ouverts de f(x), 1a fone-
tion f étant une transformation intérieure.

Réeciproquement, il le faut, car toute homéomorphie locale f I'étant
4 plus forte raison au sens large, il reste 4 montrer, que GCX ébant un
ensemble ouvert, ()C ¥ 'est également. En effet, Iidentité G= 3 G- Uy,

xeG
ol U, est un entourage ouvert arbitraire de 2, entraine (@) = Y f(6¢-U,),
xe@

ol chaque sommande est ouvert, ear f|U, est une homéomorphie.

Pour passer aux théorémes suivants, rappelons la notion d’ordre
d’un point (voir par exemple [8], p. 200). Un point x ¢ X est dit dordre
aw plus m, en formule ord, X <m, lorsque tout entourage U, de x en
contient un entourage U} tel que Fr(U%) se compose d’an plus m points.
Lorsque m n’est pas limité, tout en restant fini, » est dit d’ordre o, ce
que Pon écrit ord, X=ow. En interposant done w entre les cardinaux
finis et infinis (dans leur ordre naturel de croissance), la relation < se
trouve définie entre les ordres de point quelconques.

THHOREME 2. 8i X est compact et f est une homéomorphie locale aw
sens large, on a ord,X < ordymf(X).

Démonstration. Soit zeGCX, ot G est un ensemble ouvert.
11 existe par hypothése un entourage ouvert U, de « tel que la fonction
partielle 7|U, est une homéomorphie. Considérons un entonrage ouvert
s de =, tel que

(7 TiCG Uy,
On a done Fr(U¥)CU, et ze X —Fr(U3), d’on

(8) fl@) e f(X)—f(Fr(U3)]=H .

Lrensemble f[Fr(U*)] étant compaet par suite de la compacité de X
et de la continuité de f, ’ensemble H est un entourage ouvert du point
y=f(x) dans Vespace ¥ =7F(X).

Soit ¥, un entourage ouvert de y, tel que V,CH et que Fr(V,) se
compose d’an plus ordsyf(X) points. L’ensemble V,-§(U%), contenu
dans f(U,) en vertu de (7), étant ouvert dans f(U,) et g= flUx étant
une homéomorphie, 'ensemble

9) Wae=g7 [V, {(T2)] -

est ouvert dans U,, donc dans X (puisque U, est ouvert dans X) et
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y €V, entraine o=g-Yy) ¢ W,. Ainsi W.CU%, ot W,CT%CU, en vertu
de (7) et par conséquent

(10) Fry(Wa)=W Us—Wa Us=Wy X =W, =Fr(W.).

On montre de méme que Fry (U%)=TFr(U%), d'ol V- Frywylg(U%)]
= ,-g[FrUz(U;)]:V,-f[Fr(U’;)]CH-f[Fr(U’;)]:O en vertu de (8), puis-
que V,CH et Fr(U%)CU, d'aprés (7). En posant dans le lemme 1

A=g(U%, B=g(U,) et C=V,,
il vient done
(11) FrowylVy- g(ULICFr(V,).

Or, on a d’aprés (9), vu que g est une homéomorphie, Fry (W)
=Fry, {g7V, (U= g~ {FryyVy- {{TU)]}, ot

Fr(W.)Cg='{Fr(V,)]

en vertu de (10), (11) et de 'égalité f(U%)=g(UX), qui résulte de (7) et
de la définition de g. )

La frontidére entre crochets étant composée, par hypothése faite
sur V,, d’au plus ordsf(X) points et g-! y étant biunivoque, la fron-
tiére Fr(W,) ne peut contenir que tout au plus le méme nombre de points.
Comme W,CULCGE daprés (8) et (9), la relation ord.X <ordqyf(X) se
trouve établie.

THEEOREME 3. Toute homéomorphie locale aw sems large f qui trans-
forme un continu X en une dendrite est une homéomorphie.

Démonstration. 11 suffit d°établir la biunivocité de f. Soient a et b
deux points distincts dans X. D’aprés le théoréme classique de Jani-
szewski et Mazurkiewicz (voir [8], p. 132), X contient un continu J ir-
réductible enire a et b (c’est-a-dire contenant ces points sans qu’aucun
de ses vrais sous-continus les contienne). Soit U, l’entourage ouvert de a,
tel que f|U, est une homéomorphie. Le vrai sur-ensemble Us-J de a est
donec transformé par f en un vrai sur-ensemble de f(a). Ainsi f(J), qui
est un continu (par suite de la continuité de f dans X), ne se réduit pas
4 un point. Comme sous-continu de la dendrite f(X), il est une dendrite
(voir [8], p. 226) et posséde par conséquent au moins deux houts (voir [8],
p. 118 et 226) y, et y,:

(12) Y17 Yay  0rdy,f(J) = ordy,f(J)=1.
Il existe donc dans J deux points ; et z, tels que
(13) nFEL,  [@)=%, @)=y,

d’olt selon (12) ord,J=ord,JJ=1 en vertu du théoréme 2 et par suite
de la connexité de J qui y exclue la présence des points d’ordre 0. Il en
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résulte done (voir [8], p. 218) que on & soit oy=a et 2,=d, d’ol, se-
lon (13), yu=7F(a) et y,=7(b), soit @, ="b et @y==a, d’0l y,=1(b) et y.=7F(a).
On a done en vertu de (12) f(a)f(d), ¢. q. 1. d.

OOROLLAIRE. L’absence de Dumicohérence d'un continu X est un in-
variant de ses transformations par homéomorphie locale aw sens large en
continus localement connewes Y de dimension 1.

Iexemple suivant montre que Ihypothése de la connexité locale
de Y est essentielle. Plus encore: sans elle, ’absence de P'unicohérence
de X cesse d'étre un invariant méme des homéomorphies locales tout
court.

Cet exemple repose sur certaines propriétés des continus irréductibles
entre deux points. L’idée en consiste & transformer par une homéomor-

o)y

Fig. 1 Fig. 2 .

phie locale f un continu irréductible X qui n’est pas unicohérent & cause
de la présence dans lui d’une tranche d’adhésion (pour la définition voir
plus loin § 4, p. 89) T avee 0 <i<1 non-unicohérente (voir fig. 1) en un
continu irréductible ¥ (voir fig. 2) duquel £(T%) est une tranche terminale
(c’est-3-dire avec t=0), donc tranche de cohésion. Llirreductibilité de ¥
est due & ce que Y est fermeture d'une image homéomorphe du segment
gans un bout 0 <t<1 (cas particulier du théoréme 5, voir § 5) et Tuni-
cohérence de ¥ résulte de la cohésion de toutes ses tranches (théoréme 4,
voir § 4).

Qoient § la circonférence a®+y*=1, C la courbe y=sin(r:/(g—1))
ot >0, p=)#*+ 4% et 1< <2, C* la courbe symétrique & C par rap-
port & Lorigine et X=C+8+0* (ef. [10], p. 22). Les ensembles C et C*
sont des continus et on a la décomposition X =C+C*, o 1a partie com-
mune O-0F est composée de points (0,~1) et (0,1). Ainsi X nlest pas
unicohérent. Décomposons X en couples de points symétriques par rap-
port & l'origine (antipodes). Cette décomposition étant continue (voir [8],
p. 47), la fonction f qui transforme l'espace X en celui ¥ de ses anti-
podes (métrisé selon Hausdorff) est une transformation intérieure (voir [8],
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D. 48). Elle transforme § en circonférence & de rayon deux fois plus petit
et 0+C* en une courbe ¢’ homéomorphe & ¢: on a

Y=£(8)+(C+C*) =8+ =0

eb les entourages circulaires suffisamment petits de tout point z e X se
trouvent transformés par homéomorphie. La transformation intérieure f
est done en méme temps une homéomorphie locale au sens large. Par
conséquent, en vertu du théoréme I, f est une homéomorphie locale tout
court. Enfin, en vertu du théoréme 5 (voir p. 60), le continu Y est jrré-
ductible entre le point 7((2,0)) et tont point de &, en tant que ferme-
ture de I'image homéomorphe (’ du composant 0 <t <1 dn point 0 dans
le continu 0 <?<1. Chacune des tranches non-extrémes de ¥ étant done
de cohésion (comme ecomposée d'un point), ¥ est wnicohérent en vertu
du théoréme 4 (voir p. 59).

§ 4. Unicohérence et irréductibilité. Rappelons d’abord quel-
ques définitions et notations de Ia théorie des continus irréductibles entre
deux points (empruntées surtout i [7], p. 159-161 et (8], p. 135-160)
et qui auront 4 intervenir dans la suite. Soit I le segment 0 <t<{1. Ktant

donné un continu X irréductible entre a et b (qui est d’ailleurs désigné

par 1 dans [8]), {D;}, ot Dy=0, D,=X ef t e I, désigne la famille stricte-
ment ascendante (avec t) des domaines fermés connexes contenus dans X
qui (sauf D) contiennent . L'indice t parcourt alors un sous-ensemble
fermé F de I. :

Bi F=1I, le continu X est dit de type A.

Symétriquement, {E,}, ot E,=X — D,, désigne la famille strictement
descendante (avec ¢ croissant) des domaines fermés connexes contenus
dans X qui (sauf E;=0) contiennent le point b.

Désignons par P le noyau parfait de F' et par P* Pensemble des
points de P gui ne sont pas des bouts d’intervalles contigus 4 lui. Con-
sidérons une fonction ¢ transformant P en I , continue et mono-
tone dans P, et croissante, donec biunivoque, dans P*. Quel que soit tel ,
il existe dans Pensemble compact p7(t)CP un u, le plus petit et un »,
le plus grand (désignés respectivement par y(t) et I'(t) dans [7], p. 160);
si P=0, c'est-a-dire F au plus dénombrable, posons u,=0 et m=1,
On appelle alors tranches du continu irréductible X les ensembles

(14) T[], []=.
>, Uy
ot 0<t<1, et on a la décomposition X = Y T, (se réduisant X=r,
rel

lorsque P=10) qui est Ia plus fine parmi toutes les décompositions semi-
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-continues linéaires de X en continus (voir [8], p. 139, 3) et‘j gui camctcf-
rise topologiquement la structure de X par celle des 7. Suivant les dé-
finitions de ¢, u, et v;, deux cas peuvent se présenter pour toult a‘eF:
ou bien on a a e P* et il existe alors un i eI tel que gu—lg) se reldmt au
point @, de sorte que #,=a=7v,, ou bien on a a’<a§a s oL a eP et
o' ¢ P sont des bouts d’un intervalle contigu & P, et il existe alors un
tel tel que p(a)=g(a)=E, dolt uf<a’<a<a“<’0,. Un tel pour
lequel u,<<a<(v, existe done dans les deux cas. Il en résuite qge
D,,CD,CD, CD. pour tout 7>, eb E,CE,CE,CE, pour tout t<u
(voir [8], p. 136); on en conclut donc en vertu de (14) que

(15) pour toul aeF, il existe un tel tel que Dy E,CT,.
Comme J T.CD, et X T.CE, pour tout t{el (voir [5], p. 252,
<t >

lemme 1) et vu que D, CD, et E,CE,, il vient, en passant aux ferme-
tures et en appliquant (15),

(16) _Zj—Tf‘-S—T-’CT’

<<t >t

pour tout ¢ e I (voir [3], p. 260). Les tranches pour lesquelles cette inclu-
sion devient égalité, donc en particulier les trahchtas T, et 1, sm;t
dites de cohésion; les autres, dont ’ensemble est d’ailleurs an plus deé-
nombrable, s’appellent d’adhésion (voir [4], p. 284). - »
‘ THROREME 4. Si toutes les tramches d’adhésion dun etmtmu X irré-
ductible entre deux points a et b sont unicohéventes, X est umao‘hérem.

Démonstration. Supposons par contre que X=A4 +39, ot 4,1 et B
sont des continus,' et que 4-B ne soit pas connexe. 1 sag{t d’établir
Pexistence dans X d’une tranche d’adhésion T, qui n’est pas }mlco‘hérentt?.

Par suite de lirréductibilité de X, ni 4, I}i B ne contlem.: a la fc;s
les deux points a et b, car on aurait alors ou bien A:XZ ou bien BzA d,
d’olt ou bien 4-B=B, ou bien 4-B=A, et A-B seraﬂi@nne_x_e._ CB—
mettons donc que ae A —B et be B—A. Comme Fr(A)CX—A=B—J:.t’ é
on a aelnt(4) et, de méme, b e Int(B). Ces ensembles oux.rertsf alzs
connexes (voir [8], p. 134, 5), leurs fermetures sont des domaines ferm
connexes, done de la forme (voir [8], p. 136)

' D,—Tnt(d) et MHy=Tat(B).

Il en résulte en vertu du lemme 2 que D, Ep n’eist pas connexe 2et,
en vertn de Videntité (1), que X =D+, d'olt f <o (voir [8J, P. 1373 ([8)§.
1rinégalité B < a étant impossible lorsque D, Eg n’est pas cfntmege (Ygln‘t s I,
p. 138, 8), on a a=f, d’olt D, By=D,"E,. Vu (15), il existe don

our lequel
?17) Da-BuCTy.
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Cette tranche n’est pas de cohésion, car Dlégalité 1,= 2T 3T,

<t ™=t

entrainerait d’aprés (16) I’égalité impossible T,=D, F,, son membre
gauche étant connexe (voir [8], p. 139, 2) et son membre droit — comme
il vient d’8tre démontré — ne I’étant pas. Ainsi 7', est une tranche d’ad-
hésion. -

Comme X=D,+E,, on a la décomposition T,=T, -D,+T, E,, ol
(T4 D) (T4 B))=Ty Dy B, =D, B, en vertu de (17). La partie com-
mune des deux sommandes de 7, n’est donc pas connexe. Reste & mon-
trer que ces sommandes sont des continus. En effet, D,C ];[ D, (voir [8],

7. U‘

p. 136, 4), done T,-D,= [] D,-B, d’aprés (14), ot D,-E, sont des con-

Tl
tinus pour ¢ <u,<a (voir [8], p. 138, 8) et leur famille est descendante
(avec 7 croissant vers u,). Pour des raisons symétriques, T, F, est un
continu. Ainsi 7T, n’est pas unicohérent, c. g. f. d.

11 est & remarquer que la réciproque du théoréme 4 n’est pas vraie:
le continu irréductible entre les points (—1,0) et (2,0) formé par le seg-
ment qui en unit le premier & Porigine et par le continu (7 (voir fig. 2)
est unicohérent bien qu'il contienne une tranche d’adhésion qui n'est
pas unicohérente, & savoir la circonférence (z— ) +y?=1.

§ 5. Homéomorphie des composants. On appelle composant
d’un point @ dans X l'ensemble O,(X) de tous les z ¢ X qui se laissent
unir & ¢ par de vrais sous-continus de X. Lorsque X est un continu,
on a C,(X)=X pour tout a ¢ X; I'inégalité X — 0,(X)+0 équivaut alors
& lirréductibilité de X entre a et tout point de cette différence; enfin,
Pégalité X —C(X)=X équivaut & 'indécomposabilité de X (impossibilité
de représenter X comme somme de deux vrais sous-continus). |

TrgoRBME 5. X étant un continu irréductible entre a et b et le com-
posant O=C0[X) étant ouvert (dans X ), soit ¢ une homébomorphie définie
dans ce composant et le transformant en sous-ensemble d'un espace com-
pact Y. Alors la fermeture p(C) (dans Y ) est um continu srréductible entre
p(a) et tout point qep(C)—p(C)s£0.

Démonstration. L’hypotheése sur X entraine que X—C0=C—0#0;
celles sur ¢ et ¥ entrainent done que ¢(0)—@(C)50. Soit

(18) 9Ce(0)

un continu unissant (a) & ¢. Il suffit de montrer que ¢(C)CQ.
Gardons les notations du § 4. I’idée de la démonstration est & mon-
trer d’abord que

(19) D,Co @ 9(C)] = pour

0<ti<l.
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On 2 évidemment D,CC pour 0<i<1 (sinon X serait réductiblfa
% son vrai sous-combinu D), cest-d-dire C=D,+ (0 — Dy, d'olt
p(C) = (D) +¢(C—Dx). Il en résulte en vertu de la conséquence

Q=0 9(0)+Q [p(0)—p(0)] de (18) que

(20) Q=9 ¢(D)+¢ p(C—D)+p(C)—¢(O)},
i €Q-p(D) et geQ-[p(C)—@(0)]. Comme ¢(D) ¢(C—Di)

114;:[(5)(:1-)(0?1;,;)(]:0 et (D)Ce(0), la partie commune des deux som-

mandes de Q est égale d’aprés (20) & @ -¢(Dy)- {Q~¢(O~D,)j}—[Q—(p(0)]}

Y:Q-tp(D,)‘q)(O——D,):O. Bn vertu de la connexité de ¢, il en résulte

done que

Q- ¢(Dy) 9(C—Dy)+[p(C)—9(O)]#0,
i + ¢ étant une homéo-
uisque le sommande @-g@(D,) est compact, car ¢
ﬁnorghie et D, étant par définition fermé dans C=X, Pensemble ¢(D;)

Pest dans ¢(C), done dans Y, et () est un continu.

A plus forte raison
(21) Q-p(D)-¢(0—D)#0,
- = - = traine @ (C)— (0 —Dy)—9(0)
car (D) —o(0) =g(Dy)—e(C)=0 en ) -
C (0 —9(0—DJ —p(0) =9(D) —g(€) =0, est-drdre ¢(0)—¢(0)
Co(0—Dy)—p(0), et Pinclusion inverse étant triviale, il vient

(22) 2(0)—p(O)=¢(0—D)—¢(0).

i C)-9(C—Dy)

De plus étant une homéomorphie dans €, on a ¢
=¢(0~£—]’),§ car le membre gauche est la fermeture de lensemble
@(0—D,) dans ¢(C) et ¢-C— D, est de ¢ —D; dans C. Comme ¢ (D;)Co(0)
et D,C—D,CD;X—D;,=TFr(D;), on a done (D) @(C—D)=g¢(D)-

- 9(0) (0D = ¢(D) ¢(C-C— D)) = ¢(Di 0-C=Dy) = p(Dy G — D)
Cop[Fr(D,)], c'est-a-dire

(23) (D) p(C—DColFr(Da],

d’oll en vertu de (21)

(24) 1Q 9(C)]-Fr(D)#0.
Considérons l'ensemble compact

(25) P=¢=Q-¢(0)]-D:

et supposons qu'il ne goit connexe entre a et aucun point de Fr(D.),
clest-h-dire qu’il y ait une décomposition de P
P=M+N, M=H, N=N, M-N=0,

(26) P-Fr(D,)CN,

aeM,
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d’ot N3£0 en vertu de (24) et (25) On aurait done g(P)=g(M)+ (W)
et d’aprés (23) (P)=9¢(D,) @ 9(C)=g¢(D,) @, puisque D,CC. Par con-
séquent, D’égalité (20) deviendrait @ =g (P)+Q - {p(C— D)) +[p(C) —p(0O)]}
=¢(M) +{p(¥) +Q-¢(C~Dy) +Q-[9(0) —0(C)]}, oht g(a)ep(M) et
q€Q-[¢(0)—@(C)]. Le premier sommande de cette décomposition de ¢
est fermé et il est disjoint de la fermeture du second; en effet, MCP
entraine g(M)CQ-¢(D,) en vertu de (25), d’olt en appliquant successi-
vement (22), (23) et (26), il vient

P(M)- {p(N)+Q - 9(C—D) +@ - [p(C) —o(C)]}

Co(M)-@-¢(D) [p(N)+Q-¢(C~D))]
Co(M) {p(¥)+¢(P) - p[Fr(D)}Co(M) ¢(N)=0.

Une telle décomposition de @ contredisant la connexité de ce con-
tinu, il est démontré que P’ensemble fermé P est connexe entre a et un
point de P-Fr(D,), on — ce qui revient au méme — que P contient un
soug-continu unissant ces points. Comme PCD, d’aprés (25) et comme
D, est un continu irréductible entre a et tout point de Fr(D,) (voir [8],
p. 135), ce sous-continu de P coincide nécessairement avec D,, dou
DCPCoQ ()] en vertu de (25), ce qui achéve la démonstration
de (19).

G étant ouvert par I’hypothése, X — (¢ est fermé, dolt 0= 3o,

0t
(voir [5], p. 237 et 238, Remarque). En vertu de (19), on a :1<onc

CCeQ - p(C)], d'oh ¢(C)CQ-p(0), cest-d-dire ¢(C)CQ, ¢. q. £. d.

Il est a remarquer que dans le cas ol X est de type A, 'hypothese
que le composan C,(X) soit un ensemble ouvert devient superflue parce
quelle se trouve satisfaite dans tous les X de ce type. En effet, le com-
plémentaire du composant en question coincide alors avec la tranche
terminale 7', de X (voir [5], p. 262, (27), derniére formule) et toute tranche
est un ensemble fermé par définition.

Par contre, la méme hypothése du théoréme 5 est essentielle lorsque
X n’est pas de type i. Considérons, par exemple, le composant C(X)
du point a=(},0), ot X =B, est le continu indécomposable connu
(voir [6], p. 255, fig. 1) irréductible entre les points a= (4,0) et b=1(0,0).
Une image homéomorphe de ce composant étant dense dans une région I
plane bornée (représentée ibidem, fig. 2; on ¥ trouvera aussi la démon-

stration), sa fermeture n’est pas un continu irréductible entre aucun

couple de points.

Il existe des exemples analogues aussi parmi des continus décom-
Dosables. Il suffit; en effet, d’ajouter & B, le segment rectiligne L unis-
sant les points a'=(},0,1) et (4,0,0). Le continu X'=L4+ B, est évi-
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demment irréductible entre a’ et b. En prolongeant ’homéomorphie dé-
finie dans C,(X) & L+0,X), on obtient une image homéomorphe de
Oo(X") dont la fermeture est un continu réductible entre tout couple
de points (efle contient R).

Le probléme plus général suivant s’y rattache:

Bst-ce que tout composant (de dimensions n=1) @un continu indé-
composable quelconque est homéomorphe & un sous-ensemble dense d’une
région euclidienne (de dimension n+1)?

Je dois au Professewr B. Knaster ce probléme, la suggestion du
lemme 2 et celle des théorémes 4 ef 5.
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