Der Mittelwertsatz fiir additive Intervallfunktionen
yon

L. Mi¥ik (Bratislava)

In dieser Arbeit wird die Giiltigkeit des Mittelwertsatzes fir die-
jenigen additiven Intervallfunktionen bewiesen, welche in jedem Punkte
allgemeine Ableitung haben [1]. AuBlerdem beweist man hier folgenden
Satz: Die Ableitung jeder additiven Intervallfunktion ist eine Funktion,
welche die Bigenschaft von Darbouz hat ([1], S. 272).

Es sei E, ein n-dimensionaler euklidischer Raum und es sei a; <b;
fir 4=1,2,3,...,m. Unter einem Intervall verstehen wir hier die Menge
aller Punkte (xy,,...,2,) fiir welche die Ungleichungen a; <uz; <b; fir
i=1,2,...,n gelten. Wir bezeichnen es durch

g »
LBy Gy ey Oy DyyByyees B

Den offenen Kern des Intervalls I bezeichnen wir durch Int I und die

Begrenzung von I bezeichnen wir durch Fr I. Eine Funktion ¢ ist eine -

additive Intervallfunktion auf dem Intervall I,,”wenn gie fir jedes Inter-
vall ICI, definiert ist und wenn fiir jede zwei Intervalle I, und I,, fiir
welehe I,CI,, I,CI,, Int I, ~Int I,=@ (*) gilt und fiir welche auch I,w1,
ein Intervall ist, die Gleichung ¢ (I, I)=¢(I;) +¢(I,) gilt. Bs sei ICI,,
und auBerdem sei r(I)=inf(|I|/|8]) ([1], 8. 106), wobei I ein Intervall,
8 ein Wiirfel in I ist und |I| das »-dimensionale Lebesguesche Ma8 des
Intervalls I in E, bedeutet.

¢ sei eine additive Intervallfunktion auf dem Intervall I, und
(@4y-ey @) € Iy. Dop(@yy... @) (bzw. De(ay,...,3,) soll eine solche Zahl be-
deuten, die folgende zwei Bigenschaften hat:

1. Bs gibt eine derartige Folge {I;}iy von Intervallen und eine
solche Zahl a>0, daB (wy,...,2,) e I,CI,, r{lg) >a fir k=1,2,3,..,
l}ilg IIk| =0 und -

- (L
Dp (@3, .-, 22) = Jim ZL2)
k—o00 lIk]

(bzw. Do(z1,..,m,) zhmﬂlk))
' ' ko0 ]Ikl
gilt.

(*) © ist die Bezeichnung der lJeeren Menge.
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2. Fiir jede Folge {I; i~ von Intervallen, fiir welche fiir k=1,2,3,..
(g1 @n) € LTI, und r(lz) >a>0 gilt und fir welche llcim (p(Ta) | Ikl)

existiert, gilt die Ungleichung
aen)

< Dop(@yy .-, @) (bzw. &ETYW}!‘)‘F (2, ...,m,,)> .

e
P TR

Nimmt man in dieser Definition statt den Intervallen Wiirfel, dann
bezeichnen wir diese Zahlen durch Dmp(@,...,%s) (bZW. Dwp(@1y... %a))
Die Zahl §'(#1,...,2,) (b2W. @' (®y,...,%,)) i3t dhnlich definiert wie die Zahl
Dg(2y,...,2,) (bzw. L)p(ml,:.,mn)), nur mit dem Unterschied, daf man
die Bedingung r(I;)>a>0 fir k=1,2,3,.. auslift. Bs ist klar, da

@' (@1 ey Ba) < DP(B1y ey Bn) < Dinp (21 s &n)
K Dpp(@yyeees ) < Eq’(wly---amn) @By ey Tn)

ist. Wenn in einem Punkte (#,...,2.) € L,

~007 D (@yy.e- y ) = Dp (@15 .-, ) 7 00
(D2W. —00 5= D@ (@5 .en 0} =Dinp (&1, - 1 8n) F 00,

bzw. —coF @ (1. %n) =@ (®1y.ery Tn) F=00)

gilt, dann hat die Funktion ¢ im Punkte (@yy---y2q) die a,llgemeil.le Ab-
leitung De{wy,...,2,) (bzw. die Ableitung D,p(zy,...,2), bzw. die Ab-
leitung im strengen Sinne @'(@,...,%,)), und diese ist Do (wy,...,%,) (bZW.
Dop(tyy ey Tn)y DLW, fl(wly'"r‘vn))-

LummA 1. ¢ sei eine additive Intervallfunktion auf dem Inter-
vall I,, es 861 — 00 < Dup(@yy.eyn) (D20, Dop(yy .- %) <O) fibr jedfs
(D4, oy &) € Lo und €5 sei Dup(By,... %) >0 (baw. Dmtp(azl,...,w,,)<0) Fair
jedes (.-, %) € Int Iy, dann gilt Dop(2y, .00, 32) 20 (b2, Do (@5 e, 2a) <0)
fiir jedes (@1y...,%,) e ¥rI,.

Beweis. Bs sei I ein derartiger Wiirfel, dal ICI, unnd ¢§I)<0 ist:
Wihlen wir eine natiirliche Zahl s>>2 so0, daB ((s—2)/s) >} ist. Es sei
T=40ys e yCn3 1+ 1y oeny G+ 1. Wir wollen folgende s» Wiirfel

I [4 [A
<cl—}— k%,...,c,,—i—k,,;; cl—i-(kl-}—l)g,...,o,,—|—(k,‘+1)g>

betrachten, wobei k,-=0,1,2.,...,s—1 fiir i=1,2,3,...,o-z is:t. In allen
jenen Witrfeln, in welchen 1<% <s—2 fiir i=1,2,...,n gilt, }st der W}ert
der Funktion @ sicher nicht negativ. Die Anzahl dieser Wiirfel betrigt
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(s —:2)”. Unter den s"—(s—2)" restlichen Wiirfeln existiert wenigstens ein
Wiirfel I’CI mit der Eigenschaft

y @(I)
‘P(I)<m.

Daher 'g%lt fiir den Wiirfel I folgendes: es existiert ein Wiirfel I'CI mit
der Seite kleiner als /2 und mit der Eigenschaft

fplgl’)<¢(1) o9

I 's"—(s_Z)”\z III .

 Es sei (wi“’,.:.,mf,")o)eFr I, und D,pe®,..,s®) <0. Dann muB es
%111511 Y;E}urfel Ilhml’c (@, ...,a) ¢ I, und p(I;) <0 geben. Aus der vorigen
etrachtung geht hervor, daB es eine solche Folge {Ii}im; von Wi
glbt, daB Ik+1CIk, ¢ { k}k—-l eln

und leya <lf2 fiv k=1,2,3,... git; Iz bedeutet dabei die Seitenlinge

von Ip. Es sel (&,...,%) ¢ () Iz. Dann gilt
- k=1 )

Do (T ) < Tip 2%

BT = —00,

was unmoglich ist.

Der Beweis des Lemmas fiir die Zahl D,g(x,...,%,) ist dhnlich.

I.;E]!MA 2. @ sei eine additive Intervallfunktion auf dem Intervall I,,
es ;ez —0<?<qua(w1,...,m")<Dm(p(a:1,...,w,,)<c>o fir jedes (@yy...,@,) eI,
'(lm s s)ezI e;z;wed_;r Drp (@150 y22) >0 oder Doup (@1, ...,2,) <O Fiir jedes
@yyeeyn) eINt Ty Dann gilt entweder Dpp(y, ... ,2,)>0 oder D,
dberall in IntI,. T )0 0T D, <0

Beweis. Falls das Lemma nicht gi : ibt i |

: : i gilt, dann gibt es wenigstens zwei
dela,rﬁlge Funkt_e (cl,....,E,,) und (dy,...,d,) eInt Iy, daB Dnp(E,...,6) >0
11.].1(1 me(dl,m,dn) <0 ist. Betrachten wir die Punktbe (8;,...,8, djiq,...,d)
lfél.ll‘ z.=0,.1,2,...,n._ Au.f Grund der Voraussetzungen gibt es ofEen-
sichtlich ein derartiges 4. fiir welches Doy s Gy, digay vy &) >0 und

Dy (€500 s By igay oon, da) <0 gilti (2), Also gibt es sogar zwei derartige Punkte
%1,...,01_1,05,0i+1,....70") und (C1y ey Cimay iy Civayeny @) aus Int I, dal
_~,,,q;(cl,...,c;_l,ci,c,-+1,...,0,,)>0, D,,,zp(cl,...,o,-_l,d,-,c,-.,_l,...,c,.)<0 ist.

(*) Fiir den Fall i{=0, nehmen wi 15 eensOpy Gy d,
Puak o n wir statt des Punktes (cp,..,0, fyyy,..d,) den
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s sei ¢ <d; und e>0. Fir >0, betrachten wir die Wiirfel

. o a a a,
L,= 01—'2‘!---aci—1_§70176i+1_‘2""-70'1-5;

a a a a
01+§’---,ci—l‘l"‘é;ci'"i"“}0i+1+57--~,cn+ §>

a a a a
7. — —— y —— N —— -—
(bZ\V- K= <(}1 ‘),...,01_1 2,d, @y Ciy1 eRID 3Cn 59

[ a a a
¢ =y ey Ci_ =iy C; = yaeeyC, -
1+27 9 Ci 1+2ydu t+1+2r ) n+2>)7

welehe im I, enthalten sind und fir welche Dpp(#1y... %) >0 (bzw.
D (g, 00, ) <0) fUr jedes (@ -ve y ) € Tt Ky (DEW. (1000 5 %) € 6 KG)
gilt. Wenn es keinen solchen Wiirfel K, (bzw. K5) gibt, dann wihlen wir

- o~
(Cyyeer ) = (Cyyvee G361y Gty oey Cn)
v o
(bzw. (dyyeeesth) = (Ogp ey Giy iy Gty e On) -

Gibt es solche Wiirfel, dann ist ihre Vereinigung auch ein derartiger
Wiirfel K,, (bzw. K7;). Also gilt D (@gy ey 8) >0 (D2W. Do (1,0, 8) <0)
fiir jedes (@, ..., %) € Inb K, (bzw. (&1, .. , @) € Int Kg). Wenn KoynFr 1,0
(bzw. Ky~Fr I,50) ist, dann gibt es in K, (bzw. Kg) e'menNPunl{t
ooy ) (DB e 3p) 106 Dinp (31 -, 6a) > O (D27, 101 D (dryorry B) <0,
welcher ein Hiufungspunkt der Menge aller Punkte (,..,%,) it
Dy (340 5 2a) <O (bEZW. Do (1500, @) >0) I8t Wenn Ko Fr I,#0
(bzw. Ky~FrI,7#@) ist, dann wiederholen wir diese Betrachtung fiir
den Punkt (el,...,c;_1,0;+a,,,c;+1,...,c,,) (bzw. cl,...,c,-_l,di—a.;,ciﬂ,...,c,,).
Jetzt ist es klar, daB man dureh Wiederholung dieser Methode ei-
nen derartigen Punkt (?1,..&,3,.) eInt I, (baw. (diy...,dn) €Int I,) mit
D (3nseve160) >0 (b2W. Dpp(dyy...,da) <0) bekommen muB, welcher ein
Haufungspunkt der Menge aller Punkte (@,...,%) mib der NEigenschaft
D (@5 .- 1) << 0 {b2W. Do (@410, @) > 0) 18t AU D (C5-0e 5 6) >0 (bW,
Doup(@y -, @) <0)_folgt, dab es einen solchen Wiirfel K,CInt I, (bzw.
K{CInt Tp) mit (Cryerestn) € It Ky (02W. (dyec:y ) € IND E}) gibt, so daB
tiir jeden Wiirfel KC K, (bzw. ECEK{) mit (61...,6) ¢ K (bzw. (dyyere ) € K)
die Ungleichung ¢(K)>0 (bzw. g(K)<0) gilt. Man kann diesen Wiirfel
so wihlen, dag seine Seite Yleiner als ¢ ist. Tm Int X, (bzw. Int K1) miissen

golche Punkte (@,...,&%) existieren #iir welche D@ (..., %) <0 (bzw.
Dy (g4 ..e y ) >0) ist.
Im Falle ¢ >d; werden wir shnlich vorgehen.
Aus diesen Betrachtungen folgt, daB man durch vollstindige In-
duktion eine solehe Folge {(af),...,cf?)}?:d von Punkten aus IntT,
5*
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und eine solche Folge {K;}2; von Wifeln bekommt, fiir welche fiir
t=1,2,3,... gilt:

1 Do, .., ¥ ) >0 und Dap(e,...,68) <0;

2. (80, .., 68 ¢ By Clnt K CInt Ip;

3. die Seite von K; ist kleiner als 1/s;

4. 9(Ky_1)>0 und ¢(KHx)<0.

Bs sei jetzt (Z,...,%) € ﬁ]ﬁ. Dann ist offensichtlich, daB (%,...,7,)
i=1
eInt I,
o {(Ka) 5 wr— g (Hgia)

Qmw(a'cu...,z,,)gl% K §0 und Dmtp(azl,_...,g—an);i]ﬂIKEHI_>o

ist. Aber das ist ein Widerspruch und damit ist das Lemma bewiesen.
Wir sagen, daf die Funktion f(»y,...,%,) in der Menge M die Bigen-
schaft von Darboux in starkem Sinne hat, wenn fir jede zwei Punkte

(@8...,2) und (2,...,2®) aus M und fiir jede Zahl ¢ mit der Eigen-
schaft

U (mg.l'); 7‘”5;1)) —(/‘] [f (w&z), ,;Z,(.Z)) — 0] <)

ein derartiger Punkt (£,...,£,) ¢ Int M existiert, fiir welchen f(&,,...,&,)
=¢ ist.

SA1Z 1. ¢ sei eine derartige additive Intervallfunktion auf dem Inter-
vall I,, welche in jedem Punkt aus I, die Ableitung hat. Dann hat die Funk-

tion Dpp(2yy...,2,) auf dem Intervall I, die Eigenschaft von Darbouz in
starkem Sinne.

Beweis. Bs sei Dup(al’,...,2%) <o wnd Dpp(a®,...,22) >¢, wobei
(@?,...,a) und (2,...,2) aus I, sind. Wir betrachten die Funktion
p(I)=¢(I)—c|1| fiir jedes Intervall I, welches in I, enthalten ist. Diese
Funktion ist eine additive Intervallfunktion auf dem Intervall 1, fiir
welehe Dup (2. 8a) =D (1, .., @) — ¢ Tr jedes (ay,...,a,) € I, gilt. Ans
dem TLemma 1 und aus Dup(d,..,28) <0 uwnd Da@®,..,z0)>0
folgt, dall es zwei Punkte (%,...,%) und (%,,..,%,) aus IntI, mit
Doip(Tyy. %) <0 und Dy (By,...,%,) >0 geben mub. Aber aus dem
Lemma 2 folgt dann die Existenz eines solchen Punktes (&,... yEn) e Int I,
dal Dpy(&yy...,&)=0 ist. Daraus folgb Dyp(f,...,&)=¢. Damit ist der
Satz bewiesen.

Aus diesern Satz folgt, daB auch die allgemeine Ableitung Do (2, ,...,2,)
(bzw. die Ableitung in strengem Sinne ¢'(a,...,,)) der additiven Inter-
vallfunktion ¢ auf dem Intervall I, die Eigenschaft von Darboux in
starkem Sinne hat.
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SATZ 2. ¢ sei eine additive Imtervallfunktion auf dem Inter"vall I}”
und es sei p(I)=0. Wenn die Funktion ¢ die allgemeine A?leztung in
jedem Punkte des Intervalls I, hat, dann gibt e wenigsiens eimen Punkt
(1y-ve1&a) eInt I fiir welchen Dy(&y,...,E)=0 gili.

Beweis. Zuerst zeigen wir, daf nicht fir jeden Punks (zy,... ,&,) € Int I o
Dep(tyy ... %,) >0 sein kann. Wir nehmen an, es sel D(p(ml,...,aaf,)>0 fiir
jedes (@1,...,%,) e Int I,. Bs gel Tg= <@y, @sj Dyy.oybny, dann ist

— b,,——a,, b, —a b,,—(l,,
‘P(<a1+b1 a’l:"-ya’n+ ;o +2 13 1,...,(1:,,-1—2 3 >>>0

3 3

Also muB wenigstens ein Intervall Iy=<61,...,n} dy, .., dpp CI, existieren
fiir welches @(I,)<0. Wir betrachten alle Intervalle

— dy—Cn di—e dy— Cn
<01—|—k1d1g e e R L
wobei 0 <k <s—1 fir i=1,2,;3,... und s eine natiir_l-iche Zahl mi‘t d.e_r
Eigenschaft ((s—2)/s)">% ist. Durch eine #hnliche Uberlegung wie 1um
Beweise des Lemma 1 beweisen wir die Existenz eines golchen Intervalls

I,CI,, fiir welches #(I)=7(I,) und

@(Ls) p{Ly)

TR
ist. Analog wie wir im Beweise des Lemma 1 die.Existenz eines Pun]'gtes
@, ... ,wf}’)) eI, mit Q,,,,p(mgo)’,_. o) = -~ oo B;evnesen 'haben, .bewe;sefnt
wir jetzt die Existens eines Punktes (wg),...,m,,. Yel, nfut der Eigensc ;
Do (a®,...,a")=—oco. Das bedeutet aber enen Widerspruch zu der
Existenzannahme der allgemeinen Ableitung der Funktion ¢ in jedem

rvalls Z,. . )

Punkﬁuge;hiﬁshen Griionden kann aunch nicht Dg(@,...,&,) <0 fir jedes
(wl,‘ng)gath];t llof:fglzl.die‘]ilxistenz wenigstens eines Pu.nktes (£1yeersbn)
e Int I, mit Dp(&;,...,&)="0. Damib ist der Satz 2 bewiesen.

SATZ 3. ¢ sei eine additive Intervallfunktion au,]‘ dem Interva.ZZ .Io.
Wenn fiir jedes (@yy..,@) € Lo Do(wy, e @) (b2 @' (By 50 Tn)) emstm:f‘,,
dann existiert fiir jedes Intervall ICI, ein Punkt (&;,... ,;,,) eInt I fiir
welchen ¢(I)=D¢(§1,...,§,,)]I] (berw. () =g'(E, -, &) .’L'S‘t.

Beweis. Man braucht nur den Satz 2 auf die Funktion

w o oDy
. 1P(1)=<P(1)——m"111

and auf das Intervall I anzuwenden.


Artur


70 ’ L. Mikik

Sarz 4. Hs seien @ und v zwei additive Intervallfunktionen auf dem
Intervall I,. Es bedeute Dep(wy,...,4,) (baw. @'(&1,...,%)) die allgemeine
Ableitung von ¢ (bzw. die Ableitung in strengem Sinne von ¢ ) und
Dy} (b2w. 9'(@1,...,m,)) bedewte die allgemeine Ableitung von y
(buw. die Ableitung in strengem Sinne von v) welche in jedem Punkt
von I, emistieren. Bs sei Dy (@, ... @a)F0 (oo, 9 (@yy...,2)550) filir jedes
(%4, 0,) € Iy Dann gibt es 2u jedem Intervall I CI, wenigstens eimen
Punkt (&1, &) e Int T fiir welchen

o) _ Dplfy,sn) pll) _ ¢/ (Eusn)
y v(D) ~ Dp(Eynrdo) (bz“" (D) “w'(sl,-..,m)
gilt.

B eWNeis. _Betrachten wir die additive Intervalifunktion 6(7)
=g(Dyp()—p(@p(I) aut dem Intervall I, wobei T ein Intervall ist,
welches in I enthalten ist. Hs ist leicht zu beweisen, daf (I)70 ist.
Nach Satz 3 gibt es einen Punkt (&,...,&) ¢ Int I mit der Eigenschaft

0=g(I)p(I)—@(D)y(D)=§(I)=D6(&,..., &) 1|
=[p() Dy (&1, emrr &) —p(D) DplEy, o, &)
Aus dieser Gleichung ergibt sich die Gleichenheit
‘Pﬁz _ Dep{&yy ..y &n)
p(I)  Dyléyyensba)’

‘él‘lmlich beweist man die Behauptung fiir die Ableitung in strengem
inne.

Zitate
[1] 8. Saks, Theory of the integral, New York 1937.

Regu par la Rédaction le 4.12.1956
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Les sous-groupes purs et leurs duals

par

S. Hartman (Wroclaw) et A. Hulanicki (Wroclaw)

& étant un groupe abélien localement compact @* désignera le groupe
dual, ¢'est-h-dive le groupe localement compact composé de tous les ca-
ractéres continus y de @. Si H est un sous-groupe fermé de @, on a (G/H)*
—ACG*, oit A (annulateur de H) se compose de tous les y qui prennent
la valeur 1 sur H. .

TUn sous-groupe H de G s’appelle pur si l'on a

(1} nH=HnAnG
pour tout n entier.

Le caractére y d'un groupe G est d’ordre fini nosi yr=1 eb sl ymzEl
pour m < n. Nous dirons que 1e sous-groupe fermé H de G a 1a propriété (P)
«i tout caractére continu de H d’ordre fini se laisse prolonger sur le groupe ¢
tout entier de fagon qu'il y devienne un caractére continu du méme ordre.
Désormais le mot ,caractére” désignera un caractére continu.

THGOREME 1. Pour que A soil pur, il faut et il suffit que H ait la
propriété (P).

Admettons que H jouisse de la propriété (P) et que I’équation

(2) =% (Lo€A)

ait une solution dans G*. 8i y en est une, on & 4n=1 partout sur H. Pro-
longeons le caractére 7, considéré sur H, en un caractére z, de G sans
élever son ordre. Il vient

(xx)"= 2o

et, comme pour les éléments de H on a yu=x1=1 PPéquation (2) se
trouve satisfaite par un élément de 4, ce qui prouve que le sous-groupe A
est pur.

Réciprogquement, soit 4 un sous-groupe pur de @* et y, un caractére
de H dordre n. Nous le prolongeons d’abord drune fagon arbitraire en
un caractére du groupe @ tout entier, ce qui est toujours possible ([8],
p. 268). Désignons le caractére aingi obtenu encore Par Xo. I’équation

X =1Xo


Artur




