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Sur un théoréme de S. Saks concernant les suites
mfinies de fonctions continues

par
W. Sierpinski (Warszawa)

Dans mon livre Hypothése du continu, Warszawa-Lwéw 1934 (Mono-
grafie Matematyczne IV) 4 la p. 47 on frouve le théoréme 8 suivant:

TEEOREME. Si un ensemble Q jouit de la propriéié L, il existe une
swite infinie de fonctions dune variable réelle fi(z), folz), ... continues,
uniformément borndes et telles que pour chagque suite infinie croissante din-
dices My, My, ..., 16 Suite fo(2), fm(m), ... €8t convergente tout au plus en
une infinité denombrable de points de Q.

(On dit qu'un ensemble E jouit de la propnété L (de Lusin) si tout
ensemble parfait non dense (donc aussi tout ensemble de 1-re catégorie)
contient un ensemble au plus dénombrable de points de E.) Au renvoil)
on lit que ce théoréme et sa démonstration sont dus & S. Saks.

Le commencement de la démonstration est le suivant. On voit sans
peine que I’on peut définir (par induction) une suite infinie de fonetions
continues d’une variable réelle f,(z), f,(z),... telle que Pon ait 0 < fr(2) <1
pour tout » naturel et pour z réel, et qui remplisse en outre la condition
suivante:

(1) quel que soit n =1, 2, ..., il existe pour tout intervalle I de lon-
gueur > 1/n (1) et pour tout indice k< n un nombre réel zel tel que

Or, nous allons montrer que chaque suite f,(®) (n=1,2,...) de ce genre
(qui est uniformément bornée par définition) satisfait 4 la thése du
théoréme.

En ce qui concerne la démonstration ultérieure, M. Sunyer Balaguer
a remarqué qu’elle n’est pas correcte, car elle utilise une proposition
fansse, d’aprés laquelle il serait possible d’extraire de toute suite infinie
de fonctions continues et uniformément bornées convergente dans un
ensemble dénombrable D une suite qui converge uniformément dans D.

(*) Dans mon livre on lit < 1/n, ce qui est sans doute une faute d'impression.
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(11 est évident que ceci est impossible pour la suite gu(z)=2a" (n=1,2,..)
qui econverge dans 'ensemble D = {}, %, .., B/(k+1), ..} et ol les fone-
tions g,(x) sont continues et uniformément bornées dans D).

Stanislas Saks été tué par la- Gestapo en novembre de 1942 et ses
manuserits n'existent plus. J’ai perdu moi-méme dans les flammes ma
bibliothdque et mes archives en 1944. Il est donc impossible d’établir
aujourd’hui quelle était la démonstration de S. Saks. En toub cas il est
étonnant que grice 4 M. Sunyer Balaguer, I'on n’ait trouvé la faute,
que 23 années aprés l'apparition de la premiére édition de mon livre.

Heureusement, non seulement le théoréme de 8. Saks est vrai, mais
méme la suite fu(x) (n=1,2,...) définie plus haut satisfait & la thése
de son théortme. Le but de cette Note est de le prouver. Toub d’abord,

jexpliquerai comment on peut définir par induction la suite fu(x)

(n=1,2,..) satisfaisant & la condition (1).

Soit f,(z) = 0 pour 2 réels. Soit maintenant » un indice >1 eb sup-
posons que nous ayons déja défini les fonetions fi(z) pour k < n. Soit
j un entier et % un nombre naturel <n. Posons

LA NPT R W
f"(%+§n_2)_fk(2n+2n2)i2’
en prenant le signe 4 si

j I
fr (-2‘% +w)‘<

o)

et le signe — si

j [ 1
La fonction f,(z) est ainsi définie aux points j/2n+k/2n% ou § est un
entier et & un nombre naturel <=, et on peut la définir pour tous les »
réels de sorte qu’elle soit linéaire entre deux points consécutifs pour
lesquels nous l’avons définie. On vérifie sans peine que la suite f.()
(n=1,2,..) ainsi obtenue satisfait & la condition (1).

Soit maintenant m,, m,,... une suite infinie croissante de nombres
naturels. Je démontrerai que l'ensemble (' des points de convergence de
la suite infinie fn (@) (1= 1,2, ...) est de premiére catégorie. Supposons,
en effet, que I’ensemble ¢ ne soit pas de premiére catégorie. Les fonctions
fm®) (i=1,2,..) étant continues, l'ensemble O est un F,; (voir [1],
P. 397), done il est un ensemble borelien. Il en résulte que 1’ensemble O
jouit de la propriété de Baire (voir par exemple [2], p. 56), done il est
de la forme ¢ = G—P +R, ol G est ouvert et P et R sont des ensembles
de l-re catégorie ([2], p. 54). L'ensemble ¢ n’étant pas, par hypothése,
de l-re catégorie, il en résulte que ’ensemble G n’est pas vide, étant
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ouvert, il contient un intervalle dy. On a done d,—P C C. L'ensemble P
étant de 1-re catégorie, on a P= N,+Ny-+.., ol N; (i=1,2,...) sont
des ensembles non denses.

La fonction fu,(x) étant continue, il existe un intervalle 8, C d, tel
que Poscillation de la fonction f,(#) est <1 dans &,. Posons p, = 1.
L'ensemble N, étant non dense, il existe un intervalle d,C ¢, tel que
Nid, = 0.

Je définirai maintenant par induction deux suites infinies d’inter-
valles fermés &, d,, ... et dy, d,, ... et une suite infinie d’indices croissants
D1y Doy - .

Soit k un nombre naturel et supposons que nous ayons déj défini
les intervalles &, et dp et lindice p,. La suite infinie m,,m,,... étant
croissante, il existe un indice s > p; tel que le nombre 1/m, est plus petit
que la longueur de lintervalle d;. Posons py.; = s. La longuenr de lin-
tervalle dy est done >1/m,  et, d’aprés (1) il existe dans d; un nombre
réel y tel que

{Frag, () = P (4)] 2 3 -

La fonction fmpkﬂ(m) étant continue au point y, et vu que y edy, il existe

un intervalle 0z, C d; contenant y et tel que oscillation de la fonction
fmpk+l(m) est <t dans dz;. Or, Pensemble Ny, étant non dense, il existe

un intervalle di.;C 41 tel que dpyy Npyr= 0.

Les intervalles d, D6,2d,08,0d,D ... et les indices p, < p, < ...
sont ainsi définis par induction. Il existe donc un nombre {4, € dy6,d,0,d, ...
D’aprés d;N;= 0 pour ¢ =1, 2, ... on a donc (Q’aprés P = N, +N,+...),
ted—P C (. La suite f,;,pk(t) (k==1,2,...) est donc convergente. Or, soit

%k un nombre naturel donné. L’oscillation de la fonction fmpk est <}

dans d; et, & plus forte raison, dans &p.,, et oscillation de la fonction
fmpk+l est <1 dans dgeq. Or, comme ¥ e dpyq oF

% < Ifmpk_,rl(?/) “jmpk(:'/)l
< gy, (8) — Ty (@] F g, (@) = Fg (@) F gy (@)~ P, ()

pour k=1,2,.., ®€dg, ON frouve que
[Ty, (@) =Ty (@)] > 1 DOUT & € Oy -
Comme 1 € 85, pour k=1, 2, e, 01 a done
|frigy,, () — ()] >+ poUr  k=1,2,..

et la suite fn(f) (4=1,2,...) est divergente.
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‘I’hypothése que lensemble € n’est pas de l-re catégorie implique
done une contradiction.

Done, Pensemble ¢ est de 1-re catégorie et, vu la propriété de
Pensemble @, il en résulte que lensemble QC est au plus dénombrable.
Le théorame de S. Saks se trouve ainsi démontré. ‘

En publiant cette démonstration je'rends homma,g‘e. % la mémoire
de 1’éminent mathématicien, Stanislas Saks, qui a péri il y a 15 ans.

Le théortme de 8. Saks résulte aussi tout de suite _du théoréme
suivant qui m’a ét6 communiqué par B. Sikorski aprés que j’eusse rédigé
1a démonstration qui préecéde.

THEOREME DE R. SIRORSKI. Nous dirons que la sutte fu(z) (n=1,2,...)
de fonctions continues (dune variable réelle) jowit de la prolp.'riété S, sl
ewiste un nombre a >0 e une swite infinie de nombres posilifs ay, a,,...
convergente vers 0 et telle qu'il ewiste pour tout intervalle de longueur > ay,
et tout nombre naturel k < n un nombre x de eet intervalle, tel que

[fale) — @) > a.

TaRsE. L'ensemble des points de convergence d’ume sutte fn(z) (n
=1,2,..) jouissant de la propriété S est de 1-re catégorie (sur la droite).

Démonstration (de R. Sikorski). L’ensemble
Akm—Eww —~ fla)| > 1/]

est ouvert. Soit ¥ un nombre naturel tel que a > 1/%. II résulte de la
propriété S que 'ensemble ouvert

oo
Z Ak,m,n
n=1 .

est dense sur la droite. L’ensemble

[l X Akmn

Mm=1n=1

est donc résiduel (c’est-a-dire complémentaire d’un engemble de 1-re ca-
tégorie). Done I’ensemble

oo
Pest aussi, en tant que sur-ensemble d'un ensemble résiduel. Or, comme

4= E [2”; [fmsn(®) = frml@)| > 1/2‘:)1

4 est Pensemble des points de divergence de la suite f,(x) (n=1, 2,...),
et le théoréme de R. Sikorski se trouve démontré.
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Il est évident que toute suite infinie extraite d'une suite joudssant
de la propriété S jouit de cette propriété.

Il existe des suites infinies uniformément bornées de fonctions con-
tinues fu(z) (n=1,2,...) jouissant de la propriété S: telle est par
exemple, ce qu'on vénﬁe sans peine (pour ¢ = 1—12/2 g,= 2z/2"), Ia
suite fu(x) = sin2"z. Telle est aussi toute suite satisfaisant & la con-
dition (1).

Le théoréme de R. Sikorski entraine done le théoréme de S. Saks.

Varsovie, le 24 octobre 1957.
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