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Sur la compactification des espaces de proximité

par
A. Csdszdr (Budapest) et S. Mréwka (Warszawa)

1. Soit E un espace de proximité au sens de V. A. Efremovitch
(v. [1], p. 195, § 2) et écrivons, comme d’habitude, A & B si les ensembles
ACR et BCR sont voisins et 4 8B g'ils sont éloignés.

Rappelons quelques notions et résultats de la théorie de ces espaces.

En appelant ouverts les ensembles @C R tels que z G entraine
{z} 8 R— @, on définit sur R une topologie complatement réguliére (v, [1],
D. 196, théoréme 2), appelée topologie engendrée par la structure de pro-
ximité de ’espace R. E 0 étant un sous-ensemble de R, la relation &
définit une structure de proximité sur B, qui engendre la méme topo-
logie que 'on obtient en considérant B comme sous-espace de Pespace
topologique R, engendré par la structure de proximité définie sur R.
K étant un espace de Hausdorff compact (1), il existe une structure de
proximité, et une seule, qui engendre la topologie de K, notamment
celle qui s’obtient en posant 4 6B si et seulement si A~ N =0 (2) (v.[1],
. 198, théoréme 3). Ce fait permet donc de considérer un espace de Haus-
dorff compact quelconque comme espace de proximité.

On appelle 3-continue une application f d’un espace de proximité R
dans un espace de proximité S, si ACR, BCR, A 5B entraine f(4)df(B).
Lrapplication f est un éguimorphisme, si elle est biunivoque et si f et /7
sont d-continues; B et S sont dits équimorphes 8%l existe un équimor-
phisme f tel que 8 = f(R).

Dans la théorie des espaces de proximité, un role fondamental est
joué par le théoréme de plongement de Y. M. Smirnoff: 4 tout espace
de prozimité B on peut attacher un espace de Hausdorff compact B*, uni-
voquement délerminé & un équimorphisme prés, tel que R soil éqmmorphe
@& un sous-ensemble dense de R* (v. [3], p. 551 & 556, en particulier théo-
réme 8 et 9).

Le but de ‘ce travail est, d'une part, de donner de cet important
théoréme une nouvelle, démonstration, fondde sur une méthode complé-

(*) Nous employons le mot »compact au sens de , bicompact”.
() 4 désigne la fermeture de l'ensemble A.
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tement différente de celle de Y. M. Smirnoff, et d’autre part, de com-
pléter le théoréme en déterminant le poids topologique (3) de lespace E.
Nous introduirons, dans ce but, les notions de dase de prozmimité et do
poids de prowimité d’un espace de proximité et nous en étudierons leg
propriétés.

2, Soit B un espace de proximité: les notions topologiques (ensemble
ouvert, point intérieur ete.) sont & entendre dans la topologie engendrée
par la structure de proximité de R.

Nous appellerons base de prozimité de Vespace de proximité B toute
famille B de sous-ensembles de R telle que ACR, BC R, 4 § B entraine
Pexistence de deux ensembles U e B, Ve B qui vérifient les conditions

ACU, BCV et USGV.
(2.1) B Hant une base de proximité, les intérieurs des ensembles U e B
forment une base de prowimité B,.

Démonstration. En supposant 448, on peut trouver deux en-
sembles A’ et B’ tels que
ASR—A"

BSR—B' et A'3B

(v. [1], p. 195). 1l existe ensuite deux ensembles ouverts 4’ et B'' tels que

ASR-A", BSR-B, A"CA et B"CB,

(v. [1}, p. 198, Remarque 2) done que 4”8 B, Par conséquent, on peut
trouver dans la famille B deux ensembles U et V qui vérifient les con-
ditions

4"CU, B'CV et UV,

qui entrainent

ACA"CIntUCU, BCB'CInVCY

et
Int U dIntV .

(2.2) B étant une base de prowimité composée d’ensembles ouverts, B est
une base topologique.

_Démonfstration. 8i @ est un ensemble ouvert ot si 2e@, on a
{#} 0 R—@, 1 existe_ done deux ensembles U, VeB tels que {w}C U,
E—GCV et que U V. Ceci entraine U~V = 0, donec 2 e UCR-V C G

(*) Le poids topologique d'un espace topologique est le plus petit nombre cardinal
T2 R, tel que I'espace posséde ume base de puissance inférieure ou égale & 7.
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En ce qui concerne lexistence des bases de proximité, on constate

aussitot que la famille de tous les sous-ensembles de espace R constitu

une bage de proximité. Il s’ensuit en vertu de (2.1) que ‘

(2.3) La famille de tous les ensembles ouverts constitue une base de pro-
pimité.
Dans les espaces de proximité compaets, ce théoréme peut étre pré-
cisé de la fagon suivante:

(24) B édtant une base topologique de Vespace de prowimité compact K,
les réunions finies des ensembles appartenant & B forment une base
de prozimité B*.
Démonstration. Soit 48 B, done A~B = 0. La topologie de K
étant (complétement) réguliére, on peut faire correspondre & tout point
zed un ensemble. U, e B tel que

2eU,CU,CR—B.
Un nombre fini de ces ensembles U, recouvre l'ensemble compact 4:

icyv,,c)0,CR-B.

P

HC'!
=

T —_— —_
Les ensembles fermés | J U, et B étant fermés et disjoints, on peut ré-
1

péter le méme procédé et parvenir 4 une suite finie d’ensembles Vi ¢B
tels que

BC U,

»-C&,

¥y CU P, CR—
1

HCq

En posant U* = C) Usy V*= C) V., on a done
1 1

U*eB*, T*eB*, ACU* BCV*
et T*ATV* = 0, et par conséquent
U 67+,

ce qui était & démontrer,
La proposition suivante est une conséquence immédiate de la dé-
finition:
(2.6) B étant une base de ;iwowimité de R, les ensembles UnE (U e B)
forment une base de promimité dams le sous-espace B C R.

Le théoréme suivant constitue, dans un certain sens, la réciproque
de (2.5):
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(2.6) E étant un sous-ensemble dense de Vespace de proximité R et B dé-
stgnant une base de proximité dans E, les ensembles U, ot U e B,
forment une base de proximité dans R.

Démonstration. Soit 4, BCR, 45 B. Il existe (¢f. la démonstra-
tion de (2.1)) deux ensembles ouverts G et H tels que
ACG, BCH et G6H.
Les ensembles GnE et H~E sont partie de E et ils sont éloignés, on
peut donc trouver deux ensembles U,V ¢ B tels que
G~AECUCE, H~AECVCE e USV.

I’ensemble @ étant ouvert et l'ensemble F dense dans R, on a évidem-

ment & C G E, et on obtient de la méme fagon H C H~E, d’ot il vient

GCU et HCV. On a done

ACU, BCV

et Io relation U3V entraine (v. [1], p. 197)

Us7,

ce qu'il fallait démontrer.

Appelons maintenant poids de prowimité de Pespace de proximité R
le‘plus petit nombre cardinal ¢ >, tel qu'il existe une base de proxi-
mité d.e E de puissance inférieure ou égale 4 4. En conséquence de la
p’roposﬂ:ion (2.1), on pourrait se borner dans cette définition 4 ne con-
sidérer que des bases de proximité composées d’ensembles ouverts. Cette
remarque entraine en vertu de (2.2) et de (2.3) la proposition suivante:

(2.7 B éta,nt‘un espace de prozimité de poids topologique T et de poids
de prozimité 8, on & Vinégalité
<9 L2,
D’aprés les égalités v = 7 et n,7 = 7, valable ini
= S pour r =K, et r
(2.4) et (2.7) enfrainent: ' ’ ' ! o o
(2.8) Le poids (';le proximité dun espace de promimité compact coincide
avec le poids topologique de celui-ci.
Il sensuit de (2.5):

(-"9) Le ) de Y4 LI é d’un US- ’ i
€ E " 7
2 - p()ld&" . roximit 80 Spa;{?@ CR est ’&n! ErLeur ou Eg al

Pour le cas ol K est dense dans E, on a d’aprés (2.6):
(2.10) g: goids de proximité d'un sous-espace dense B C R est égal & celui

Il est & remarquer qu’u_ne T0 iti i
X P osition analogue
1 : ' i gue serait en défaut pour
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8. Au moyen de la notion de poids de proximité, on peut donner
une forme plus précise an théoréme de Y. M. Smirnoff:

THEOREME DE PLONGEMENT. R étant un espace de proximité de
poids de prowimaté &, il existe un espace de Hausdorff compact R*, de poids
topologique 9, tel que R soit équimorphe & wn sous-emsemble dense de E*;
Despace B* est déterminé, & un équimorphisme prés, de fagon wunivogue.

Pour démontrer le théoréme, considérons dans R une base de pro-
ximité B de puissance inférieure ou égale & ¥ et formons tous les couples
{U,V} densembles Ue B, VeB tels que U 8 V. Pour un couple quel-
conque de ce genre on peut construire, d’aprés un théoreme de V. A. Efre-
moviteh (v. [1], p. 196), une application §-continue f de I'espace B dans
Pintervalle fermé I = [0, 1], telle qu’on ait f(f) = 0 pour te U et f(t) =1
pour t ¢ V. L'application f sera appelée application canonmigue coIrespon-
dant au couple {U,V}.

Désignons par {f} la famille de toutes ces applications canoniques,
Pindice y parcourant un ensemble I' de puissance ¢ << 9

Considérons le cube de poids ¢’ de Tychonoff, e¢’est-4-dire le produit
de Tychonoff de ¢’ exemplaires de l'intervalle I, et désignons-le par K.
On définit une application 7 de l'espace R dans l'espace K en faisant
usage des éléments de 1’ensemble I" pour distinguer les coordonnées d’un
point (z7) de K et en posant

)= (f) .

Cette application est biunivoque, puisque pour s, te B, s5%%, on a {s} 8 {t},
done, on peut trouver deux ensembles U,V B tels que se U, teV,
U8V, et en désignant par f* application canonique qui correspond au
couple {U, V}, on a f*(s) = 03 1= ft), c’est-a-dire f(s) [ (?).

Nous allons montrer que f est un équimorphisme de lespace de
proximité R sur Pespace f(R) (considéré comme sous-espace de I'espace
de proximité K dont la structure de proximité est définie de fagonm uni-
voque par sa topologie).

1 est facile de voir que 'application ' est §-continue, ou, ce qui
veut dire la méme chose, que A, BC R, A 5 B entraine 7(4) 8 f(B). En
effet, on peut trouver en ce cas deux ensembles U,V ¢ B tels que ACTU,
BCYV, U3V, et en désignant par f* Papplication canonique correspon-
dant au couple {U,V}, on a

HA)CXT et f(B)CXV,
¥ Y
ol on a posé U= {0}, V= {1} et U"=V’= I pour y #a. Comme les
ensembles X U? et X V? sont fermés et disjoints, ils sont éloignés dans K,
¥ 4 _
d’oit la relation exigée f(4) 0 f(B).

.
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La 6-continuité de l’application f est une conséquence de la pro-
position générale que voiei:

{3.1) f”. btant pour y e I' une application §-continue de Vespace de pro-
zimité R dans Vespace de promimité compact 8% et en posami
8= X8, Vapplication f de R dans S (muni de lo structure de

¥

prozumité unique qui engendre la topologic de cet espace de Haus-
dorff compact), définie par la formule

&) = (),
est & -continue.
Pour démontrer (3.1), remarquons d’abord que les ensembles X G,

ol ¢ est un sous-ensemble ouvert de Pespace S” et, & Pexception d’
nombre fini d’indices y, on a G¥ = &%, forment une base topologlque B’

dans Pespace §. D’aprés (2.4), les ensembles de la forme U U;, ol 7 est
1

un nombre naturel et U; ¢ B, forment une base de proximité B* dans S.

Pour établir 1a §-continuité de ’application f, il suffit de démontrer
que les conditions

A,BCR et f(A)d}(B)
entraine.nt.A s 'B. Or, ces conditions étant vérifides et B* étant une base
de proximité, il existe deux ensembles U* et V* tels que
(3.2) F(A)CT*, HB)CV*, T*3V* et U*, V* e B>,
Posons

r

(3.3) U*=L1JU,~, V*=UVi, U;e®B, VieB’,
done '
(3-4) Ui=X6%, VL-=XH%,

¥

ol &7 et Hj, sont des sous-ensembles ouverts de 8. La relation U* 4§ ¥V*
entraine U‘nV‘~O done U;AV,=0 powr i=1,..,7 et k=1
on a par conséquent T e

;YG%;YHE(;Y@?)A(XIY%) X(G%H )=0.

Il s'ensuit qu’on a (pour des i et % i
it qu’e . quelconques fixés indi
tel que G~ H;=0. En posant_donc ! ) dndiee ael

(3'5) Al':f(A)f\ Ui: Bi:f(B)f\Vkv
(3.6) _ A; =4y, Bi={"(B}),
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on a pour un ael convenable, en vertu des inclusions f(4;)C U; et
F(Br) CVy et des égalités (3.4),

[A4)C6%, [(BCH: et GinHi=0,

d’ol G286 HS et, & plus forte raison,

f(A4:) 8 1*(Bs) .
Lrapplication {* étant &-continue, il s’ensuit
{3.7) 4;8B;

pour i=1,..,7 et k=1,..,s. Mais les formules (3.2), (3.3) et (3.5)
entrainent

* 8
f(A)=L1JA%, f(B)=k1JBk,
done, d’aprés (3.6),
AC\J4;, BCUJ By,
1 1

ce qui donne la relation & démontrer 4 8 B par lapplication répétée
de (3.7) et ‘de 'axiome 1 (v. [1], p. 195).

D’aprés ce que nous venons de démontrer, Vapplication f trans-
forme l'espace R de fagcon équimorphe en un sous-ensemble de P'espace
compact K de poids topologique #' < &, done, en conséquence de (2.8),
de poids de proximité ¥', Il s’ensuit d’aprés (2.9) que le poids de pro-
ximité de L'espace f(R) est inférieur ou égal & ¢, ce qui entraine 4’ = 9.
En posant done R* = F(R), Pespace R* est un espace de Hausdorff com-
pact de poids topologique & et R est équimorphe 4 un sous-ensemble
denge de R*.

4, Pour terminer la démonstration du Théoréme de plongement, il
faut prouver que deux espaces de Hausdorff compacts, dont chacun
contient un ensemble dense équimorphe & l'espace donné R, sont tou-
jours équimorphes. Or, cette proposition est contenue dans la suivante:

(4.1) Soient R e R’ deum espaces de Hausdorff compacts, E et E' deuw
sous-ensembles denses de R et de R' respectivement. | étant un équi-
morphisme de B sur E', Vapplication | peut élre prolongee & un
équimorphisme de B sur R'.

Démonstration (4. Soit # ¢ R et considérons un nombre fini de

voisinages (5) U; (¢4=1,...,7) de x L'ensemble ("r\ U; étant également
— 1

(*) Pour la méthode de la démonstration, cf. [4], théordme 1.
(%) Nous entendons par voisinage d'un point tout emsemble tel que ce point en
est un point intérieur.
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r
un voisinage de z et E étant dense dans R, on a E~ (M\U,) 0. Par
1

conséquent, f étant biunivoque, on a

(f\f(EﬂUi)C(i\f(EnUi)= f(rl'w (B ATp) = f(En(r:W U)#0.

Il s'ensuit que si Iensemble U parcourt les voisinages du point z, les
ensembles fermés f(E~TU) forment une famille concentrée, c’est-d-dire
Pintersection d'un nombre fini de ces ensembles, arbitrairement choisis,
ne peub jamais étre vide. L’espace R’ étant compact, 'intersection de
tous ces ensembles est également non vide:

Fo)= \J fEAT)#0.

(4.2)

Nous allons montrer que ensemble F(z) ne peut contenir qu’un
seul point. Supposons en effet qu’on ait

#eF(z), yeF(z), a'#y.

L’espace R’ étant normal, les points z° et y' possédent des voisinages
ouverts U’ et V' respectivement dont les fermetures sont disjointes,
En désignant done par U un voisinage quelconque du point 2z, on a

& efBAT) AU 0, g eflEAT) AV £0,

par conséquent, U’ et V' étant ouverts, on a

Unf{U)=E~U~fHT)#0, Unf i (V)=B~AUn~fYV7)+£0,

ce qui montre, U étant un voisinage quelconque de z, que
ef (T) ~ T) 2 0.
Ceci veut dire que f™(U") V"), done en vertu de Ia d-continuité de f
) s 7(77)

et & plus forte raison U’ 8V, c’est-a-dire U'AV’#0, ce qui contredit
au choix des ensembles U’ et V.
Désignons par g(z) le seul point de Pensemble F(z):

{g(@)} =F(z).

L’application ¢ transforme Pespace B en un sous-ensemble de Pespace R’
Pour 2¢E, on a 2¢E~U pour tous les voisinages U de x, done
H&) e {(BAT)CfE~T), don H(z) e F(z) et f(z) = g(a). L’application ¢
est done un prolongement de f.
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Comme le rdle des espaces E et R’, des ensembles F et F' et des
applications f et F* est symétrique dans les hypothéses, on peut con-
struire de la méme fagon une application g* de RB* dans R qui coincide
avec [~ sur Pensemble E’, par la formule

)= N_fE~T).
o’ eInt U’
On aura pour z ¢ R Uégalité ¢'(g(x)) = x. En effet, U’ étant un voi-
sinage quelconque du point g(x) dans l'espace R’, et U un voisinage de x

dans R, on a, en conséquence de la relation ¢(z)ef(E~T),
H(BAT)AT #0,

(4.3)

d’olt
Uni ™ UO)=EAU~fYU)#0,
ce qui entraine

e fHUY=FY B ~AU).
En faisant parcourir & U’ tous les voisinages du point g(z), il vient
d’aprés (4.3) z=g'(g(x)). .

On démontre de la méme facon 1'égalité g(g'(w)) =g pour 2" e R’
quelconque. On en conclut que l’application g tramsforme l’espace R
en B', qu'elle est biunivoque et que g’ = g1

11 ne reste qu’'a démontrer que ’application g est continue; en effet,
il s’ensuit qu’elle est un homéomorphisme de ’espace compact B sur R’
ef, la structure de proximité d’un espace de Hausdorff compact étant
univoquement déterminée par la topologie de l’espace, que g est un équi-
morphisme. '

Soit ¢ C R’ un ensemble ouvert et supposons, par l'impossible, que
Tensemble ¢ = g~*(@’) posséde un point # ¢ @ qui appartient &4 R—@.
Considérons un nombre fini de voisinages queleonques U; (i=1,...,7)
du point z et posons

U* = Tnt( L;J Ua);
U* est un voisinage ouvert de x. Il existe donc par hypothése un point
Yye U~ (R—@), et U* étant un voisinage du point y, on a
9Y) e (BEAT*) ~ng(R—G)=f(BE~U*) ~ (B'-G),
d’olt il vient ' )

(OFEATI) ~ (R—a)D NFEBAT) ~ (R-E)

= Q (B AT~ (R—E)

HEA (O U) ~ (R~ FEAT) ~(R—G) 0.
1

Fundamenta Mathematicae, T. XLVI. . 14
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Ceci veut dire que, si U parcourt les voisinages du point z, la famille
des ensembles fermés f(E~U) et R'—@  est concentré, ce qui a pour
conséquence, vu que lespace R’ est compact, que

( O FEAD) A (B~6) = F(@) n (B'—6) 0

zeInt U
mais c’est impossible, puisque F(x) = {g(»)} et que g(x)¢ R'—G". La pro-
position (4.1) et, par suite, le Théoréme de plongement ge trouvent ainsi
démontrés (¢).

5. On sait que tout espace métrique R peut étre considéré comme
espace de proximité, en posant pour ACR, BCR, A ¢ B si ef senlemens
si (4, B)=inf{p(x,y): e A, y e B} =0, ol p(z, y) désigne la distance
des points z, y  R; de plus, f étant une application de 'espace métrique R
daps Pespace métrique §, la §-continuité de 1’application f équivaus
& la continuité uniforme de celle-ci (v. [1], p. 190, théoréme 1). On appelle
méirisable l'espace de proximité R sl est équimorphe 3 un espace mé-
trique.

Nos résultats permettent d’énoncer la proposition suivante:

(3.1) TUn espace de prowimité est équimorphe & wun espace métrique totale-
ment borné si et seulement §'il posséde 8, powr poids de prowimité.
Par conséquent, tout espace de promimité de poids de proximité 8,
est métrisable.

Démonstration, Si 'espace de proximité R posséde R, pour poids

de proximité, il est équimorphe, d’aprés le Théoréme de plongement,

4 un sous-ensemble d’un espace de Hausdorff compact et de poids topo-

logique %, c'est-d-dire d’un espace métrisable et compact. Cet espace,

muni d’une métrigue, devient done totalement borné, et ses sous-ensem-
bles le deviennent également.

D’autre part, si B est équimorphe & un espace métrique R’ totale-
ment borné, désignons par R* un espace métrigue complet qui contient R
comme sous-ensemble dense. L’espace B* est compact, done séparable,
et il s’ensuit du Théoréme de plongement (ou bien des propositions (2.8)

et (2.9)) que le poids de proximité de Pespace R’, donc celui de R, est
égal & §,.

(5.2) %’our que Z.e-poids de proximité dun espace métrique soit égal & x,
il faut et il suffit que cet espace soit totalement borné.

4 1 fa‘ut Temarquer que cette forme plus précise du Théordme de plongement
est une conséquence immédiate de la forme originale du Théoréme de plongement (due

5{: Szx;iir(r):;off et citée dans lintroduction du présent article) et des propositions (2.8)
et (2.10),
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Démonstration. La suffisance de la condition étant une consé-
quence de (5.1), supposons que Pespace métrique R posséde &, pour poids
de proximité. Il s’ensuit d’aprés (5.1) que .R est équimorphe & un espace
métrique totalement borné, donec qu’il est I’image uniformément con-
tinue d'un espace totalement borné. Par conséquent, B est totalement
borné.

La proposition (5.2) est un cas particulier d’un théordme plus gé-
néral sur le poids de proximité des espaces métriques. Pour pouvoir for-
muler ce théoréme, appelons dans P'espace métrique B un sous-ensemble E
&-discret, si l'on a

o(@,y)=e pour wm,yeE, v#y.

On prouve aisément par des méthodes transfinies, par exemple au moyen
du lemme de Teichmiiller et Tukey (v. [5] et [6], p. 7), qu'il existe dans R,
pour un £ > 0 quelcongue, un ensemble ¢-discret mazimal E,, c’est-a-dire
tel que E.CECR, E,+# I entraine que F n’est plus e-discret.

(5.3) Soit R un espace métrique de poids topologique = e de poids de pro-
zimité &, et désignons par B, un ensemble 1/n-discret mazimal dans R

(n=1,2,..), de puissance on,. On a en ce cas les égalités

r=2crn et 19:22“".
n

n
Démonstration. En désignant par S(z, ) la sphére ouverte ayant
le point z pour centre et &> 0 pour rayon, les sphéres §(x, 1/2n), ol
¢ € E,, forment évidemment une famille d’ensembles ouverts, disjoints
et non vides. Cette famille étant de puissance o,, il s’ensuit o, < 7, on
8, par conséquent

(5.4)

2 Op SNT=T.

n
D’autre part, les sphéres S(z, 1/n), olt we¢ E,, couvrent tout ’espace R
{autrement F, ne serait pas maximal), donc, en faisant parcourir & =
tous les entiers positifs, la famille de toutes les sphéres en question forme
une base topologique de puissance < oy, d’olt

n
T<20'n-‘
n

La premiére égalité (5.4) est ainsi démontrée.

Pour établir la seconde, remarquons d’abord que deux sous-ensem-
bles disjoints quelconques de ’ensemble H, sont toujours éloignés, par
conséquent, toute base de proximité du sous-espace F, doit contenir

14*
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tous les sous-ensembles de E,, c’est-a-dire que le poids de proximité du
sous-espace E, est supérieur ou égal & 2% Ceci entraine daprés (2.9)
l'inégalité 2 <9, done

2 2 g =9,

n

D’autre part, 4 et B étant deux sous-ensembles éloignés de R, done
tels que p(4,B)=2¢>0, soit 1/n < Le et désignons par U et par V la
réunion des sphéres S(z, 1/n) telles que z ¢ B, et qui rencontrent, re-
spectivement, 1’ensemble A et ’ensemble B. Comme la famille de toutes
les sphéres S(z, 1/n) (z ¢ B,) couvre l'espace E, on a AC U, BCV et
évidemment o(U,V)>1e> 0, done UJV. Ceci veut dire que l’on par-
vient & une base de proximité en formant la réunion des sphéres S(z, 1/n)
ayant les points d’un sous-ensemble de B, pour centres, et cela pour
tous les sous-ensembles possibles de X, et pour n =1, 2, ... Cette base
de proximité ayant la puissance < 2°, on a

n

TN LN

n
Ceci prouve la seconde égalité (5.4).

On déduit aisément de (5.3) la proposition suivante, plus précise
que (5.2):

(8.5) Un espace métrique posstde un poids de proximité soit égal & g,
s0u supérieur ou égal ¢ 2%, suivant qu'il est totalement borné ou non.

En effet, la condition que R soit totalement borné équivaut 4 liné-
galité op <xy (m=1,2,..).

Le théoréme (5.3) permet parfois de trouver une relation précise
entze le poids topologique et le poids de proximité de Pespace métrique R.
En effet, on a avec les notations de (5.3):

(8.6) 8i on =7 pour au moins un entier Ny Wl s'ensutt que 9 = 2°, (Pest
le cas en particulier lorsque T est de la forme == £ o & désigne
un nombre cardinal quelcongue.

Démonstration. L’égalité o,= v entraine en vertu de la seconde
égalité (5.4) et de (2.7)

D’autre part, si on avait o, < 7 pour »=1,2, .., il s’ensuivrait
d’aprés le théoréme de Gy, Konig (v. Dar exemple [2], p. 34, théoréme IIT)

o<t (g —gim g
n

en contradiction avee la premiére égalité de (5.3).
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En admettant Phypothése (généralisée) du continu, on peut énoncer
la proposition (5.6) sous la forme plus précise suivante:

(5.7) On a ©=2" ou & = 7 suivant qu'il existe ou non un entier positif n
tel que o, =T.

Démonstration. La premiére partie de 1’énoncé étant contenue
dans (5.6), supposons gqu’on ait o, < T pour # = 1, 2,... D’aprés 'hypo-
thése (généralisée) du continu, il sensuit 2™ < 7, done d’aprés la seconde
égalité (5.4) et (2.7)

T<ﬁ=22”"<sor=r.
n
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