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Sur les types d’ordre distincts dont les n-iémes
puissances sont équivalentes

par
F. Sunyer i Balaguer (Barcelone)

En 1951 W. Sierpinski [5] a posé la question suivante:

L’égalité ¢*= y* pour deux types d’ordre entraine-t-elle toujours
Pégalité ¢ =y ¢

A. C. Davis [1] a répondu négativement a cette question en donnant
deux types d’ordre dénombrables ¢ et p tels que ¢?=y? et p£y. Cet
exemple a été simplifié par W. Sierpitiski. Ultérieurement, dans une
Note commune, A. C. Davis et W. Sierpiniski {3] ont donné trois types
d’ordre distinets a, p et y tels que o= f2= 9% De méme, ils affirment
que pour des types d’ordre a déterminés ’équation &= a se trouve
vérifiée pour plusieurs types d’ordre £ distincts. Dans une Note posté-
rieure A. C. Davis [2] & démontré qu’il existe des types d’ordre a tels
que I'équation £"= o a exactement m solutions différentes, o m = 0,1, 2,
vey Ry, 2%, Néanmoins, en faisant usage de P’axiome du choix, on peut
démontrer que si pm== y*, alors ¢ et y sont des types d’ordre équivalents
(similaires au sens de Fraissé [4]). C’est ce que nous ferons dans eette Note.

Voici d’abord quelques explications sur la terminologie et les nota-
tions que nous utiliserons.

Un type d’ordre B sera dit inférieur ou équivalent & un type d’ordre a
si un ensemble ordonné 4 de type o« admet un sous-ensemble B (éven-
tuellement = 4) de type f; on éerira f Lo ou a 3 8.

Deux types a et B seront dits éguivalents (similaires selon Fraisse)
si on simultanément « S f et § < a; on écrira dans ce cas a ~ f.

Par contre, lorsque § < a, sans que P'on ait en méme temps la rela-
tion a < B, nous dirons que § est inférieur ¢ o et nous éerirons S < a.

En premier lieu nous démontrerons le lemme suivant:

LemME 1. 8% af < pd, une au moins des relations o Sy ou B <9

est vérifide.
Démonstration. Soit 4, B, ¢ et D des ensembles ordonnés de
types a, 8, ¥ et 8 respectivement. On sait que Pensemble E des couples ba,
15%
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ol a.¢ A et b « B, ordonné alphabétiquement (c’est-a-dire d’aprés le principe
des premiéres différences), est de type af.

De méme l'ensemble B, des couples de¢, oi ¢ e 0 et d e D, ordonné
alphabétiquement est de type 4.

Par suite, 'hypothése af S yé nous permet daffirmer Dexistence
d’'npe similitude (correspondance biunivoque qui conserve les relationg
d’ordre) entre Pensemble E et un sous-ensemble de E,. Soit F cette si-
militude, on peut done écrire F(E)C E,.

Désignons maintenant par A4 (b) 'ensemble des couples ba tels que 4
parcourt tout Pensemble A et b reste fixe. De méme, C(d) sera ’ensemble
des couples dc tels que ¢ parcourt tout ’ensemble C et d reste fixe.

Evidemment, ou bien il existe un b, que nous désignerons par b,
tel que pour un d, déterminé on a F(A(bo)) C C(d,), ou bien pour tout b
’engemble F(A(b)) a des éléments d'c’ et d''¢”’, ol 4’ £d".

Dans le premier cas, puisque A(b,) est de type a et C(d,) est de
type », nous aurons a < y.

Dans le deuxiéme cas soit M (b) I'ensemble formé par tous les @ anx-
quels on peut faire correspondre un ¢ tel que de e F(A(b)). Par hypo-
thése M (b) aura dans ce cas au moins deux éléments. Il existe donc une
correspondance qui fait correspondre 4 chaque b un des d de M (b) qui
ne soit pas le premier élément de M () (s'il en existe un). Si nous dé-
montrons que cette correspondance G entre Pensemble B et un sous-
ensemble de D est une similitude, nous aurons démontré que B<o
c'est-a-dire le lemme sera établi.

Soient 4’ et b deux éléments tels que b’3b", et posons d’'= G(b’)
et d”" = G(b”); ceci veut dire qu’il existe deux éléments ¢, ¢" ¢ C tels que

X' <P(AW), d'e" eP(A(b"),

et, puisque F conserve lordre, mous aurons d'3d"”, ou bien d'=d4".
Mais, si @' = @' pour tout d"’<d"’, quel que s0it ¢, nous aurons d'"'e=3d'¢’,
et par suite, puisque F conserve Pordre, on aura d'’¢ ¢F(A(b”)), cest-
a-dire d'” sera le premier élément de M ('), contrairement & I’hypothése.
Par suite, si b’ <b", et d'= G(b’) et @' = G(b"), on a toujours d’'<d'";
@ est done une similitude.

Du lemme 1 on tire immédiatement le résultat suivant:

LevMME 2. Si af & 8, une au moins des qualtre conclusions suivanies
est vérifide:

1° amy,

2° w4,

¥ < ¥y, 6 < B,

£ y<a <.
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Démonstration. De af T ¥ on déduit, d’aprés le lemme 1, que

(1) aly
ou bien que

2) B
De méme, de of 2, y6 on déduit que
(3) a
ou bien

(4) Bzé.

8i (1) et (3) sont vérifiées simultanément on a a~ y. Si les con-
clusions qui sont vérifiées sont (2) et (4), nous aurons § = §. Par contre,
si (1) et (8) ainsi que (2) et (4) ne sont pas vérifibes en méme temps, on
doit supposer que ce sont (1) et (4), ou bien (2) et (3), qui sont vérifides
simultanément. Dans le premier cas, puisque 1'on suppose que (2) et (3)
n’ont pas lieu, nous aurons

a<y, d<B.

De méme dans le deuxiéme eas on aura
p<d.

Le lemme 2 nous permet de démontrer facilement le théoréme
suivant:

THEOREME. Si, pour un entier positif n, il ewiste deuxs types d'ordre
@ et p tels que
(5) P ym,
on a g Y.

Démonstration. La relation (5) peut s’écrire

y<a

-

W’n—l S Wn—l .
Nous appliquerons donc le lemme 2 ol I’on posera
B=g¢™Y y=y,

et nous démontrerons en premier lieu que les conclusions 3° et 4° ne sont
pas possibles dans ce cas. En effet, la conclusion 3° s’écrit

(6) ¢ <y,
(7) Pl < gt

a=@, 6 =ym1,
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et on voit facilement que (6) est incompatible avec (7). De méme, dans
la conclusion 4° on a

(8) <9
(9) gt <yt

et (8) et (9) sont contradictoires.
Par suite nous aurons
pY
ou
Py,

dans le premier cas le théoréme est donc démontré. Dans le deuxidme,
on peut répéter la démonstration en remplagant » par n—1 et, en appli-
quant le lemme 2 un nombre fini de fois, on arrive nécessairement 3 la
conclusion ¢ s p. )

Comme corollaire immédiat de ce théoréme, ou plus encore comme
cas particulier, on peut énoncer le résultat que nous avons signalé, c’est-
a-dire:

COROLLAIRE. 8% ¢*=14", on & ¢~ Y.
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On transfinite iteration
by
B. Banaschewski (Hamilton, Ontario)
1. Let © be a class of sets closed under the union of chains and

f: DD an extensional operator on D, i. e, X 2 X holds for all X e¢D.
Then, the powers f* of f for any ordinal a are defined, as usual, by

FX=fyrx. N

These f* may, but need not be, distinet for all a. Of course, if all /* are

" distinet D cannot be a set, and if D is a set of cardinal b one must have

= f" for all « > when & denotes the first ordinal whose cardinal is
greater than b. Less obvious criteria for the equality of all powers of f
from some ordinal onwards can be based on suitable properties of f.
A property of this kind was described in a recent paper by G. Schwarz [1]
in the following way:
(Sy) If U is a collection of ¥ sets A D, then there ewists a set D of sub-
collections B C U, each consisting of less than ¥ sets, such that
fUd=UFfB.
red Beo BeB
For any extensional isotonic (') operator f satisfying (8y) with some
f which is either denumerable or has an immediate predecessor (in the
natural well-ordering of the cardinals) Schwarz proves the equation

1) X = ﬂL<JEf"X (a2>£)

where ¢ denotes the first ordinal whose cardinal is %.

In the present note, a number of conditions for operators f will be
congidered which are similar to (Sy) and have the same effect on the
powers of f as (Sy). Also, their relations to each other and to (8y) wil
be discussed and some statements concerning products of operators will
be deduced from them.

() This means X cf¥ whenever Xc¥.
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