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Let Jyyq be a (2n+1)-dimensional space, composed of the real
gequences 4 = (@, @ay ..., Gyny1), under the norm
k

lyalln = sup sup (2 (@, — (‘L‘I’zi—l)2 - a';’2k+l)“2
E<n p1<Py<..<Ppp41 =1
Let X = (J3XdJsX )12 be a space of all sequences © = (v,), 1/,,6,72%1
(n =1,2,...), such that leyﬂ]\n< -+ co, under the norm |z = (Zﬂynﬂn 2,
=1

The space X can be isomorphically imbedded.®) in the space
Y = (6,X X ...); having an absolute bagis.
space X has no absolute basis.

5.4. Let X Dbe a separable Banach space. Are the following conditiong
equivalent:

(a) every bounded set in X is conditionally weakly compact,

(b) no subspace of X is isomorphic to I,

(¢') ¥* is separable?

" Added in proof. In other way the results given in this paper can
be obtained in a stronger form: for instance to the assertion of Theorem
can be added the following equivalent condition:

(e) The space Y* is weakly complete.
(See C. Bessaga and A. Pelczyiski, On subspaces of the space
with an absolute basis, Bull. Acad. Pol. Seci. 6 (1958), p. 313-315.)

Regu par le Rédaction le 6. 8. 1957

% 4. e. the space X is isomorphic to a subspace of Y.

We conjecture that the
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Elliptizitdit und schwache Halbstetigkeit gewisser
Funktionale der Variationsrechnung mehrfacher Integrale.
Volistetigkeit Greenscher Transformationen

K. MAURIN (Warszawa)

In dieser Abhandlung wird gezeigt wie man auf elementare Weise
(Ehrlingsche Ungleichungen und Rellichscher Auswahlsatz) die Ellipti-
zitét einer wichtigen Klasse quadratischer Funktionale beweisen kann
(§ 2). Diese Klasse umfaft u.a. die Funktionale aus der Theorie der
elastischen Platten und die von C. B. Morrey [12] in der Theorie der har-
monischen Integrale eingefiihrten Formen.

Mit Hilfe derselben SchluBweise, aber mit Heranziehung der Kon-
draschewschen Sétze (und eines Kriteriums von E. Rothe) gelingt es die
schwache Halbstetigkeit auch fiir eine gewisse Klasse nichtquadratischer
Funktionale der Variationsrechnung mehrfacher Integrale und die Ellip-
tizitdt ihrer zweiten Differentiale zu beweisen (§ 3)."

Es wird weiter eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die Annahme des absoluten Minimums fir quadratische Funktionale,
des im §2 untersuchten Typus angegeben. Diese Funktionale kinnen
auch auf Funktionenrdumen definiert sein, die gewissen allgemeinen,
von Ehrling eingefiihrten Randbedingungen geniigen. Unser Vorgehen
ist elementar und umgeht die Theorie der selbstadjungierten Fortsetzun-
gen (§4).

Im §5 bringen wir einen einfachen Beweis fiir die Vollstetigkeit
der Greenschen Transformationen. Unser Satz ist zugleich eine Verschér-
fung eines Satzes von Ehrling [1] und umfaBt einen vor kurzem publi-
zierten Satz von L. Schwartz [16]. Durch die Anwendung dieses Satzes
anf das im § 3 untersuchte zweite Differential eines Funktionals erhal-
ten wir schlieBlich einen Eigenwertsatz, der eine weitgehende Verall-
gemeinerung eines auf anderem Wege von E. Rothe gewonnenen Satzes
([15], § 6) darstellt.

Um die Abhandlung leicht zuginglich zu maechen sind im §1 die
benutzten Hilfsmittel in ihrem logischen Zusammenhang zusammen-
gestellt.
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VAuf die schonen Abhandlungen von Ehrling [1] und P. D. Lax [9]
hat mich — im Zusammenhang mit einer anderen Problemstellung —
Prof. Lars Garding aufmerksam gemacht, wofiir ich ihm hier meinen
herzlichen Dank ausspreche.

1. Definitionen und Hilfsmittel. ITm folgenden bedeute 2, einen
beschrankten Bereich des m-dimensionalen Raumes I". Es werden die
folgenden Hilbertschen R&ume benutzt:

H,, = H,(2,) sei die Vervollstindigung der Menge der beliebig
oft in 2, differenzierbaren Funktionen mit der durch das skalare Produks

by D*u(z) D"a—z‘(»av')—d;z

at
(1.1) (U, VI = | D,
Oyl <m
induzierten Norm: [ufs = (%, ®)n; # = (g, -+, tn) sei der Differentia-
tionsindex :
A
= =ty iy
Py T ool = 1 tin

Man sagt: die Elemenie von H,, besitzen alle starke Ableitungen bis
zur Ordnung m. Man kann algo (1.1) als Definition von (u, v),, fir »,ve H,
ansehen, man betrachte nur D*u, D*v als starke Ableitungen [17].

Wir fiithren noch folgende Bezeichnung ein:

i = [ ) (D urde

DBy, |l =m

(unter dem Integralszeichen kommen nur Ableitungen m-ter Ordnung
Vor).

Der Raum H,(R,) ist also gleich L2(2,). H,
[18] gezeigt hat, gleich dem von Morrey und Calkin eingefithrten Raume
Pa(2a).

Analog erhilt man die Hilbertschen Riume der Vektorenfelder
auf Q,, u(x) = (u'{x), ..., w" (), d. h. der in @, definierten Funktionen
mit Werten aus dem N-dimensionalen Raume BV mit dem Skalarpro-
dukt ,,-”:

(%) V) s fD“u(m)-D"v(m)dw.
Qp :

In den letzten Jahren spielen eine immer grossere Rolle die zu Hy
dualen Réume H,, = H_,(R,) (vgl. [8], [16]). Den Raum H_, = H),
erhilt man durch die Vervollstindigung der Menge 0%(Q,) in der Norm

a s

Hu”—-m = 8up
voly [l

icm

(8,) ist, wie P. Szeptycki .
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Wenn B ein Unterraum von H,, ist, dann bedeutet B’ die Vervoll-
stindigung von C*(£,) in der Norm
£ sup (U, 2)o
eB ol
Wir haben also die Inklusion: B'D H_,,
‘Die Dualitit der Raume H,, und H_, — allgemeiner der Riume B
und B’ — wird durch <, >, bezeichnet:

(1.3) falls

(1,2) ”uiLm B =

<U, V> = (U, D)y u, veH,.

Da man die Elemente von H; als Elemente des Raumes Hy, fiir
k <1, betrachten darf, entsteht sofort die Frage nach der Injektion
(Einbettung) I.: Hi(2,) > Hy(2,). Es gilt der verallgemeinerte Rel-
lichsche Auswahlsatz ([12], [16]):

(1.4) Wenn Q, beschrinkt ist, ist die Injektion I, fir k <1 lnear
und vollstetig (kompakt), (k wund 1 kinnen belichige — auch negative —
ganze Zahlen sein).

D. h. die lineare Transformation Iy, fiihrt jede in H; schwach konver-

gente Folge v, —% in die stark in H; konvergente Folge

Hy
v, = Ijpvp o

iiber. Daraus folgt das fiir uns wichtige

(1.5) KOROLLAR. Das Funktional |[ulfy -ist auf H, (fiir m > 1) schwach
stetig.

Um wichtige Relationen zwischen den Normen der Hilbert-Riume
H,(2,) vnd Hy(S;) — wo §; eine j-dimensionale Mannigfaltigkeit in Q,
ist zu erhalten, um also gewisse integrale Ungleichungen herleiten zu
konnen, macht man iiber 2, und S; gewisse einschrinkende Annahmen.
Da diese Voraussetzungen nicht ganz einfach zu formulieren sind, werden
wir sie nicht explicite angeben, sondern sie im folgenden die Bhrlingschen
Bedingungen nennen (vergl. [1]).

Es gelten die folgenden Ehrlingschen Ungleichungen:

Wenn %eC(£,), dann hat man fiir groBe positive ¢

(1.6) lule = O™ ™) (tluls+- ulm)  fir 0 <k < m;

1
A7) [Du@)] = 0@™)(tull+ lulm), wo o= 1—% (n+2|ul)
fir m > [#/2]+1+|u] und gleichmiBig fir xe,.
Man sieht, daf (1.6) auch fiir ue H,,(Q,) gilt.

Aus (1.7) folgt das berithmte
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(1.8) LeMMA VON Soporew. Wenn m = [n)21+14+ u], dann ist u
|ej-mal stetig in 0, differenzierbar?).

(1.9) Wenn 2, und S; den Ehrlingschen Bedingungen gensigen, dann ist

f | DF (@) de = 0 f—% (n—j-+ 97*))’”"”3 + [l
Si =
fiir m = [nf2]+1+k—j.

Aus (1.9) folgt, daB wenn w C H,,(£2,), man » als Blement von H;(S;)
betrachten kann. Diese Zuordnung nennt man Injektion (Kinbettung).
Die dritte Ehrlingsche Ungleichung (1.9) sagt u. a., dal diese Injektion
eine stetige, lineare Transformation ist. Kondraschew hat dariiber hinaus
gezeigt, da sie sogar vollstetig (kompakt) ist.

Hine im Hilbertschen Raume H, das Skalarprodukt ist (,), definierte
guadratische Form ¢ (u) L (Au, ), A = A* heiBt elliptisch (Legendre’sch),
wenn 4 = P+K, wobei P positiv definit ist (d. h. (Pu, u) = p(u, u);
p >0), und K vollstetig oder endlichdimensional (beide Definitionen
sind gleichwertig, vgl. [5]).

(1.10) Hine elliptische positive Form, d. h. Q(u) >0 fiir w # 0, ist
positiv definit.

Die elliptischen Formen gehoren zu der Klasse der von unten schwach
halbstetigen Funktionale (s. h.s. w.). Das Funktional I(x) ist h.s. u im
Punkte u,, wenn

lm I (u,) = I ().
Uy =g

Da die Kugel K(0,R) = {ueH: |u| < R} im Hilbertschen Raume
schwachkompakt ist, nimmt das von unten auf K (0, R) s. h. Funktional
I(u) seine untere Grenze in einem Punkte u,e X (0, R) an: EnfRI (u)

ue K (0,
= I(uy) < —oo, woraus die Wichtigkeit der s.h.s. u. Funktioriale] fiir
die Variationsrechnung ersichtlich ist.

Das Rothesche Kriterium [14] besagt, daB die Bedingung
D*(I(u;h, k) =0, fir alle weK (0, R) und alle he H, wobei DI und DI
das erste und zweite lineare Gateau-Differential bedeuten, fiiv die schwa-
che Halbstetigkeit von unten des Funktionals 7 () hinreichend ist.

Im folgenden nennen wir das Funktional I(w) elliptisch, wenn es die
Summe einer positiv definiten, quadratischen Form und eines schwach-
stetigen Funktionals ist.

') Die Ableitungen geniigen sogar ciner Holdersehen Bedingung mit demselben
Exponenten und Konstanten. Aus dieser Bemerlung und (1.7) folgt also ein oinfacher
Beweis fir die, zuerst von Kondraschew hewiesene, Vollstetigleit der Injektion
Hum (2n) — O (Qy).

icm

Elliptizitdt und sehwache Halbstetigheit 179

2. Die Elliptizitit quadratischer Funktionale in der Theorie
der n-dimensionalen, elastischen Platten (Ehrlingsche Funktionale).
In diesem Abschnitt betrachten wir eine wichtige, zuerst von G. Ehrling
untersuchte Klasse quadratischer Funktionale. Diese Klasse umfaft
die Funktionale aus der Theorie der elastischen Platten, welche K. Frie-
drichs in seiner klassischen Abhandlung [2] im Zusammenhang mit den
Rand- und Eigenwertsanfgaben der Plattentheorie eingefiihrt hat. Wir
beweisen den

SATz 1. Es sei

(2.1)
n—1
Tu)Z f o, (@) D*uDade+ D) [ ,5(@) D uDP Tz +
Qp luplgm =1 § lal,18] <M—(n—j)]
+f 2 oy (@) D*uDPu du () +
By, ol 1B <m—nj2
n—1 N .
+ [ ) b@Dmda+ ) | b (@)D" wda+
Q2 jui<m =1 8; lal<m—(n—j)2
+ [ D o3@)Dudp(a) (e, udm, Bl <m—nj2.

‘Qﬂ

Von den Koeffizienten sei folgendes vorausgesetzt:

1° a,, al,b,, b, (j=0,...,n—1) seien mefbar wund Dbeschrinkt
auf @, baw. auf 8;;

2° Die dret ersten Glieder bilden eine quadratische Form Q (u);

3 > a,w EE >0, > 1EP, wo & beliebige komplexe Zahlen

lul=pl=m

bedeuten.

(Man kann von der Form

daf e
an(f, )= [ D a,(@) DD
G =pl=m

viel weniger verlangen, aber man mup dann den Raum der zugelassenen
Funktionen f, g einschrinken:

° Die Form an(f, g) soll auf dem Raum V — wo CF(Q,)C V CC™(2y)
— koerziv sein (vgl. [20]). Bekanntlich sind gleichmipig elliptische (und
im Falle der Sysieme gleichmdfig starkelliptische) Formen koerziv auf
C3(2,) (vgl. [51)-

4% ludly leafl < 0.

These. Das Funktional I(u) ist elliptisch.
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Beweis. Aus (1.6), (1.7) und (1.8) folgt, daB man I (u) in der folgenden
Gestalt schreiben kann: : .

I(n) = Qu)+ (b, uhm, ueHu(Ly);

dabei ist b das eindeutig bestimmte Element des Raumes Hp(£,). Aus
der ersten Ehrlingschen Ungleichung folgt wiederuam, daB es ein solches
positives t, gibt, dal

Qr, (1) £ Q) Ftylul} = ellulfh, ¢>0,

d. h. @, ist positiv definit in H,, d. b, ¢ (u) = (3,[)(11,)~t0|1=u,\\ﬁ.
Wir kénnen also I'(w) in folgender Form schreiben:

L) = Qi (1) + (0, W~ oIl 1

die Formen (b, 1), und fo|u|; sind aber schwachstetig in H,, (vgl. (1.5)),
woraus unsere Behauptung folgt, w. z. b. w.

Bekanntlich ist im allgemeinen die Positivitét einer quadmtwchen
Form viel leichter als ihre positive Definitheit zu zeigen. Da in den
direkten Methoden der Variationsrechnung und in der Theorie der linearen
elliptischen Differentialgleichungen positiv definite Formen eine wichtige
Rolle spielen, wird folgendes Korolar von Satz 1 wohl von Nutzen sein
(vgl. z. B. [10], [17]):

KoROLLAR. Wenn Q (u) >0 fiir 7é 0, dann ¢ibt es eine solche Kon-
stante ¢ >0, daf Q(u) = qluls,.

Man konnte auf dlfferennerbaren Riemannschen Mannigfaltig-
keiten £2,, dhnliche Formen auf dieselbe Weise behandeln. Hin Spezialfall
von ihnen (m = 1) sind die von C. B. Morrey in der Theorie der harmo-
nischen Felder untersuchten Formen. Unser Satz umfaft damit auch
einige Sitze von C.B. Morrey [11].

§ 3. Die Halbstetigkeit einer allgemeineren Klasse von Funktio-
nalen. Da die Summe von halbstetigen und stetigen Funktionalen wieder
halbstetig ist, konnen wir mit obiger SchluBweise unter Heranziehung
des Rotheschen Kriteriums die schwache Halbstetigkeit gewisser micht-
quadratischer Funktionale beweisen.

SATz 2. Bs sei

8.1)  I(w) = f F(z,u, D'u, Du, ..., D"u)do+

Qn
+ fﬁﬂm,u,DUg.“,D@@dw+-fﬁmw,u,lﬂu,“.,thnduwb
=1 8; fn,

kobei 2, 8; den Bedingungen von Kondraschew wund Ehrling gendigen:
w; <m—%(n—i), i =0,1,...,n—1,
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Die Integranden geniigen jetzt den folgenden Voraussetzungen:
1° Die zweiten Ableitungen

*F | <
(D"u)a(D )’ “[7 Bl < m,
sind in Qux|ueHy:|ully, < R} = 2,xK(0, R) gleichmifig beschrinkt.
29 Die Form :
PF(...)

—_— "”;r\ W, e>0
dDrwarw LT =0
lul=lv]=m r
in ,XK(0,R).

(Im Falle von Vekiorfunktionen ersetzen wir diese Bedingung durch
folgende:

(3.2)

N

2 (')(D”,u”( b‘?ﬂ gt (’, i l‘wi?r]zj'
i o

3° Die Funkiion F; (i =0,1,...,n—1) geniigt in bezuy auf
u, ..., D¥iu einer
(3.3) Lipschitzschen Bedingung.

These. 1° Das zweite Differential D*I(u; h,h) ist in weK (0, R)
elliptisch.

2° Das Funktional I(u) ist in K(0, R) won unten halbschuachstmg.

Beweis. Aus dem Satze von Kondraschew folgt die schwache Stetig-
keit der weiteren Glieder des Funktionals I(x). In der Tat fihrt die
Injektion Im,,r),:H,,,(Q,L)»Hki(S,-) jede schwach in H,(2,) konver-

-gente Folge

. Hia
Uy wu.,

in die stark in Hk?.(Sj) konvergente Folge

iiber.

Aus (3.3) und der Schwarzschen Ungleichung folgt die bebauptete
schwache Stetigkeit. Es geniigt also die schwache Halbstetigkeit des
ersten Integrals I'(u) zu beweisen. Wegen (1.5) geniigt es aber, die Halb-
stetigkeit des modifizierten Funktionals

T3 () E g (w, w)o + 1M () = toljulfe+1" ()

fiir geniigend grofie ¢, >0 zu zeigen.
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Dazu berechnen wir das zweite Differential von I}O:
- 9t (h. 1 *PF
DIy (u; 1y ) = 2o(h, ot [ T
O lal1B1<m

Aus unseren Voraussetzungen und den Ehrlingschen Ungleichungen
folgt

- D*hDP hdz.

DI (@5 by B) = a[lblfms €2 >0,

also ist DPI'(4;h,h) elliptisch und nach dem Rotheschen Kriterium
ist I'(u) schwach halbstetig nach unten, w.z. b. w.

Bemerkung. Man sieht leicht, daB die obige SchluBweise auch
unter anderen Voraussetzungen anwendbar ist. Hs geniigt z. B. statt
(8.3), daB die Funktion Fi(z,yy,...,%;) eine stetige Abbildung von

P (8)%...xI*(8)

in den Raum I*(8;) induziert.

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Stetigkeit
dieses 5. g. Operators von Niemytzki (vgl. [18], s. 213-214) sind wohl
bekannt.

In folgenden Abschnitten geben wir Anwendungen von Satz 1 auf
das Problem des Minimums eines quadratischen Funktionals (2.1) (das
auch auf einem Unterraum B von H,, (§4) definiert sein kann) und auf
das Eigenwertsproblem (§ 5) an.

§ 4. Das absolute Minimum des Funktionals (2.1). Seit der funda-
mentalen Abhandlung von Friedrichs ([3], [4]) geht man in den direkten
Methoden und anch bei Niherungsverfabren der Variationsrechnung
quadratischer Funktionale meistens so vor, daB man das Funktional

@ () als quadratische Form in einem Unterraum von I*(Q,) = H,(2,)

betrachtet und es in der Gestalt Q(u) = (Tu,u)y, ueD(T) schreibt.
Auf diese Weise hat man es mit einem wumbeschrinkten Operator T zu
tun. Um die Existenz des minimalen Elementes u, zu zeigen, setzt man
den Operator zu einem selbstadiungierten Operator 7' fort (Friedrichssche
Fortsetzung) und zeigt, daB dieser Operator 7 den ganzen Raum H,
als Wertevorrat hat. Diese Prozedur ist von der Theorie der Differential-
gleichungen gesteuert: der Operator 7' ist der Ruler-Lagrange’sche
Operator. Die Eﬂandbedingungen werden in den Definitionsbereich D (T
des Operators I mit einbezogen.

Bei diesem Verfahren muB man zuerst die positive Definitheit dos
Operators T zeigen, was bekanntlich recht unbequem ist. -

Wir schlagen hier einen anderen Weg ein, der einfacher zum Ziele
fiihrt. Unsere Methode erlaubt eine recht umfangreiche Klasse von Funk-
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tionalen zu behandeln, nimlich die im Abschnitt 2 betrachteten, die auch
auf Funktionenriumen definiert sein kénnen, die gewissen allgemeinen
Randbedingungen geniigen. Diese Funktionale lassen sich im allgemeinen
nicht auf die Form (Twu,u),— (¢, u), zuriickfithren. Die Theorie der
selbstadjungierten Fortsetzungen wird hier nicht benutzt.
Wir schreiben das Funktional (2.1) gleich in der kompakten Form
I(u) = (Au, U)n—2(b, U)n ((Au, %) L Q(u)) und beweisen den folgenden
Satrz 3. 1° Das Funktional (2.1) nimmit fir jedes be H, das absolute
Minimum >—oco dann und nur dann an, wenn Q(u) = (Au, u)n >0
fiir w # 0 gilt. Das einzige minimale Element u,
inf I(u) = I(u,)
ueHy,

geniigt der Qleichung
" Aug=b, d.h
inf I(u) = — (b, tom = — (b, A7 D).

uy = A7'h,

wgHy,
2° Falls Q(u) auch negative Werte annimmi, dann ist
inf I(u) = —oco.
ue Hyy

3° Falls Q(u) = 0 und der Unierraum
2 (e {ueH,: Q(u) = (du, u)y = 0} # {0}

sich nicht auf das Nullelement reduziert, nimmi das Funktional I(u) das
absolute Minimum >—oo dann und nur dann an, wenn be H,, O Hy,.
Beweis. Ad 2°. Es sel (Avg, 2,), < 0, wir haben dann
I{nre) = n2(Arg, ©o)m— 20 {bes Vo)m e T %%
w. z. b. w.
Ad 3° Es sel (Aw,u), =0 wnd beH, ©H),. Es gibt also ein sol-
ches Element 0 3= voe HY, daB (b, v,),, > 0. Man hat also

LIi{nvg) = —2n(b, voy —— — 0.

Damit haben wir gezeigt, daf die Bedingungen 1° und 3° notwendig
sind.

Es sel also Q(u) >0 fiir u % 0. Wegen (2.2) haben wir ¢ (u)
= (du, u), = q(%, u),, wobei ¢ > 0. ~

Der Operator 4 = 4% ist hermitesch und positiv definit und damit
vollstindig umkehrbar: die Gleichung du = b ist fiir jedes b eindeutig
autlosbar. Es sei u, = 47'b. .
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Tiir jedes e H,, haben wir wegen

I(u) = (A(u—1ug), (4—tg)}m— (A%o, Uo)m
= — (AU, o) = — (b Uo)m;
it T(u) = — (b, tohn = — (b, 4~ Bl
wneHy,

Die Bedingung 1° ist also auch hinreichend.

Wir zeigen jetzt, daB die Bedingung 3° hinreichend ist.

Bs sei beH,, ©HY = H;;. Wegen der Elliptizitit der Form @ ist
die Form @ auf dem Unterraume H, positiv definit. Es sei A* die Bin-
schriinkung des Operators 4 auf den Unterraum Hj,. Da der Operator 4+
positiv definit ist, zeigen wir wie oben

—oo < Inf Tu = —(b, (A7)7"8)y <0
usH,;!;L
Da v = wt4-u', wobei weHS, wreH™, Au’ =0,
= T(ut+u’) = (4u*, u")p—2(D, u™),,. Also ist
Inf T(u) = Tnf I(u) = —(b, (4%) b}, <0,

weHpy, weH}

haben wir I(u)

m
w.z. b w.

Aunf diese Weise ist der Satz 3 vollstéindig bewiesen.

Wir fiihren jetzt mit Ehrling den Unterraum B ein: L C BC H,,
wobei L die Vervollstindigung der Menge 05°(£2,) — des Raumes Dbe-
liebig oft differenzierbarer Funktionen mit kompakten Trigern in Q, —
in der || [lp-Norm ist. (Wie man weill, hat man im Falle eines reguliren
Randes 02, von Q, fiir die Elemente aus L

D¥ulpe, =0 fir  jul=0,1,...,n—1.)

Man sagt dafll die Elemente von B allgemeinen homogenen Rand-
bedingungen gendigen.

‘Wir haben jetzt die folgende orthogonale Zerlegung des Raumes Hy,:
H,, =B@®B*.

Es sel b = b;-+b,, wobel b,eB, bye BL-. Die Bingchrénkung des Funk-
tionals I auf den Unterraum B bezeichnen wir mit Iz. Da (b, #)n
= (by, U)m fhr weB ist, haben wir

IB('“_) = (4w, Wy — 2(by, u),
A4, ist die Einschrinkung des Operators A auf den Unterraum B:
(Q A, u m)

%, b eB.
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Jetzt hat B die Rolle des Raumes H,, iibernommen. Damit haben wir
den folgenden Satz bewiesen:

SAtz 4. Damit das Funktional
Tp(u) = Qu)—2(b, wWm = (41%, U)p—2(by, U)m

(wo u, b,eB) das absolute Minimum Inflg(u) > —oco annimmt ist nétig,
daf Q(u) = 0 fir ueB. Wenn

B X B ~B = {ueB: Q(u) = 0} # {0},

st fur die Annahme der unteren Grenze von Iz ausreichend, daf ausserdem b
orthogonal zu B, ist.

§ 5. Vollstetigkeit Greenscher Transformationen und das Vibra-
tionsproblem. Jetzt werden wir einen einfachen Beweis einer Ver-
schirfung des Satzes von Garding-Ehrling (vgl. [5], [1]) angeben. Uber
die Form @ («) machen wir nur die Voraussetzungen 1° und 3° von Satz 1:
@ (u) ist nicht hermiteseh, nur das Glied mit den héchsten Ableitungen ist
symmetrisch und gleichmiBig elliptisch. Es sei

-1

a(u vyt) L j 2 a,(x) D" uDTdr+ ) by Za x)D*uD*pdr -
2, 1, it I= 1 SJ a, f
+ f}:a.f’,ﬂ(z),D“uDﬁﬁd/m(.r)+t(u, ).
E".

Barz 5. 1° Fiir geniigend grofe ¢ > 0O ist die durch die Identitit
(5.1) (uy o = (G u, 05 1),
wobei v, Gi'ueB, ueB' 2 H_,, (wegen der Definition von B’ vgl. (1.2))
(Ie-ﬁme)te Greensche Transformation G wvollstetig, betrachtet sowohl als
Abbildung H,— B (insbesondere also als Operator in B) als auch als G}':
H,— H,, wobei 8 > —m, p < m.

2° Falls a(u, v, 0) hermitisch in H,, ist, besitzt das Vibrationsproblem

0) = AUy, @Pom
e B

und der Operator @7 dieselben Eigenvektoren; dabei entspricht dem Eigen-
wert A des Vibrationsproblems der Eigenwert (A-+-1)"" der Qreenschen Trans-
formation GT'.

3° Die Eigenwerte 1., kmwergze)en gegen oo, es gibt also hichstens
endlich viele 1, die negativ sind.

4° Die zu verschiedenen Eigenwerten Ay, A gehorenden Ezgerwektoran

(5.2) a(uy, @;

;5 Uy, Sind orthogonal, sowohl nach dem Skalarprodukt a(u;, uz; 5)=0
= (Uy, U)o, als auch nach (,),.
5° Die Eigenwektoren sind in den Riumen B, H,, B’ wvollstindig.
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Beweis. Ad 1°. Wegen der Ungleichungen
1<y 23wl < Nell o 12l << N1l 191y
dil“”“fn < 4(”7 v; 1),

la{v, w; )] < a ol ]l d >0,

wissen wir aus dem Satze von P.D. Lax-A. Milgram [9], daB die Abbil-
dung Gi*: B’ — B ein topologischer Isomorphismus ist.

Wegen des Rellichschen Auswahlsatzes (1.4) folgt die Behauptung
aus dem Diagramm

gl g,
Ad 2°. Die Behauptung folgt aus den Identitiiten (5.1), (5.2):
(w93 1) = (A41) (thay @O = a6 (A 1)y, 95 1)

Ad 3°. Da die Form Q(u) = a(u, u;0) elliptisch ist, folgt aus der
Tdentitdt a(u,, 1;; 0) = 2{uy, Uzdm = A(%;, U,)e, daB hochstens endlich
viele Eigenwerte 1 negativ sein konnen. Aus dem Rellichschen Spektral-
satz folgt die Behauptung. :

Ad 4°. Aus der Symmetrie des Greenschen Operators & folgt, daB
0= (Ai+t)“(’”w Uys 1) = a(G}n“Aia Ugs 1)

= Uz Wapom = (Mg Uz o

Ad 5°. Folgt aus dem Rellichschen Spektralsatz, da (A--1)7'#0,
und den Definitionen von B, B’, H,.

§ 6. Der Spektralsatz fiir das zweite Differential des Funktionals
(3.1). Der Satz 2 besagt, daB das zweite Differential D[ (u; h, h) = Q(h)
ein- quadratisches elliptisches Funktional ist, wir kénnen also fiir diesos
den Spektralsatz 5 aussprechen. Auf diese Weise bekommen wir eine
weitgehende Verallgemeinerung eines vor kurzem publizierten Satzes
von E. Rothe [14]:

SA1z 6. Fiir das zweite Differential D21 (u; b, h) des im § 3 betrachleten
Funktionals gilt der Spektralsatz 5.

D. k., 2. B., die Bigenwerte 1; des Eigenwertsproblems

DRI by h) = by < g, by S = Zallyg )

konvergieren gegen -+oo. Die Eigenvekioren (hlj) bilden eine wvollstindige
Menge sowohl im Raume B, als auch in 'L*(£,) und B' 2D H,,.
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