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Probléme non linéaire d’Hilbert
pour un systéme infini de fonctions

par D. PRZEWORSKA-ROLEWICZ (Warszawa)

Soit dans le plan de la variable complexe un ensemble de p lignes
de Jordan L., L,, ..., L, sans points communs et limitant les domaines
disjoints 87, 87, ..., S; . Soit en outre une ligne de Jordan L, envelop-
pant toutes les lignes Ly, ..., L, et ne les coupant pas. Toutes les lignes
Ly, Ly, --., Lp ont une tangente continue.

Désignons par S, le domaine infini situé i Pextérieur de la ligne L,
et par St le domaine limité par la ligne L, et les lignes L, ..., Lp.

Nous posons le probléme non linéaire d’Hilbert suivant pour un
gystéme infini de fonetions:

Trouver une suite infinie de fonctions de la variable complexe
{®,(2)} dont ehacune soit holomorphe dans les domaines 8%, 87, ..., 8p
séparément et dont les valeurs limites @5, @5 relativement aux domaines
8*, 8, 87, ..., Sy satisfassent en tout point ¢ de lensemble L = L,+
+IL,+...+ 1L, aux relations .

1) B (1) = Gult) D () +Fult, B (1), 1 (1), BF (1), P (0), ---]
‘ m=1,2,..).

Le probléme proposé est une généralisation du probléme pour un
systéme fini de fonctions, posé et résolu par W. Pogorzelgki dans les
travaux [1] et [2].

Nous admettons les hypothéses suivantes:

A. Les fonctions G, () sont déterminées pour teL et elles vérifient la
condition de Holder:
(2) G () —Gu(t)] < gult—t1  (0<p<1l3m=1,2,...).
En outre on suppose que les fonctions @, (f) sont toujours différentes
de zéro. Nous posons sup |G, (8)] = gu-

L

B. Les fonctions Fy, (¢, 4y, s, ...) sont déterminées pour tel, [u,| < B
et elles vérifient la condition :
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=1

(3)  |Falt s )~ Falty thy )] < Talt—t 1+ Y sl ]
O<p<l;n=1,2,..)

ol Saﬂ gont des séries arbitraires & termes positifs et leurs sommes sont
i=1
inférieures & l'unité. )
Nous posons sup]lf""(t, Uy Ugy o) = Fu- .
En supposant que la solution @,(2), @,(2), ... du probléme .e?nste
et que les fonctions & () vérifient les conditions de Holder aux coefficients
bornés et avec D'exposant u, mous pouvons affirmer, d’aprés les travaux
de Gahoff [3] et de Hvédelidsé [4], sous les hypothéses A, B, que les
fonetions de la solution vérifient les relations

), B (v), §F (v), Dy (1), -]

Xi () (i—7) et

1 Faulr, OF
@ Oule) = g Xy [T
L

+Xo(2)Pp(e) (n=1,2,..)

ot X,(2) désigne la solution, dite canonique, du probléme d’Hilbert
homogéne (c’est-i-dire dans le cas F, = 0) donnée par les formules:

1
——expli,(2), #=e87T
(5) Xole) = | D) 2 ’
2~ *nexp Iy (2), 2e8”
ol
1 [ logG(

6)  Tu() = 33 —1:—2—2%, G0 (z) = 7711, (7)Gn(7)-
i

Le nombre entier x,, dit index du probléme, est déterminé par la

z -

SOIME 0y = 3 Ay, OU 2mly; = [arg@n(t)]z, est Dlaccroissement subi
1=0

par l'argument de la fonction @,(t) lorsque le point ¢ décrit 1a ligne fermée
I, dans le sens positif pour ¢ = 0 et dans le sens négatif pours = 1,2, ..., p.
Nous avons

(7 II,(2) = (2— 0w (2 — ag)'m2 ... (2— ap)o7,

oL @; est un point arbitrairement choisi & l'intérienr du domaine 87 et
le point z = 0 se trouve & lintérieur du domaine S+.
P,(2) sont des fonctions entiéres arbitrairement choisies.
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On peut montrer que les valeurs limites des fonctions X,(z) aux
points des courbes L vérifient les conditions de Holder de la forme
®) IXEO-XEE) <mlt—tF O<p<l;n=1,2,..)
et les inégalités ) :
(9) ) 0 <ay <IXFW <o

ol @, @, %, sont des constantes positives. Remarquons qu’il existe un
nombre positif o tel que la ligne L, soit située & Pintérieur du cercle de
centre ¢ = 0 et de rayon p. On peut choisir des nombres p, et p,, tels
qu'on ait

(10)  [Pu(@)—Pa(d)| < pale—21" (O0<p<l; n=1,2,..),
(11) [Po(e)l <pn (n=1,2,...),

si o] <o o] <o
D’aprés les propriétés de lintégrale du type de Cauchy, nous dédui-
sons des relations (4) les relations suivantes:

Flv, & (), D7 (1), .-
XE(#) (v —1)

o0 = X0 [ Lt xi P+
L
1
+'?"‘Fn[t7 Qi’-(t%@l_(t):n-] (n=1,2,...),

(12)
Fylz, of (7), D1 (%), ...]

(=
X5 () (z—1)

G =X [ do+ X (1) Pa(t)—
J :

1 X5, _ _
._E-X't(t)—li’n[t,dif(t),(bl(t),...] (n=1,2,..)

en tout point ¢ des courbes L.
Nous posons maintenant

(13) Pany (1) = of ®, 9’2n(t) = &, (1),
’ 1 1
(14) s = 5= TE (0, Honlt) = 5 X (0,
Kon_1(ty wyy thyy ...) = %‘Fn(t’ Upy Ugy - )+ X7 () Palt),
(o) 1 X5 (1)

Kon (s tyy Uy -.0) = — 5 Fy(ty gy g, .- )+Xn () Pn(D),

2 Xi(Y)
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B (ty vy thgy -..)
XE(2)
n=1,2,...).

(16) Ly 1 (3 Uy Uy -..) = L

o (85 Uy s Ugy oon) =

D’aprés les formules (2), (3), (8), (9), (10), (11) nous avons les inéga-
lités suivantes pour #,? eL, |u, < RB:

A7) Ha()—Halt) <hali—t  (0<p<13n=1,2,..),
(18) 0 < hy < [ Ha(®) < b,
4 ’ v

(19)  |Enlts ty tay - ) —En(¥y upy 5, )] < [[8— 01+ D nalig— ],
Te=1

(20) SUp [ K (2) Uys Uay o) < k;n

@) (s tay Uy - ) =Lty g, 5, )] S Ta[lE—0 14 D ang|ug— ]
3=1

(22) SUP | L (85 tyy s,y --.)] <l

oL les constantes hn, b, hr , ki, kn, by, b, sont données par les formules

7 1"
ho— L, ’ T, 17 Ln,
n = o m == 5 n = 5
2r 27 o’

1 , , 1 2%, fn+ Gotr
kﬂn—l = Efn+mnpn+mnpn: kzn = ';*M%:‘Z‘Eﬂcﬁ +w;1pn+ wnpr’w
- n
r‘ 1, o ’ 1 a
kg = Efn"‘mnpm Kign = 3z an+ npm
Tnfn - Tuly ,
bn = lzn—l = uﬁﬁjﬁ: lon = lzn_1 = '7‘;7}7
@, @,

3
D’aprés (13)-(16), on peut écrire le systéme (12) sous la forme

(23)  gu(t) =

K.t ¢r(8), a(2), ... 1+

H,.(t)fL“[T"p‘(r)’%m"”] v (m=1,2,..)
L

T—1

ot les fonctions K,, H,, L, sont détermindes pour t, vel, |U, <
satisfont aux inégalités (17)-(22).

]itfous supposons que les constantes du probléme satisfont aux iné-
galités

< Ret
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Byt Rl T <1,

(24) , , (n=1,2,...)
kn+ln(hn1+ hnD)+ln R“‘k;,— l;.—h;lnl
1—Fk,—hyl, I bl I
ot I = sup et la constante D () ne dépend que des lignes L.

tL ¢ 1= -r]l""

Nous zwons ramené notre probléme & la résolution d’'un systéme (23)
d’équations intégrales non linéaires de seconde espdce, & singularité forte
et & une infinité de fonctions inconnues ¢;, g, ... sur L.

Pour résoudre le systéme (23) nous appliquerons le théoréme de
Tichonov [6] relatif au point invariant d>une transformation dans l’espace
métrique:

Dans un espace mélrigue linéaire, localement convewe et complet
(cest--dire dans Vespace du lype B,) toute transformation continue Aun
ensemble convewe, fermé et compact en son sous-ensemble a au moins un
point invariant.

Considérons l'espace B composé de toutes les suites u = {pn(f)}
de fonctions continues de la variable complexe déterminées sur L. Nous
admettons pour tout point v une suite dénombrable de pseudonormes
homogenes: [[ull, = sup g, (t)]. La métrique peut étre définie par exemple
comme la somme de la série:

1 [u—ls

o) = 2 5 Tl

On sait que lespace H est du type B,.

(1) La constante D figure dans le théoréme de Plemelj-Privaloff [5] gui sera
appliqué dans ce travail:

THEORBME DU PLEMBLI-PRIVALOFF. Si f(t) est ume fonction complexe de la
variable tel, qui satisfait & la condition de Hélder de la forme

(%) FO—f@)<

alors la fonetion déterminde par Vintégrale singuliére de Cauchy

_ i@
t)——{-———r_tdr (teL)

gii—vF 0<ap<l),

satisfait & la condition de Holder de la forme
) [F () —F ()] < gD}t— '] #

ot la consiamte D ne dépend que des lignes L.
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Dans l’espace F nous considérons l'ensemble Z déterminé par les
conditions suivantes:

(25) lea(t)] < R,
(26) @n(2)

ol le coefficient positif » est arbitrairement fixé & Iintérieur d’un inter-
valle déterminé plus loin.
On peut montrer que l'ensemble Z est convexe, fermé et compact.
Congidérons une transformation de l’ensemble Z, définie par leg
formules

@7 ()

—pu ()] << wft—1]"

= Kp[t, 01 (1), @a(8), ... 1+

Ly [77?71‘;?2(7)’ ~d1r

p— (n=1,2,..)

+H,() [ =

L

qui font correspondre & tout point # = {g,(?)} de ensemble Z un point

v = {y,(t)} de 'espace E. Nous allons démontrer que la transformation

(27) est continue. Dans ce but il suffit de démontrer que pour chaque n

la convergence uniforme d’une suite {p$?} & ¢, implique la convergence

uniforme de la suite {p”} des fonctions qui correspondent aux ¢{™ vers
une fonction v, qui correspond & g,. )

Nous pouvons écrire

(28)  9a)— wP(O) = Kalts ), ga(0)s - 1—En L, o), (), ... 14
+Ha ()i { Lo [2, 01 (1), 9o (8) 5 - . 1—Lu L8, @™ (1), g§™(2), ... T} +
-i—H,n(t){fL“[T’ 91(7); a(7); .- ~tL wlts 91(8), 92(9); - ]dh

J .

—Ly [ty‘Pm)(t):‘P(m)(t): o]
T—1

_an[""Psm)( s‘]’gm)(f);" P
3 'c} (n=1,2,...).

Pour la premiére différence, I, nous avons I'inégalité

Ll < kZaMm(n " ()]

i=1
Remarquons qu'il existe un ML agsez grand pour que S’ ap; < --—e~—~.
P4 12RE,

On peut choisir ensuite le nombre M7' de manidre que pour m > ML
on ait

() — @) < &/6ka, s i=1,2,..., MI_1.
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On aura alors
i <e/8, s m> ML

Pour la seconde différence, I,, nous avons

L| < =h, z,IZamm(t A (@)l

-3

Or, il existe un MIT assez d pour qu <
) grand pour que _gmam 12h TRLE

ensuite choisir MLV de manidre que pour m > Mi¥ on aib
() — i (1) < ef6hnln (6 =1,2,..., MJT-1).

On aura alors

. On peut

Lo <ef3, s M> M.

Pour la troisidme différence, I, nous considérons le cercle A de
centre t et de rayon o assez petit pour que A ne contienne qu'un are I
des lignes I et nous décomposons I, en deux parties:

L =L+

ol P'intégration s’étend & P’arc I et aux lignes L—1.
Pour chaque m et aussi pour la limite, Pinégalité suivante est sa- -
tisfaite:
J—La[t, ‘P(m)(t), ?’gm)(t)y -]
T—1

Ly [7, ‘P(m)("-')y ‘P(m) (), .. dr

k. . @ _ ¢
< n(l-l—%)lfmll—_; SETE
gi lare I est suffisamment petit, d’ol

T3] < ¢/6.

Dans lintégrale T-—" le point ¢ est situé & lextérieur du domaine
&’intégration, done pour chaque » et pour ¢ > 0 on peut choisir un nombre
MY tel quon ait '

I <ef3, st m>MY
quel que soit felL.

En somme nous avons

[y () —pa(®)] <& sl

done la transformation (27) est continue.

m > max (M, MLV, MY),
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Nous allons démontrer que I’ensemble Z’ des points transformés
v = {y,()} fait partie de I'ensemble Z. Nous avons

(29) () < |Eult, ou(), 92(8), - 11+
L7, ¢1(7), @a(7); -]
+HL )| [ o &
i
<E.+R [Ln[";%(f)v%(f)y-'-]_L-n[t"Pl(t)y‘Pz(t)y---] dr-+
P 7—1
L
FriLalt, 1 0), pal0), -1 < Kok B[l T =la].
De la méme fagon nous aurons f
(30)  Ipn(t)— va(t')] < 1 Enlt, @u(8), @a(®), - 1—Ent'y @2 (1), @2(t'), ... 2+
’ Ly 1 1 ) P2 3 eee
O~ Zy (0| [FI PR d g
z
+|Hn(t)!‘lf Lnl7) 91 (), (), ] dr— fﬁ”ﬁ.t@i@if?(f?ll? J dr
% T—t1 P T—1

d’otlt, d’aprés le théoréme de Plemelj-Privaloff (voir la note de la p. 297):
BL)  lpalt)—pa(t)] '

< (b (L 9+ B[ (L4 ) + 7l ]+ Bl DY — 0% (0= 1,2, ...)
ou la constante D ne dépend que des lignes L.

Nous en concluons, d’aprés (25), (26), (29) et (30), que le point trans-

formé v appartient & ’ensemble Z, si les constantes du probléme satisfont
aux inégalités

Kyt h Tl I (1 )+ 7141 < R,
B+ LI+ a4 D < P
d’ol
Kn+ hpl I+ 7ly+ R l, D R—Fky,—kp b, I—nl,
32 0< (i (il nn LT o in b, Ty,
52 Tl bl S i
(n=1,2,...).

D’aprés les hypothéses (24) il existe un nombre » qui satisfait & cette
inégalité.
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Toutes les conditions du théoréme de Tichonov sont satisfaites,
done il existe au moins une solution ¢ (2), s (), ... du systéme d’équa-
tions (23).

Nous allons montrer que le systéme de fonctions

En[ﬂ?’?(ﬂa ‘P;(T_)_y ‘_]

1
R R STo T

dv+X,,(2) P (2)

(n=1,2,...)

fournit la solution du probléme de Hilbert proposé. En effet, d’apres
la propriété limite de I'intégrale du type de Cauchy démontrée par
Plemelj, les valeurs limites des fonctions (33) en tout point ¢ de la fron-
tidre L sont

- ____1_' F'n[r:‘P;(r)’@z‘(T)’---]
(34) B (1) = 5= X£ (1) ! e
TEO o
= iy Folts 610, 10, T OPa0.

Il en résulte, d’aprds le systéme résolu (23), que les valeurs limites
(34) vérifient les relations (1), c’est-a-dire que le systéme de fonctions
(33) représente bien la solution du probléme généralisé de Hilbert.

Nous avons donc le théoréme suivant:

THGOREME. Si les fonctions Gy (1) et Fyu(f, 1y, Us, ...) remplissent les
conditions A et B et si les constantes du probléme vérifient les inégalités (24),
il emiste au moins une suite infinie de fonctions holomorphes D,(z), Pa(2), ...
domt les valeurs limites satisfont aux relations proposées (1).
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