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Applications du principe topologique de T. Wazewski
aux équations différentielles du second ordre

par I. BARBATAT (Bucuresti)

Le principe topologique de T. Wazewski [1] constitue, dans plusieurs
travaux, 'instrument essentiel utilisé, soit pour I’étude de allure asympto-

“tique des intégrales des systémes d’équations différentielles [2], [3], [4],

50it pour la mise en évidence des intégrales périodiques des systémes du
second ordre & petit paramétre [5], [6], [7].

A Yaide de ce méme principe on va formuler des conditions pour
que Déquation différentielle du second ordre et plus particulidrement
Péquation des oscillations non linéaires forcées ait des intégrales bornées
ou presque-périodiques ou périodiques.

TaorEME 1. Soit

a*w dx
(1) i = ¢(m7 Et—, t)

une équation différentielle, la fonction D(x,y,t) vérifiant pour (x,y,t)ed
={a<o<b, —co<y,t< oo} des conditions qui assurent Pumicité
des intégrales dans G. St

(A) 41 emiste @y 6t 3, (6 < By < B, < b), tels que
D(39, 0,8) <0, D2y, 0,8)>0 quel que soit ¢,

Péquation admet une infinité de demi-intégrales & droite ainsi qu'une infi-
nité de demi-intégrales & gauche bornées.
Démonstration. Soib

@ r =y, y =0(,9,1)

un gystéme équivalent & I’équation (1); dans @, ce systéme vérifie les
conditions d’unicité et de continuité des intégrales par rapport & toutes
conditions initiales. Considérons Iensemble ouvert 4 = {z, < < @y,
—oo < ¥y,t < oo} C G dont la frontiére dans R?® est consfituée par les
plans P, = {# = ®,} et P, = {& = @,}. Le plan P, est séparé par la droite
{4} = {{#0,0,7)}, ot v varie dans 'intervalle (—oo, 4-oc), en deux demi-
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plans: P§ = Py~ [y > 0} et Py = Py~ {y <0}, caractérisés par @ (¢) > 0,
respectwement a; (t) < 0. Il en résulte que I'ensemble PF est eonsmué
exclusivement de points d’entrée stricte et Py de points de sortie stricte
de Tensemble A pour le systéme (2). Pareillement, le plan P; est séparé
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 par la droite {B,} = {(%,0,7)} en Pf, pour lequel

@ () > 0, et Py, pour lequel @ (t) < 0, composés unique-

; ment de points de sortie stricte respectivement d’entrée

7 stricte (fig. 1).

. Soit maintenant L2 = (x(f), ¥(¢),?) lintégrale de

X (2) qui pourt = v passe par le point A, = (2,0, 7)

% ge {Ao}. On a & (z) =0 et (1) = P(2, 0,7) <O
et par conséquent la fonetion #(f) passe par un maxi-
mum pour = 7; il existe donc &> 0 tel que pour

telz—e, 7+ —{r}} on ait «(t) <z(r) ==, et la
droite {4,} est un ensemble de points de glissement
extérieur de 4 pour le systéme (2). D’une maniére analogue on démontre
que la droite {B,} est constituée de points de glissement extérieur de 4
pour (2). En posant frA = frontiére de 4 on a

frd = (P« Py) v (Pr v PF) v {4} v {Bo},

Pi APy =@ = Py ~ P}, P}, Py, Py, P ouverts et connexes dans fra.
Le domaine A vérifie les conditions du théoreme de T. Wazewski; sur
chaque arc de courbe de 4 qui joint un point de Py & un point de P il
existe au moins un point tel que la demi-intégrale & droite qui y passe,
reste dans A, et sur chaque arc de courbe de A4 qui joint un point de Py
% un point de P7 il existe au moing un point tel que la demrmtégrale
4 gauche qui y passe, reste dans 4.

Remarque 1. En particulier, pour 1’équation des oscillations non
linéaires forcées

Fig. 1

e+, o, o +g(@) = p(t)

ou p(t) est continue et bornée, lim g(») = F oo et les coefficients f et ¢
L+

vérifient des conditions qui assurent l'unicité des intégrales dans R?,
il existe une infinité de demi-intégrales & droite hornées ainsi gu’une
infinité de demi-intégrales &4 gauche bornées.

Remarque 2. Si dans I’énoncé du théoréme 1 on remplace le domaine
Gpar ¢ ={a<2<bh, —co<y <oo,t>¢ (ou t < ¢)} et la condition
(A) par
(A®%) il existe @, eb @y, a <@ <@ <b ot {,> ¢ (I, < ¢) tels que

B(2o, 0,7) <0 et  D(w,0,8) >0 pour =t (ou t <<l
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I’équation (1) admet une infinité d’intégrales &
nées.

En effet, 'ensemble de points 4 ~ (f = 7,) est composé uniquement
de points d’entrée stricte (ou de sortie stricte) du domaine A ~ (¢ > &,)
(ou 4 ~ (¢ < 1y)) par rapport au systéme (2) et ’ensemble de points de sortie
stricte (ou d’entrée stricte) n’est pas connexe et posséde exactement
deux composantes connexes.

THEOREME 2. 8% les conditions du théoréme 1 sont vérifides et si en plus

1. &(x,0,t) est bornée pour welLy, %> 6f —oo < t < oo,

droite (ou & gauche) bor-

2. la dérivée Dy(z,y, 1) existe dans A et satisfait & Pune des conditions
suivantes:

(a) sup®, < oo pour (z,¥,1) EZ,

(b) infd,> —oco  pour (2,9, 1)ed,

(©) sup P, < oo powr (2,9, t)le; ~y=0) e
inf@, > —oco  pour (w,y,t)ed~(y <0),

) inf®, > —co  pour (x,y,t)sgn(y =0) e
sup P, < oo pour (w,y,t)ed ~(y <0),

Déquation (1) admet une infinité de demi-intégrales & droites bornées, ainsi
que leurs dérivées de premier ordre, une infinité de demi-intégrales & gauche
bornées, ainsi que leurs dérivées du premier ordre et une intégrale aw moins
qui est bornée, ainsi que sa dérivée, pour —oo <t < co.

Démonstration. Supposons que c’est la premiére des conditions 2
qui se trouve vérifiée et soient I = sup®, pour (z,y,? ed, |D(z, 0, 1)l
< M pour %, <2 < %y, —oo <1< oo. Considérons le plan X,

u(e,y) =y—ms =1 pour (z, y,t)eZ

ot m > max(0, L), 2 > M(m—L) —mu,.
Le long des intégrales du systéme (2) l'on a

my = Dz, 0, t)"i‘y[qjy(m; by, t)—m]
olt 0 <6 < 1. 11 s’ensuit que l'on a quel que soit ¢

du
dt

w =y —ma = (@, y,1)—

(3) M — (A4 mzo)(m—L) = (m—1L) (—% —mmn—l) <0.

Si Pon considére maintenant le plan

(@, 9,t)ed et u< —M(m—L)

W B> st me)n—D) = =)~ T e
dt m—L

Annales Polonici Mathematici V. 20

2, uw(@,y)=
! —ma,, on trouve

y—mg = p pour

,u)>0.
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Les plans X, ¥, ainsi que les plans P, et P considérés plus haut, déter-
mment un domaine cylindrique o C @ (fig. 2). Soient Pi ~ Z; = {B,},
n X, = {4,} les deux génératrices indiquées de la surface cylindrique
frw A 1’a,1de des inégalités (3) et (4) on voit que les ensembles X, —({B,},
%,—{4,} sont composés uniquement de points d’entrée stricte de o par
mpport anl systéme (2). Ces mémes inégalités ainsi que les inégalités
o (1) < 0, @ (t) > 0 vérifibes respectivement sur Py, Py, permettent de
conclure que les génératrices {4,}, {B;} sont composées uniquement de
points de glissement extérieur de o par rapport au

|6, systéme (2). Soient

7 }.
el By = (Bf ~1r0) ~ (B— (B},
AR P B, = (P7 ~fro) v (2,—{4:}),
Ao : gxa 8; = (Pf ~frw)—{Bi},
AR 8y = (Py ~fro)—{4,}.
A, On a
Pig. 2

fro = (B v By)v (8,v 8) v ({Ao} e {Bo} e {Az} e {Bl}))

BirnBy=® =058, ~8;, FEy,HEs S8, 8; ouverts et connexes dans fro.
Cette frontiére est composée uniquement de points d’entrée stricte, les
ensembles F, et F,, de points de sortie stricte, les ensembles 8, et Sg,
de points de glissement extérieur, les ensembles {4,}, {Bo}, {4} et {Bi}.
Le domaine o vérifie les conditions du théoréme de Wazewski et par
conséquent sur chaque arc de courbe de  qui joint un point de 8, (ou By)
4 un point de 8, (ou H,) il existe au moing un point tel que la demi-
-intégrale & droite (4 gauche) qui y passe, reste dans .

La derniére affirmation du théoréme résulte de la proposition sui-
vante:

LeMME. Soit ®; = fi(t, @y, Xay ..., @) un systéme @équations diffé-
rentielles, les fonctions f; élant continues dans G owvert, @ C R*™ e véri-
flant des conditions qui assurent DPunicité des intégrales powr tous les points
de G. Soit @ un ensemble ouvert, @ C &, la projection de w sur Vawe Of
coincidant avec Daxve entier et la partie commune de ® avec la couche
—a <1< a élant compacte pour tout a > 0.

Envisageons une swite de mombres réels négatifs 0 > §, > t, >
o >t > ... avec limt, = —oo et PoSOns @, = @ ~ (t = t,).

Supposons enfin que Vensemble F, C w, des points doi sortent des
demi-intégrales & droite qui vestent dans @ (powr t>1,) mlest pas vide,
quel que 8o0it n. :
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Cect étant admis, il existe une intégrale du sysiéme qui reste dans o,
quel que soit 1 (—oo << § << oo).

Démonstration. Soit I, une demi-intégrale 3 droite issue dun
point P,cF,. Elle est définie dans intervalle ¢, <t < oo et elle coupe
Pensemble ¥, en un point @,. Une suite partielle de la suite @, tend vers
un point . On prouve facilement que 'intégrale I issue de @ existe dans
Yintervalle —co <<t < 4o et que I Cw, c. q.f. d.

Dans le cas ol e’est une des hypothéses 2(b), 2(e), 2(d) qui se trouve
vérifiée, la démonstration est tout & fait analogue. La section par le plan
t =0 du domaine o de Wazewski que I'on construit dans ces cas, ainsi
que Pallure des intégrales & la frontidre de w est indiquée respectivement
dans les fig. 3,4 et 5.

I

Al 4] yA B 4
1 4 Al A
B, (a\b > 5,
N T 4 N [, 1
LN 1 ; -~
M
N 0 ol A : 4 x HA g X
2 > B P)
¥ e W B, : & A ~ 8o
A\ kY A B,
A7 i bﬁ &) ]
B, ﬁz )
Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

Remarque 1. En particulier, ’équation des oscillations non linéaires
forcées :

(8) o+ f@)e+g(@) = p() ,

ot p (t) est continue et bo'mee, ]J.m g(x) = F oo et f, g vérifient des conditions
qui assurent Dunicité dans R3 pcw* exemple f(x) est continue et g(x) est lo-
calement lipschitzienne, a,dmet wne infinité de demi-intégrales & droite (et
& gauche) bornées ainsi que leurs dérivées du premier ordre et une intégrale,
au moins, qui est bornée ainst que sa dérivée pour —oco <t << oo,

Les conditions d’unicité formulées s’obtiennent en considérant le
systéme équivalent

6) > =y—F(a), y=-—g@+plt) ou Fla)= [f(&ds.

Remarque 2. 8i les conditions de la remarque 2 du zhéareme 1 sont
vérifides et si en plus
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1*, D(z, 0,1) est bornde pour me{@, @) et t =1 (ou T <o),

9% la dérivée partielle Dy(w,y,t) existe dans a* = {1, <2 < @y,
o<y < o0, b=l (out< o)} et satisfast & Vune des conditions suivan-

tes:

(&%) sup®P, < oo pour (% ,y,t)eA
(b*) inf@, > —co pour (@,9,t)ed
. SUPP, < o0 pour  (%,9,1) eA Ay =0) e
©) jnte, > —co  pour (@,9,0)ed" ~(y <O,
@ infd, > —co  pour ( ,y,t)eA Ay =0) e
(=

sup @, < oo pour ’f'/’t)EA ~(y <0),
Péquation (1) admet une infinité de demi-intégrales & droite (ou & gauche)
bornées ainsi que leurs dérivées du premier ordre.
La démonstration est la méme que celle
du théoréme 2, avec la remarque que I’ensemble de
points 4 ~(t =1,) est composé uniquement de po-
ints d’entrée stricte (ou de sortie stricte) et par
conséquent lensemble de points de sortie stricte
(ou d’entrée stricte) n’est pas connexe et posséde
exactement deux composantes connexes.
Remarque 3. 8i U'on remplace les inégalités
(&), (b), (c), () du théoréme 2 par Vune des
conditions suivantes:
il emiste ae(®y, @) €t Be(ay, @) el que |

(a™) sup P, < oo pour welwy, ad, ¥y =0, —co <t < oo ¢t inf P, > —o0
pour xela, s, ¥y =0, —oco <t < co ainst que Pune des -secondss
inégalités (¢) ou (d) pouwr (x,y,t)ed ~ (y <0),

(b**) infd, > —oo pour zelmy, B, ¥y <0, —co <t < 00 et supP, < oo
pour zelB, ),y <0, —oo <1< oo ainst que V'une des premiéres
inégalités de (c) ow (d) powr (w,y,t)ed ~ (y = 0),

(¢**) les deuw premiéres inégalités de (2**) winsi que les deuw premidres
inégalités de (b*"),

les conclusions du théoréme 2 restent wvalables.

La démonstration est tout & fait analogue & celle du théoréme 2.

Dans la fig. 6 nous svons indiqué la section par le plan ¢ = 0 du domaine w

de Wazewski que 'on construit dans le cas (¢**) ainsi que D’allure des
intégrales & la frontidre de c.
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Dang ces cas on peut facilement formuler un théoréme analogue
& celui de la remarque 2 et qui fournira des intégrales borndes ainsi que
leurs dérivées, pour 7 >, (ou t < ).

Remarque 4. Nous allons énoncer un sutre théoréme analogue au
théoréme 2, et qui n’exige plus Dexistence de la dérivée @,.

8i les conditions dw théoréme 1 sont vérifides et $'il existe a > 0 fini
ou infini et f << 0 fini ou infini tels que Pune des conditions suivantes soit
vérifiée pour m, < ¥ < By, —oo <t << oo (e dans le cas o a ou B est
infini on suppose que les conditions respectives somi vérifides m@formé—
ment() pour @, <@ K By, —oo <1< o0):

(B;) limsup®@(x,y,t) <0 e liminfd(z,y,?) >0,
Y—a Y—p

(B,) lminf®(x,y,%) >0 e limsupd(z,y,1) <0,
y—>p

Y-

(Bs) limsup®(z,y,t) <0 e limsupP(z,y,?) <0,
y—>4

Yo
(By) lminfd(z,y,t) >0 e lminfd(z,y,f) >0,
g v

alors les conclusions du théoréme 2 restent valables.

La démonstration de cette proposition est tout & fait amnalogue
4 celle du théoréme 2. Les quatre eas qui correspondent aux hypothéses
(B;) (¢#=1,2,3,4), conduisent & des domaines de Wazewski qui en
section par le plan ¢ = 0 sont analogues & ceux des fig. 2, 3, 4 et 5 ou1
A.B, et A,B, sont paralléles & Ox et A,B;, par exemple, est située & la
distance a de Oz si a est fini et & une distarce o, suffisamment grande
de Oz si a est infini, de maniére & ce que sur y = a, on ait P (x, ap, 1) < 0
quels que soient welw,, %) et —oo <t << co.

Remarque 5. 8¢ @ vérifie les conditions du théoréme 1 et la con-
dition 2 du théoréme 2 et si en plus
(C) D(x,y,1t) est presque-périodique en I, uniformément par rappori

6z ety pour (@,9)eD =z, <z <@y, —00<Y < oo}

(Cy) Pp=m >0 pour (w,y)eD,
les intégrales bornées z(t) et leurs dérivées somt presque-périodiques.

8t @ vérifie les conditions de la remarque 2 du théoréme 1 ainsi que
la condition 2% de la remarque 2 du théoréme 2 et la condition (Cs) et si en
plus
(O) D(m,y,t) est asymplotiquement presque-périodique pour t =1, (ou

t < ty) uniformément par rapport & x et y pour (w,y)eD,
mfait que l'inégalité limsup @ (x, y,%) < 0 est vérifiée uniformément pour
LT o, —co<t<< + oo expﬁvn_;;quepour tout e> 0 il existe un y tel que y < a
ot que P(x,y. 1)< —e pour y<y<a, gz, —oo<t< +oo.
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alors les' dems-intégrales & droite (& gauche) bornées et lewrs dérivées somt
asymplotiquement presque-périodiques powr t = NCRESE

En effet, en utilisant des résultats dis & C. Corduneanu [8] et [9],
il w'ensuit que dans les conditions (C,), (Q,) les intégrales bornées sont

presque-périodiques. Mais @(z, y, ) étant borné dans tout sous-ensemble’

borné de D, —oo <t < oo, il en résulte que 7 (f) est bornée, donc a*(t)
et uniformément continue pour —oo < ¢ << oo, done presque-périodique.
. Ta démonstration est analogue dans le cas ol & est asymptotique-

ment presque-périodique. Enfin, en utilisant la remarque 5 on peut énon-

cer un sutre critére d’existence de solutions presque-périodiques (ou

asymptotiquement presque-périodiques) pour Péquation différentielle (1).
Remarque 6. Considérons Véquation des oscillations non lindaires

© ot fe) g (@) =p0)

ot Pon suppose que

(i) p(t) est presque-périodique,

(i) g(z) et g' () contimues, g'(z) <O quel que soit x €t limg (o) =
pour & — oo,

(iii) f y) est dérivable et une des conditions sutvantes est vérifiée

(a) lim|f(y)] = oo pour  |y| = oo,
(b) supf'(y) < oo pour —oo <Y < oo,
(¢) inff'(y) > —oo pour —oo <y < oo,
@ “supf’ (y) < oo pour Yy =0 et

o inff(y) > —eo  powr y <0,
© inff"(y) > —co  pour y=0 6

S osupf(y) < oo pour ¥ < 0;

alors Déquation considérée admet des intégrales presque-périodiques dont
les dérivées premiéres somt aussi presque-périodiques. (Méme éno%cé dans
le cas asymplotiquement presque-périodique.)

La condition (ii) permet de trouver z, < z, dans les condmom du,

théoréme 2 et sur <{z,,2;» on a ¢'(z) < maxg (z) < 0. Enfin on utilise
soit les conditions (B;) de la remarque 4 soit les conditions (a), (b), (e), (d)
du théoréme 2.

Remarque 7. 8i O(z,y,1) est périodigue par rapport & t, de la pé-
riode T, vérifie les conditions du théoréme 1 dans RS, une des conditions
(), (b), (¢), () du théoréme 2 ou une des conditions (B;) de la remarque 4
et 8'il ewiste a > 0 et une fonction w(2) de type Wintner(?) définie pour

. X dz
(%) Cela veut dire que l'on a f ~(é)~ = oo et que la fonction o (z) est croissante
a @ . . .

au sens large dans lintervalle ¢ <z < +oo.

Foo
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z 2z a e tel que

1P(z,y, )| < o2 +[y]) &l +1y] > @,
Végquation (1) admet une intégrale périodique de période T'.

Démonstration. Pour les seconds membres du systéme (2) on a pour
2| +1y| > a, ‘

pour

Iyl < [l + g+ o (ol +1y1) = woi(jal+ ¥,
[D(z, ¥, 1) < oo+ y]) < oy(lz]+1y)-

La fonction w,(z) est aussi de type Wintner [10] et les intégrales
du systéme (2) sont prolongeables pour toutes les valeurs de f. Le sy-
stéme admet au moins une intégrale bornée en vertu du théoréme 2 et
alors, en vertu d’un théoréme de J.L. Massera [11] le systéme admet
au moing une intégrale périodique et de période T.

Remarque 8. 8i Déguation (5) vérifie les conditions de la remarque 1
du théoréme 2, si p (i) est périodique de période T et 'il existe & > 0 et w(2)
de type Wininer définie pour z = a tel que pour |z| > a on ait
o(l2)),

(@) < o) ]ff §ag| <

alors Déguation en question admet une intégrale périodique de période T.
En effet, pour les seconds membres du systéme (6) on a pour |z| > a

y—F(2)| < lyl+ o (o)) < lol+ lyl+ o (o490,
[—g(@)+p®)] <E+ o) < lol+y[+ o (2[4 y))

ou K = max|p(?)| et @ > K, en augmentant, au besoin, la constante a.
Remarque 9. Soit o = g(x, 1) une équation différentieclle ok Ton

suppose que

(i) @(z,t) est continue pour (z,t)cR?, périodique par rapport & 3, la pé-
riode étant T,

(i) 0<m <@z, <M, quels que soient » et t; alors Véquation admet
une intégrale périodique unique et la période de cette solution est T.

Démonstration. On a

ma < (2, ) —¢(0,1) < Mz pour @ =0,

—ma < @0, )—oplr, 1) < —Me pour < 0.

Si Ion pose K = max|p(0,1)|, il s'ensuit que |p(z, )| < M|z|+K
et toutes les intégrales du systéme z* = 4, y* = @(, t) sont prolongeables.
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Enfin, on peut trouver ®, < 0 et @; >0 tels que @(2y,%) <0 et
@(#,, %) > 0. I1 suffit de prendre @, < —Em™ et ©, > Em™". Les condi-
tions du théoréme 2 sont vérifibes et par conséquent le systéme admet
au moins une intégrale (#(3), 4" () bornée pour —oo <? < co.

En vertu du théoréme de Massera le systéme admet au moing une
intégrale périodique de période T, (wy(t),i(s)). Mais, en vertu d'une
proposition dfie & C. Corduneanu [12] I'équation donnée admet une inté-
grale unique bornée pour —oo < ¢ < oo et par conséquent cette intégrale
coincide avec (). Il est & remarquer également que pour tout autre
intégrale m,(f) de I'équation donnée on a pour —oo <1 < o0, sup |y (f) —
— &y (F)] = oo.

Remarque 10. Dans la proposition suivante, relative & I’équation (5),
on ne suppose plus gue la fonction perturbatrice p(t) soit bornée.

THEOREME 3. Soit
(M - f@)e +g(@) =p()
une bquation différentielle doscillations mon linéaires oi
(i)  p(t) est sommable sur tout intervalle fini et la fonction P(t) =j p(v)dr

est bornbe pour —oo <1< o0;
(i) g{w) est localement Uipschitzienne, il ewiste a > 0 tel que pour @ > a
on ait zg(x) < 0

+oo
(i) uf g{x)dw = —oo;

(iv) f(@) est continue quel que soit x et vérific une des conditions suivantes:

(a2) sup [ f(§)aE < oo et inf [f(§)dE > —oo,
=0 g <0 §
(as) infff(f)df > —oco e supff(g)d§< oo,
z=04 o0 3
(@) sup [ f(£)dE < oo,
—oOLTLO g
() inf [ f(§dE > —co.
—00<TLO0

Alors Véquation (7) admet une infinité de demi-intégrales & droite bornées,
ainsi que leurs dérivées du premier ordre, ume infinité de demi-intégrales
& gouche bornées, ainsi que leurs dérivées du premier ordre et une intégrale
au moins qui est bornée, ainsi que sa dérivée, pour —oco <t << oo.
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Démonstration. On considére le systéme
x
(8) o =y—F@+PW), v =—gl) on Flo)= [fEaL
[

La fonction P(#) étant absolument continue, ce systéme vérifie les condi-
tions d’unicité et de continuité des intégrales par rapport & toutes con-
ditions initiales. Il est équivalent
% Péquation (7) dans le sens que z° (%),
qui est absolument continue, admet
une dérivée telle que (7) soit vérifide
pour tous les i tels que Pi(t) = p(t),

cest-d-dire presque pour tous les i. x

Soient

9) lgwl <M powr |z<a %
B, £

et G(w) =fg(§)d§. Fig. 7
0

Nous allons construire un domaine cylindrique o, dont la frontiére
sera sans contact; & cet effet nous allons construire une courbe simple
fermée C, section de fro par le plan t = 0 (fig. 7).

Considérons la courbe

(10) o(3,y) = 3+ Q@) —Me = 3, ol <a

ol b? > 4Ma; la courbe ne coupe pas 'axe Oz car
x a
16 () — Mz| = U (g(s)—M)dgl < [ 2Mdé = 2Ma < 3.
0 0

Elle est symmétrique par rapport & Oz et composée de deux branches:
A A, situde an dessus de Ox et By B, au dessous. On a, sur la courbe,

dy

yoo = M—gl@)>0, ol <a.
X
Soient
K = sup|P(t)] pour —oo <t < 0o,
L = max|F(z)] pour |z <a.
Prenons
(11) b2 > max{4Ma, 4(E+L)*+2Ma+26(—a)}.
Le long des intégrales du systéme (8) on a
(12) o = —My-+(g(@)—M) (P{E)—F ().
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Les ordonnées y, et y, des points A4; et 4, sont données par-
(13) ¥ = b —2Ma—26G(—a) < ¥ = '+ 2Ma—2G(a).
Le signe de v sera donnée par le premier terme de (12), car

My, > 2M(E+L) > [g(@)—M| |P(t)—F(@)] pour

quel que soit ¢, comme il est facile & voir & I'aide de (11) et (13).
Par les points 4, et B, on méne les demi-droites y = +y,, pour

7] < @,

2 > a; sur ces demi-droites on a y- = —g(x) > 0.

Dans ce qui suit on suppose que c¢’est la condition (a,) qui se trouve
vérifiée. Soit la courbe o
(14) w(@,y) = P +6G@) —ly = Wi+6(A)—1y.

olt & <A< [y <¥ay 1> max(yy, Ny +K), Ny = supF(z) pour » > a.
La courbe (14) passe par le point Ag = (4, ¥,) et sur cette courbe

on a

done

y'y—1 = —g(@), ¥ <0.

Pour # > A Pordonnée sur la courbe (14) décroit strictement. La courbe
rencontre — et une seule fois —'axe Oz en A = (v,,0) et la droite
y = —y; en By = (x5, —¥,). En effet, Pabscisse du point B, vérifie
1’équation

5)  G(x)+ly, =G(A)—ly, ou encore f g(8)dE = —2ly,.
i

En vertu de la condition (iii) 'intégrale de (15) tend vers —oco pour 4 > a
fixe et # — oo et la dérivée de 'intégrale est négative en vertu de la con-
dition (ii), quel que soit # >1; il existe donc un x;> 4 unique tel que
Péquation (15) soit vérifide.

Sur la courbe (14) on a, le long des intégrales du gystéme (8)

w = —g(@)(F(x)—P(t)~1) <0, car 1>N,+K.

Par les points 4, et B, on méne les demi-droites y = 4-y, pour
# < —a; sur ces demi-droites on a y* = —g(2) < 0, le long des intégrales
du systéme (8).

Soit maintenant la courbe

(16) w(®,y) = §*+ G @)+ sy = Jyi+G(u)— sy,

olie < p < —a |y < ¥y, § > max(y,, K—N,), N, = inf F(2). La courbe -

. r<—a
(16) passe par le point B, == (4, —y,;) et sur cette courbe ’on a

y'(s+y) = —g(@), donec 1y <0
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et done pour # < u l'ordonnée sur la courbe croit gtrictement quand
déeroit. La courbe rencontre — et une seule fois — I'axe Ov en A’ = (@55 0)
et la droite y =y, en A4, = (#,, ;). En effet, I'abscisse du point A4,
vérifie 1’équation -

(17) G@)tsy, =G —sy:  ou  [g(§)aE = —2sy;.

Bn vertu de la condition (iii) 'intégrale de (17) tend vers —oco pour
u < —a fixe et & — —oo et la dérivée de Pintégrale est positive quel que
soit # < 4 en vertu de la condition (i), done Pintégrale décroit quand z
décroit. Tl existe done un x, < u unique qui vérifie I'équation (17). Sur
la courbe (16) on a le long des intégrales du systéme (8),

w = g(a)(PH—F(@)—s) <0 car s>K—N,.

Considérons la courbe fermée C = A A4, A3ByB,B;B, 4,4, et le
domaine ecylindrique o tel que la
frontitre de sa section par le plan Yk Ay 4 (74,
t = 0 soit la eourbe simple fermée C.
Tes surfaces ouvertes (4,4;4,), Ag__ AN
(B3 B,) qui se projettent sur les arcs 4 0
ouverts respectifs de la courbe C sont ~a +a A~ >
composées uniquement de points &
d’entrée stricte de o par rapport au B8 W\
systéme (8) et les surfaces ouvertes A B,
(A4:45B), (B;B,B,A,) de points de
sortie stricte. Hnfin les génératrices
{44}, {Bs}, {Bs}, {4,} sont composées ‘
uniquement de points de glissement extérieur. La démonstration s’achéve
avec les mémes arguments que ceux du théoréme 2.

Dans le cas (as) & la place de la courbe (14) on utilise 1a courbe

w(m, y) = 3y +G () +ly = 35-+G (1) — s

qui passe par B; = (4, —¥a), avec

Fig. 8

1> max{y,, KE—infF (z) pour > a}
et & la place de la courbe (16) la courbe
w(z,y) = }A+6(@)—sy = Wi+G(p)—sy
qui passe par A, = (u,¥1), avec
8§ > max{yl, K+supF(z) pour o < —a}.

La construction est indiquée dans la fig. 8. Enfin les constructions qui
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correspondent aux conditions (as) eb (a,) ainsi que Pallure des intégrales
du systéme (8) & la frontiére du domaine respectif sont indiquées dans
les fig. 9 et 10.

Az Y
gh 4 s A,
/ZZ — A< *
A
A 1 A
p (( ) Ady—r—-({
A G s ] 0 Ay
—a +a 7 A -a +Q X
8
* B W\& B, B 7\>>
{ \ A
82 3 52 53
Fig. 9 Fig. 10

Remarque. Si la fonction P(?) est bornée seulement pour ¢ =1,
(ou & < io) Péquation (7) admet une infinité de demi-intégrales & droite
(ou & gauche) bornées ainsi que leurs dérivées du premier ordre.
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