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Sur un Théoréme de Schwerdtfeger

par J. Dieudonné (Nice)

Résumé. H. Schwerdtfeger a prouvé le théoréme suivant: soit X(t) une matrice
carrée d'ordre n dont les éléments sont fonctions analytiques d’une variable réelle t
dans un intervalle 1. On suppose que pour tout tel les valeurs propres de X(t) sont
distinctes et que X(t)X'(t) = X'(t)X(t) pour tout t; alors pour deux valeurs quelcon-
ques t1, 2 dans 1, X(t1) et X(t2) sont permutables. Il est prouvé que ce théoréme est
encore valable lorsqu’on suppose seulement que les éléments de X(t) sont contindiment
différentiables.

1. Soit t-X(t) une application d’'un intervalle 1 de R dans I'espace
des matrices carrées complexes d’ordre n. Supposons cette application
dérivable, et telle que l'on ait

1) XOX'(t) = X'(H)X(t)  pour tout tel.

H. Schwerdtfeger a prouvé(l) que si, pour ttel, X(t) a toutes ses valeurs
propres distinctes, il existe une matrice inversible constante P0 telle que
X(t) = POD(t)P0-1 ou list une matrice diagonale; cela entraine en
particulier que X(t1) et X(t2) sont permutables pour deux valeurs quel-
conques t1, t2 de te I; il a aussi donné des exemples montrant que la con-
clusion est en défaut si les valeurs propres de X(t) ne sont pas toutes distinc-
tes. Toutefois, sa démonstration suppose la fonction t-X(t) analytique
dans I; je me propose de faire voir, par une autre méthode, que cette
restriction est superflue, et qu’il suffit de supposer X continlment différen-
tiable.

2. Soient AL(tl), A2(t), ..., An(t) les valeurs propres de X(t). Comme
elles sont toujours distinctes par hypothése pour tel et que I est simplement
connexe, le théoréme des fonctions implicites montre qu’il y a effective-
ment n fonctions continlment différentiables t — Ak(t) (1 < k < n) dans I
dont les valeurs, pour chaque t, sont les valeurs propres de X(t): il suffit
de remarquer que si zn+Fl(t)zn-1+ ... +fn(t) =0 est I'équation carac-
téristique de X(t), les points (t, z)e 1 xC vérifiant cette relation forment

(1) H. Schwerdtfeger, Sur les matrices permutables avec leur dérivée, Univ.
e Politecnico Turin, Rend. Sem. Mat. 11 (1952), p. 329.
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un revétement de I. Posons D(t) = diag (AL(t), ..., An(t)); les formules
de Cramer montrent que pour tout tle I, il y a un voisinage V de t0 et une
matrice inversible P(t), fonction continlment dérivable dans V, tels
gue dans V, on ait

) X(t) = P{)D®)P(t)-1

3. Ecrivons alors la relation (1) en substituant a X sa valeur tirée
de (2). Comme X' = P'DP-1+PD'P-1—- PDP-1P'P-1, on obtient,
aprés multiplication a droite par P et a gauche par P-1, et en remarquant
que D'D = DD/,

P-1P'D? + D2P-1P' = 2DP-1P'D

ou, en posant U = P-1P"
(UD-DU)D = D(UD-DU).

Mais une matrice ne peut permuter avec D que si elle est elle-méme
diagonale; et si I'on écrit que UD —DU est diagonale, on trouve aussitot
que U elle-méme doit étre diagonale, en vertu du fait que les Ak(t) sont
toutes distinctes (I'algebre de Lie des matrices diagonales est sa propre
normalisatrice dans I'algebre de Lie des matrices d’ordre n). On en conclut
qgue dans V, il y a n fonctions continlment dérivables gk(t) telles que,
si I'on pose P(t) = (pjk(t)), on ait

P'ik =Pjk(t)gk(ty Pour 1<j, k=<n
et par suite, en posant Gk(t) = exp(Jgk(t)dt),

(4) Pjk(t) = cjkGk(t)

ou cjk est une constante, ce qui sécrit aussi P(t) = CG(t), ou = (cjk)
et G(t) = diag(GL(t), ..., Gn(t)); mais alors on a X(t) = CD(t)C-1 (C
étant nécessairement inversible puisque P(t) I'est).

Il reste a remarquer que si V1, V2 sont deux intervalles ouverts de 1|
d’intersection non vide, et si X = PIDP-| dans V1, et X =B
dans V2, ou P1 et P2 sont des matrices constantes, on a aussi X = P1DP1-1
dans V2. en effet, si t0e V1nV2, P2-1P! doit permuter avec D(t0), donc
est une matrice diagonale £; mais comme £ et D(t) permutent pour tout t,
cela établit notre assertion. On conclut en recouvrant I par des voisinages
ou une expression (2) de X est valable.
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